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Linearne sustavy

Linearne sustavy

Budeme uvazovat sustavu
Y =A(t)y+b(),
kde funkcie bj(t) a koeficienty matice

A(f) = (a,-j(t)) S kak(C), ihj=1,2,...,ksu
spojité funkcie na I c RR.

M

Diskrétny pripad

Budeme uvazovat sUstavu
x(n+1)=Amx(n) +b(n), (@
kde funkcie b; a koeficienty matice

A= (a,-,-) € kak(C), i,j = 1,2,...,k sa
definované funkcie na M c RR.

v
Pozrime sa na algebraicku strukturu rieSeni systémov.

~— Veta 1.

\

Mnozina vSetkych (vo v8eobecnosti komplexnych) rieSeni homogénneho systému pri-
sluchajucemu (1) (resp. (2)) tvori k-rozmerny vektorovy priestor.

—{ Dosledok 2.

Cauchyho uloha systému (1) (resp. (2)) ma jediné rieSenie.




Linearne sustavy

Definicia 3.

Kazdu k-ticu linearne nezavislych rieSeni sustavy (1) (resp. (2)) nazveme fundamen-

talny systém (maticu) rieSeni (FSR), ozn. .

~— Priklad.

Majme systém

Zrejme A(t):( _01 (1) ) a

cost sint
cost

q’(t):( —sint

Diskrétny pripad

Majme systém

xi(n+1)=
x(n+1)=

Zrejme A(n) = (

o(n) = (-

x2(n),
—2x1(n) — 3x2(n).

0 1
-2 -3

on
1 )n ( _2n+1

)

4)
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Definicia 4. \

Adjungovana matica: adjA = C', kde C; =
(-1)Ydet A; a A; vznikne z A odstranenim i-tého
riadku a j-tého stipca.

,—(Lema 5 (Jacobiho formula).)—

Nech A : R — R" x R" je hladké, po-
tom ddetA = tr(adjAdA) a teda (detA) =
(detA)tr(A™'AY).

—Veta 6 (Abelova-Liouvilleova formula). )

Nech &(t) je FSR systému (1) s b = 0 na |/,
potom Vt, ty € I° plati

t
det (1) = det d(ty) efo "AE %

Diskrétny pripad

Ked'Ze plati
d(n+1) = A(n)d(n)

mame nasledujlcu vetu.

— Veta 7.

Pre fundamentalnu maticu homogénneho sys-
tému prisldchajucemu (1) plati

n-1
det®(n) = detd(no) [ | det A(j).

J=no
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°

Geometricka interpretacia - vyvoj objemu rovnobeznostena generovaného pociatoc¢nymi
vektormi.

—{Priklad (Pouzitie Abelovej-Liouvilleovej formuly).}

RieSme na | = (0, o) systém

1

’ 1 -——

y = x]y,
1+x -1
N

A(x)

Jedno riedenie y1(x) = (l) x € I, sme uz nasli. Ale z toho, Ze trA(x) =Oprex e la

kazdy vektor matice

1
d(x) = (ﬁ;gg x)’ x el

riedi nag systém, mame ¢y = det®(x) = xy21(x) — yo2(x), x € I. Dalej mame
c

(y21)'(x) = 71 teda yo1(x) = c1Inx + c2, x € lanavyde yoo(x) = cixInx + cox —

c1, x € I. Volba ¢; = 1 a ¢ = 0 ndm dava linearne nezavislé rieSenie a tak

d>(x):( Inx 1), xel

Xlnx-1 x
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~—{ Dosledok 8.

Ak det ®(up) # 0, tak detd(u) # 0V u € U. Ak det d(up) = 0, tak det®(u) = 0 (kde
ueft,nfaUle{l,M}).

\.

~— Poznamka 9.

V8imnime si, Ze det ® je istou obdobou wronskianu (casoratianu) rieSeni pre rovnice
vysSich radov, niekedy sa tento pojem pouziva aj pre systémy.

\

Teraz treba eSte vyriesit otazku, ako ziskame partikularne riedenie, ak mame FSR.
Odpoved' dava napr. (podobne ako u linearnych diferenciélnych rovnic vyssich radov)
metdda variécie konstant.
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—Veta 10 (Varicia kontant). j————

Nech y',y%,...,y* je FSR homogénnej su-
stavy prislusnej k (1), potom pre kazdé spojité
b existuju také funkcie c1(t), ca(t),..., ck(t),
ze funkcia

k

y=>,6y

j=1

riesi (1) a rieSenie zaciato¢nej Ulohy ma tvar

y = &(t) (d>‘1(to)y° o j;t d(s)™! b(s)ds)
(5)

Diskrétny pripad

,—(Veta 11 (Variacia konétént).]—

Nech x',x2,...,x* je FSR homogénnej su-
stavy prislusnej k (2), potom pre kazdé spoijité
b existuju také funkcie cy(n), ca(n),.. ., ck(n),

ze funkcia
k .
X= Z cj(n) x!
=1

riesi (2) a rieSenie zaciatocnej tlohy ma tvar

n-1

&~ (o) x° + ) &(1+1)7"b())

I=ng
(6)

x = ®(n)
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[1e)

Systémy linearnych rovnic s konstantnymi koeficientami

Spojity pripad

Diskrétny pripad

Majme systém
y =Ay. @

Metdda vypoctu pomocou exponencialy matice
A. Riesenie bude y(t) = e!A ¢, kde ®(t) = e/* a

_kZ:ok!.

Plati =1, e = (eA)T det (eA) =" gak
AB = BA tak e®eB = ¢**B inak
eAB — Jim (en e% ) (Lieova suginova

formula).

Majme systém

x(n+1) = Ax(n).
V tom pripade pre x° := x(0) je riedenie
x(n) = A"x°, teda v tvare mocniny matice
A"=AA---A.
222
n krat
Naviac, ak mame systém

x(n+ 1) = Ax(n) + b(n), teda b # 0, tak
n-1
x(n) = A"X° + Z A”‘""1b(m).
m=0
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Systémy linearnych rovnic s konstantnymi koeficientami

Metéda vlastnych vektorov - predpokladajme, Ze
riedenie (7) je v tvare y(t) = e*'h, t € I, kde
h#0jezCKae C.Podosadeni mame

y =)etth=¢" Ah, ¥V tel Teda
(M-A)h=0,Vtel

Diskrétny pripad

Metoéda vlastnych vektorov - predpokladajme, Ze
riedenie (8) je v tvare x(n) = A"h, n e M, kde
h#0jezCXae C.Podosadeni mame
x(n4+1) =A""h =A"Ah, ¥V ne M. Teda
(M-A)h=0,VYneM.

Obe sustavy maju teda nenulové riesenie h iba vtedy, ked' jej matica bude singularna. Musfi

teda platit

P()) = det(M - A) =0,

t.j. tzv. charakteristicky polyném (stupria k) pre systém (7) (resp. (8)) je rovny nule.
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Systémy linedrnych rovnic s konstantnymi koeficientami

Pripad navzajom réznych vlastnych hodnét a pripad komplexnych vlastnych hodn6t.

~— Veta 13. N\

Nech Aq,...,h € C su rézne vlastné hod-
noty A, V' je vlastny vektor zodpovedajici A;,
av',...,vksu LN. Potom FSR rovnice (7) ma
tvary/(t) = eV, i=1,... k.

Diskrétny pripad

~— Veta 15.

Nech Aq,...,h € C su rozne vlastné hod-
noty A, v' je vlastny vektor zodpovedajuci A;,
a "1’-,- i su LN. Potom FSR rovnice (8) ma
tvarx'(n) = AV, i=1,... k.

—~(Veta 14.) N

Nech A = o+iw je m-nasobny korefi P(1) pre
(7), pricom k nemu existujii LN vektory: g’ +
in, j=1,...,m. Potom

ot

(¢ coswt —Wsinwt) e

(hjcoswt+gjsinwt)e”r,j:1,...,m

tvoria Gast bazy.

N

— Veta 16.

Nech A = o +i w je m-nasobny koren P(A) pre
(8), pricom k nemu existuji LN vektory: g +
i/, j=1,...,m. Potom pre 8 = Arg(})

(g cos nb — W sin nd) (w? + 2)",

(W cos n6 + ¢/ sin n6) (? +02)", j=1,...,m

tvoria ¢ast bazy.
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Systémy linedrnych rovnic s konstantnymi koeficientami

~— Definicia 17.

Nenulovy vektor v sa nazyva zovSeobecneny vlastny vektor radu p matice A pri-
sluchajuci vlastnému Cislu L matice A, ak existuje p € N tak, ze (A — LI)Pv = 0
a (A - AIP7'v # 0. Usporiadant p-ticu (v',v%,...vP), v = (A —a1)P Ky, Kk =
1,2,...,p nazyvame ret'azec zovSeobecnenych vlastnych vektorov radu p matice A
vytvoreny vektorom v.

\

,—(Poznémka 18 (O nulite matice).]

Pocet linearne nezavislych vlastnych vlastnych vektorov zopdpovedajlcich ndsobnému
¢islu A je ronvy nulite (rozdiel k — h(M — A)) matice Al — A.

\.

~— Poznamka 19.

Plati (A-=21)v' =0, (A=A =v', . (A-L)vPT =vP2 (A-LIWP = vP ',
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Systémy linearnych rovnic s konstantnymi koeficientami

Pripad zov§eobecnenych vlastnych hodnét.

Nech (v1 . .vm) je retazec zovSeobecnenych
vlastnych vektorov matice A zodpovedajuci
vlastnému &islu A matice A vytvoreny vlastnym
vektorom v. Potom vektorové funkcie
ki thk=i
h e“, k=1,....m
i=1 :

su linearne nezavislé rieSenia rovnice (7).

~— Veta 20. N\

Diskrétny pripad

~— Veta 21.

Nech (v',...v™) je retazec zovieobecnenych
vlastnych vektorov matice A zodpovedajuci
vlastnému ¢&islu A matice A vytvoreny vlastnym
vektorom v. Potom vektorové funkcie

k vi pk=i yn-k+i

2, RN

i=1

=1,....m

su linearne nezavislé rieSenia rovnice (8).




Prvé integraly nelinearnych ststav
)

Prvé integraly nelinearnych sustav

Urcit exaktné rieSenie diferencidlnych sustav
y =1(ty). (9)

sa v podstate dari len vo vynimo¢nych pripadoch. Niekedy vieme ndjst takl funkciu ©(t,y),
ktora je konstantna pre kazdé rieSenie systému (9) (prislusna konstanta méze byt pre
rozne rieSenia rézna). Takyto postup nemusi byt v8ak jednoduchy a je uzitoény vtedy, ak
iny nemame. Také funkcie nazyvame prvymi integralmi tejto sstavy, pricom ¢asto maju
fyzikalny vyznam napriklad energie, hybnosti, momentu hybnosti (konstantnost vyjadruje
zéakon zachovania tychto veli¢in).

~— Priklad. N\

Exemplarnym prikladom je systém rovnic, podfa ktorych sa pohybuju €astice v konzer-
vativnom poli. Rovnica

(1) = —VU(x(1))

2
ma prvy integrél (v skalarnom pripade) ©(x,v) = v? + U(x), kde v(t) := x(t),
vyjadrujuci celkovu energiu systému.




Prvé integraly nelinearnych ststav

Definicia 1.

Prvym integralom ststavy (9) na otvorenej mnozine Q¢ ¢ Q c R nazyvame takd
funkciu © € C! (21,R), pre ktort plati: Ak je y(t),t € I rieSenie na Q4 sUstavy (9),
potom je funkcia ©(t) := ©(t, y(t)) konstantna na intervale .

ON/ANTAY
GO\

Cylinder tvori prvy integral (pre konkrétne c). Fazovy portrét tvoria kruznice.
Spravanie sa rie$eni z nasledujuceho prikladu.

Uvazujme sUstavu
X' =yy =-x (10)

Zrejme x2 4 y? = c pre riedenie (x, y) a teda prvym integralom danej sUstavy je valec
a integralne krivky tvoria skrutkovice na fiom, vid'. obrazky 14, 14.




Prvé integraly nelinearnych ststav

Naprv si uvedieme tvrdenie, ktoré je €asto prakticky vyuzivané pri rieSeni nelinearnych
systémov a vo svojej podstate suvisi s prvym integralom Specialneho systému.

—Veta 2.
Nech f, g st spojité funkce, x,y : (a,b) = R, t € (a,b), f(x(to),y(t)) # 0.
@ Potom existuje okolie U bodu t; také, Ze ak (x, y) je rieSenie sustavy
X' =1(x.y), ¥y =9(x.y)
na U, potom je j = y o x™! na x(U) riedenim rovnice

dy _ 9(z.%)

dz = f(z,¥)

. ¥(x(t)) = y(to)- (11)

@ Pre kazdé okolie U bodu fy plati, Zze pokial ¥ je rieSenim rovnice (11) na x(U) a x
je rieenim rovnice x” = f(x, 7(x)) na U, potom funkcia y o x je rieenim rovnice
y' =g(x,y) na U.

\

V8imnime si, Ze rovnicu (11) ziskame formalnym predelenim rovnic daného planarneho
systému. Veta v podstate hovori, Ze ak chceme najst rieSenia danej sustavy, mézeme
najprv vyriesit rovnicu (11), ktord nam da orbity rieSeni vo fazovej rovine, a potom
dopocitat zavislost na t.
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Pouzitim pravidla o derivovani zlozenej funkcie dostaneme nasledujicu lemu, ktora je
uzitoéna a délezita v tom, ze funkcii © mdzeme rozhodnut, i je (nie je) prvym integralom
bez toho, aby sme poznali rieSenie.

,—(Lema 3 (Nutna a postacujuca podmienka).]

Ak je prava strana f(t, y) ststavy (9) spojita na Q c R™*", potom funkcia © € C'(Q, R)
je jej prvym integradlom na Q < ak plati

99(Ly) . z”: a9(t.y)

ot ayj fi(t.y) =0, V(ty)eQ (12)

J=1

. J

Je to fakticky parcialna diferencialna rovnica prvého radu pre funkciu ©. TakZe je blizky
vztah medzi nimi a ststavami oby¢ajnych diferencialnych rovnic prvého radu. Ak mame
autonémny systém, potom tato podmienka hovori, Ze gradient prvého integralu je kolmy na
vektorové pole f (na pravu stranu systému).

Poznamka 4.

Kon&tantné prvé integrély st nezaujimavé. Nekonstantné prvé integraly definované na
celej oblasti Q existuju zriedka. Zvlastnu délezitost maju prvé integraly nezavisiace
explicitne na t.




Prvé integraly nelinearnych ststav

~— Priklad.

UvaZujme sustavu

Yi=Y2—ya
Yo =VY3 -y
Y3 =Y1-Yo. (13)

Seitanim tychto rovnic dostaneme (y1+y2+ys)’ = 0. To znamena, Ze funkcia ©1(y) =
Y1 +y2+Ys je prvymi integralom sustavy (13). Iny prvy integral je ©2(y) = y2+ya +y2.
Ako ho mozno najst ?

\.

~— Poznamka 5.

Je zrejmé, Ze ak sU ©4,0,,...,0k prvé integraly sUstavy (9), potom aj
Y (©1(t,y), O2(t,Y),...,Ok(t,y)) nim je, pricom W je fubovolna spojite diferencova-
telna funkcia k premennych. Tento integral ndm ale nedava zZiadnu d'alSiu informéaciu
o rieSeni v porovnani s informéciou, ktord ndm davaju prvé integraly ©1, ©o, ..., O.

\

Ak chceme najst rieSenie sustavy (9) pomocou prvych integrélov je podstatné, aby boli
nezavislé na mnozine Q.



Prvé integraly nelinearnych ststav

~— Definicia 6.

Hovorime, Ze prvé integraly ©1,0,,...,0k, k < n sl nezavislé na mnozine €, ak
Ostrogradského-Jacobiho matica ©), ma pInd hodnost k pre vsetky (t,y) € Q.

\.

~{Priklad (Rabinovichov systém).}

Nasledujuci diferenialny systém tvori parametricky model, ktory popisuje interakcie
troch kvazi-synchrénnch vin v plazme :

X=-2y°+vyx+z-9,
y = 2xy + yy — ox,
z=-2z(x+1), (14)

Ifde v,0 € R. Najst prvé integraly pre takéto systémy nemusi byt vébec jednoduché.
Speciélne pre y = 0,0 = 1 existuju dva explicitne zavisiace na t prvé integraly

= (x®+y? 4 2)e%, I = zye®t.

PresvedCte sa o tom ! Pre (x,y,z) # (0,0,0) sU ich gradienty linedrne nezavislé.
Taktiez sa moZete presvedCit, ze pre y = 0 je z(y — 6/2)e2t dal$im prvym integralom.




Systémy diferencnych a diferencialych rovnic Linearne ststavy Prvé integraly nelinearnych sustav  RieSenie PDR metédou charakteristik G

ientné a Hamiltonove
0000 )

o

o

Ne- In-
z4vislost prvych integrélov - 2 konkrétne hladiny a tegraly z predchéadzajiceho prikladu. Po-
ich prienik v bode xg. Ciatok je globalny atraktor, t.j. pre t — oo

tam koncia vsetky trajektérie (dosahujuc
hladinu 1 = 0).

Problém 7.

Ukazte, ze existencia linearneho prvého integralu pre linedrny homogénny systém s
konstantnymi koeficientami koreSponduje s jeho degenerovanostou, t.j. systém (7) ma
linearny prvy integrél I(y) =b-y, be R" & detA =0.




(0]

@

~— Veta 8.

Nech prava strana f(t,y) sustavy (9) spojite diferencovatefna na Q c R™". Potom

Prvé integraly nelinearnych ststav

ku v (to,yo) € Q2 I v nejakom jeho okoli n nezavislych prvych integralov, ak
navy$e uvazujeme autonémny systém, potom ku v y° : f(y°) # 0, I v nejakom
jeho okoli (n — 1) nezavislych prvych integralov nezavisiacich na t.

Ak sl ©1,0a,...,0, nezavislé v (to,yo) prvé integraly sustavy (9), potom v
nejakom jeho okoli sa d& kazdy prvy integral tejto sustavy napisat v tvare

Y (©1(t,y), ©2(t,y),...,On(t,y)), pricom ¥ je vhodna spojite diferencovatelna
funkcia. Navyse, existuje najviac (n — 1) nezavislych v bode (to,yo) prvych
integralov sustavy (9) nezavisiacich explicitne na t, okrem pripadu, kedy f(t,y) je
identicky nula na nejakom okoli bodu (to,yo). Ak je f(to,yo) #0a
©1,0,...,0,_1 sl nezdvisiace na t prvé integraly, ktoré su nezavislé v bode
(to,y°), potom kaZdy nezévisiaci na t prvy integral sa v nejakom okolf bodu y° d&
zapisat v tvare W (©1(y), ©2(y), ..., ©n-1(y)), pricom W je vhodna spojite
diferencovatelna funkcia.




Riesenie PDR metédou charakteristik
@000

Riesenie PDR metédou charakteristik

Predpokladajme najprv linearnu homogénnu PDR prvého radu dvoch nezavislych
premennych s konstantnymi koeficientami. Majme teda rovnicu v tvare

a— +b— =0, (15)

kde a® + b? > 0. Geometricka interpretacia: rovnica sa da zapisat v tvare (v, Vu) = 0 a
teda derivacia funkcie u v smere v je nulova. Funkcia u sa nemeni v tomto smere, {j. je
konstantna na kazdej priamke, ktorej smerovy vektor je v (pozor konstanta moze byt na
tychto priamkach rozna). Plati teda u(x, y) = f(c) = f(bx — ay), kde f € C'. Tieto priamky
tvoria tzv. charakteristiky rovnice. Tento tvar je vSeobecnym (aj generickym) rieSenim danej
rovnice, ide o postupn( vinu hybajlcu sa pozdiz charakteristik. Funkciu f si vyjadrime z
pociatocnej, alebo okrajovej podmienky. Podobne postupujeme aj v pripade
nekonstantnych koeficientov. Rozdiel je v tom, Ze charakteristiky nemusia byt vo
vSeobecnosti priamky, ale nejaké krivky. Majme rovnicu

au au
a(x,y)&er(x,y)@ =0, (16)

kde a(x,y)> +b(x,¥)?> >0, (x,y) € Gaa,b e C(G).



Riesenie PDR metédou charakteristik
0®00

Mame zaruéené, ze iba jedna charakteristika prechadza kazdym bodom mnoziny G. Teraz
jev=(a(x.,y).b(x,y)) a charakteristiky su dané rovnicou
dx  dy
a(x.y)  b(xy)
Nech existuje (hlavny prvy integral) rieSenie a ma tvar hgx, y) = ¢, ¢ € R, potom hfadanym
rieSenim je funkcia u(x, y) = F(c) = F(h(x.y)), FeC".

v
br—ay =c

| S

a) Charakteristické priamky rovnice aux + buy = (b) Charakteristiky rovnice ux + 2>(y2 uy =0.
0,v=(a,b).

Obr.: Priklady charakteristik.

Nevyhodou takejto metddy je, Ze ju nembzeme pouzit k rieSeniu vSeobecnejSich rovnic. D4
sa to v§ak vyuzit Giastocne.



Riesenie PDR metédou charakteristik
00eo

Majme rovnicu

au au
aa—x + b@ + c(x,y)u = f(x,y). (17)

@ Metdda charakteristickych stradnic - zaved'me sdradnice ¢ = bx — ay, T = y, z toho
mame
uy = bilg, uy = —ailg + ..
Potom dostaneme rovnicu .
b + E(¢, 7)U = f(£,7),
na ktorl sa mézeme pozerat ako na ODR s parametrom a riesit ju Standardnymi
metédami.

Obdobne mézeme postupovat pre nekonstantné koeficienty:
a(x )O—U-l—b(x )0—u+c(x Ju=f(x,y) (18)
2 y ax b y ay b .y - 9 y b
pricom zavedieme sdradnice ¢ = h(x,y),7 =y (h je prvy integral). Plati totiz, ze

a(x, y)hx + b(x,y)hy, = 0 v lubovolnom bode (x, y). Odtiaf mame ODR s parametrom
b(&, 1)U + C(&,7)0 = f(&,7).



Riesenie PDR metédou charakteristik
oooe

~— Priklad. N

Rovnica ux + yu, = ye’ ma v8eobecné rieSenie u(x,y) = e’ + g(ye ™), kde g € c'.
UvaZzujme teraz 3 podmienky:

@ u(0,y) =siny = g(y) =siny — & - prave jedno riesenie

@ u(x,0) = sin(x) = sin(x) = u(x,0) = 1+ g(0) - Ziadne rieSenie

@ u(x,0) =10= 10 = u(x,0) = 1 4 g(0) - nekonecne vela rieeni
(geC':9(0)=9)

\ J

Vs§imnime si, ze v prvom pripade bola podmienka zadana na osi y, ktora pretina vSetky
charakteristiky rovnice prave raz a pod nenulovym uhlom. V d'alSich dvoch pripadoch bola
podmienka dana na osi x, ktord je priamo jednou z charakteristik !




Riesenie PDR metédou charakteristik

—(Veta 1 (Lokélna o existencii).

Nech v rovnici (18) st a,b,c,f € C'(G), kde G c R2 je oblast. Nech aj okrajova
podmienka u = up € C' je zadana na regularnej krivke y : (xo(s), yo(s)). s € I. Potom
ak je splnena podmienka

b(x0(5).70(5)) 32 ~ a(30(5), y(5) o2 %0, Vs 1,

tak existuje jediné rieSenie danej rovnice na okoli krivky vy, ktora spifia ug(s) =
u(xo(s), yo(s))-

\.

~— Poznamka 2.

Dan& podmienka len hovori, Ze vektor (a, b) nie je dotykovym vektorom krivky y v
Ziadnom z bodov (Xo. o). tj. krivka y pretina charakteristiky transverzalne.
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Gradientné a Hamiltonove systémy

~— Priklad. \

Vo fyzike je konzervativny systém s jednym stupfiom volnosti popisany rovnicou typu
w2 X

X = g(x). Celkova mechanicka energia E = T + U = X? —f g(s)ds je prvym
0

integralom (sucet kinetickej a potenciélnej energie systému). Prislichajlci systém di-
ferencialnych rovnic je prikladom v§eobecného Hamiltonovho systému a prvy integral
sa v tomto pripade nazyva Hamiltonova funkcia.

\. J

Najsledujuci diferencialny systém suvisi s Hamiltonovskou formulaciou mechaniky, ktora je
v8eobecnejsia nez lagrangeovska, z ktorej pévodne vychadzala. Hamiltonova funkcia
(sUcet kinetickej a potencialnej energie) mechanického systému s n stupfiami volnosti je
definovana vztahom:

n
H(g1, 92, ....Gn, P1, P2, ....Pn, t) = Z gipi— L(g1, G2, ....Qn, Q1. G2 ..., G, 1),
i=1
kde L je Lagrangeova funkcia systému. Tento dynamicky systém opisuje vyvoj fyzikalnych
systémov ako napriklad planetarny systém alebo elektrén v elektromagnetickom poli.
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Hamiltonove kanonické rovnice

Nech H(p, g, t) je diferencovatelna funkcia. Nasledujlce rovnice tvoria pre mechanicky
systém s n stupriami volnosti sistavu 2n diferencialnych rovnic prvého radu pre 2n
neznamych funkcii ¢asu qi(t), pi(t),i = 1,2, ..., n, kde g; si zovéeobecnené stradnice a p;

su zovSeobecnené hybnosti.

d 0
PO =G HP.a(0.0 =X
Sal) = +%H(p<r>,q(r), H=v (19)

Veta 1 (Zakon zachovania energie).}

Ak funkcia H nezavisi explicitne na t, potom je prvym integralom systému (19), fj.
H(p(t),q(t)) = k, k € R na nejakom intervale | C R.

Désledok tejto vety je ten, Ze pre kazdu trajektériu y tohto systému existuje konstanta k € R
taka, Ze y je stvislou komponentou hladiny funkcie , tj. mnoziny H (k). Fazovy portrét
mozno teda zistit analyzou takychto hladin funkcie H. Zrejme nutnou podmienkou pre

a I3}
systém (19) je Tpx + TqY = 0. (a aj postacujucou v pripade systému 2 rovnic).
[e O
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~— Definicia 2. ‘

Nech F je spojito diferencovatelné vektorové pole z R" do R", potom jeho divergenciu
definujeme ako skalarnu veli¢inu

. oFy  0F oFy
divF:=V.-F= 1 4+ -2 ¢...
v 0X1 + 5X2 + * 3Xn

Ak divF = 0 na M, tak pole F nazyvame solenoidalne (nezriedlové) na M.

Veta 3 (Liouville). N

Nech Dy c R¥ je ohraniéena oblast vo fazovom priestore systému x’ = f(t,x) a ¢; je
nim generovany fazovy tok?. Potom pre D; := ¢¢(Dy) plati

a1
k() :f y - (1, ) dx.
dt i

4T,j. rieSenie zavislé na potiatoénom stave

\ J

— Dosledok 4. <

Hamiltonove polia zachovavaju objem (vo fazovom priestore).
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momentum p

position =

energy

position =
)

Obr.: Vyvoj ensemblu klasického konzervativneho systému vo fazovom priestore (hore). Kazdy systém
pozostava z jednej hmotnej Castice v jednorozmernej potencidlovej jame (Cervena krivka). Spociatku
kompaktny ensemble v priebehu ¢asu zacne virit.

Ensemble je myslena mnozina systémov s rovnakymi vonkaj$imi parametrami (napr . objem nadoby;,
gravitatné polia atd'.), ale s réznymi mikrostavmi - pojem Statistickej fyziky.
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~— Problém 5. N

Potenciél (konzervativneho) elektrostatického pola mozno chépat ako potencialnu
energiu jednotkového naboja. Zéppm)’/ gradient potencialu je rovny intenzite elektric-
kého pofa, tzn. E(r) = -V ¢(r). Co predstavuju krivky vo fazovom portréte rovnice
r=-Ve(r).?

\ J

~—{ Problém 6. N

Ukazte, ze v 2D pripade je nutna podmienka aj postacujiicou.
Ukazte, Ze nutna podmienka pre nasledujuci systém je splnend, avSak systém nie je
Hamiltonov.

4/ =-q1, g5 =aq.

\. J

~— Priklad. N\

Ukazeme, Ze systém

X =y(13-x* - y?),
y =12-x(13-x% - y?), (20)

7] 7]
je Hamiltonov. Mame ﬁx + @Y = —-2xy + 2xy = 0 a teda podmienka je splnena.
O

Najdite Hamiltonian # tohto systému a nacrtnite fazovy diagram !
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~ Priklad. N

@ Hamiltonova funk<2:ia pre jednorozzmerny pohyb volnej astice (HB):
P P~
H=pq- L_E_fmq 2m
@ Hamiltonova funkcia ¢astice s nabojom g v elektromagnetickom poli s
elektrickym potencialom ¢ (magneticky vektorovy potencidl v nej nevystupuje):
H=1mv? 4 gy
© Hamiltonova funkcia relativistickej Castice (pre nenabitl ¢asticu odpada ¢len s q):

mgc?
H = —=— +0qp

2
v
-2
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Gradientné systémy

Hamiltonove systémy mo6zu mat relativne zlozité vlastnosti. Jednoduchsie vlastnosti
trajektorii maju tzv. gradientné systémy. Nech U € CX(Q, R), k > 1, kde Q c R je
otvorend mnozina. Gradientny systém na € je systém tvaru

y' = -vu(y). (1)
~— Problém 7. N

Nech W € CZ(U, R), uréte nutnt podmienku na to, aby systém bol gradientny. Ako je
to s postacujucou podmienkou ?

\ J

~—{ Veta 8. N

Nech y je rieSenie sUstavy (21), potom U(y(t)) je nerastica funkcia.

\. J

dU(y(t
Vsimnime si, ze # = —(=VU(y(1)),Y (1)) = =[IVU(y(1))I? < 0. Ak je VU(y) = 0,
potom je orbita ekvilibrium. V opa¢nom pripade plati strikin nerovnost, teda naozaj U

klesa pozdiz trajektorii.

Dosledok 9.

Gradientny systém nema periodické trajektérie.
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— Poznamka 10. N

V pripade dvojrozmernych systémov je gradientny systém v tvare

- o

N o OH
X _
_ p)
y 3y

Podobne vieme vSeobecne zapisat Hamiltonov systém ako

a Hamiltonov systém v tvare

Y = JVH(y).

()
kdey = (p,q)aJd = [ n] a (parny) gradientny systém ako y’ = —h,VU(y). Z
Ih 0
tohto je zaujimavé, Ze aj geometria je ina pre tieto dva typy systémov. Kym gradientné
systémy sU asociované s varietami s Riemannovskou metrikou, pre hamiltonovské to

nahradzame tzv. symplektickou formou.
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Veta 11 (Ortogonalita).}

Ak je systém (19) autonémny Hamiltonov systém s n-stupriami volnosti, potom systém
kolmy nari je gradientny v R?". Teda je to systém (21) s U = Hay = (p.q), a jeho
trajektérie pretinaju plochy H =konst. kolmo.
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