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Tedria stability

Tedria stability

V inzinierskej praxi je nutné, aby rézne systémy pracovali v stabilnom rezime. Ak
systém nie je stabilny, méze byt jeho spravanie sa dokonca nebezpecné (napr. mosty).
Fyzikalny vyznam - stabilita systému je jeho vlastnost vyjadrujica schopnost sa
navratit do rovnovazneho stavu po "odzneni poruchy”, ktord ho z neho vyviedla.
Budeme predpokladat, ze tok (t, to, &) existuje na [tg, c0) a oznauje rieSenie
dynamickych rovnic, ktoré spiha zaciatoént podmienku (to, to, £) = &.

Tok (t, to,£) sa nazyva stabilny (v zmysle Ljapunova), ak pre lubovolné & >
0 existuje § > 0 také, ze pre &1,& € R, ||&1 — &2f] < 6 = ||Y¥(t, to,&1) —
P(t, to, £2)|| < € pre kazdé t > tg. Ak plati

tl—l[go H@Z’(t, t0751) - u)(t’ t0}£2)|| =0,

potom sa tok v(t, tg,&) nazyva pozitivny atraktor. Ak platia obe podmienky,
hovorime, ze tok je asymptoticky stabilny. Tok sa nazyva nestabilny, ak nie je
stabilny. Dynamicky systém sa nazyva stabilny (asymptoticky stabilny, nesta-
bilny), ak v3etky jeho toky su stabilné (asymptoticky stabilné, nestabilné).
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Obr.: Trajektéria 2D systému a vztah okoli.
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~— Poznamka 2.

Geometricky vyznam definicie stability: toky, ktoré st si 6—"blizke” v zaCiato€nom
momente, zostan( navzajom e—"blizke" aj pre vSetky hodnoty t > tg. Asympto-
ticky stabilny tok navyse konverguje k nejakému ekvilibriu.

~— Probléem 3.

Napiste definiciu nestabilného toku.

(a) Stabilny tok v zmysle Ljapunova.

(b) Asymptoticky stabilny tok.

Obr.: Stabilny tok v priestore trajektorii.
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Definicia 4.

Ak 3pecialne ||Y(t, to, &1) — Y(t, to, &2)|| < Ke bt—t0) p K > 0, pre kazdé
t > tp, potom sa tok v(t, tg, &) nazyva exponencialne stabilny.

Zrejme kazdy exponencialne stabilny tok je asymptoticky stabilny, ktory navyse
konverguje aspon tak rychlo ako nejaka exponencialne klesajtca funkcia.

~— Priklad.

Pre diferencialnu rovnicu x’ = kx, k € R je ¥(t,to,&) = §ek(t_t°). Zrejme nam
hodnota k ovplyvni stabilitu rieenia (toku).
o Ak k =0, potom ¥(t, tg,&) = £ a zrejme
[|(t, to, £1) — Y(t, to, &2)|| = ||€1 — &2||. Teda pre lubovolné e > 0 staci
vziat § = £ a vidime, Ze rovnica je stabilnd (zrejme Ziadne rieSenie nie je
asymptoticky stabilné).
o Ak k < 0, potom pre kazdée e >0a0< d < e je

1%(t, 10, €1) = 9(t, to, &2) || = X (710 |€1 — &5]| < €. Naviac je
tILm [|¥(t, to, £1) — Y(t, to, &2)|| = 0. Rovnica je teda asymptoticky stabilna.

o Ak k > 0, potom ||1h(t, to, £1) — ¥(t, to, £2)|| = X (710 ||&; — &3] — oo, ak
t — 0o. Rovnica je teda nestabilna.
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(a) Atraktor v priestore trajektorii. (b) Atraktor vo fazovom priestore.

Obr.: Pozitivny atraktor.

Skamanie stability rieSenia systému
y' =f(ty) (1)

méze byt redukované na skimanie stability nulového riesenia nového systému rovnic,
ziskaného pomocou linearnej transformacie. Pojednava o tom nasledujica veta.

Riesenie ¢(t, to, &) rovnice (1) je stabilné (asymptoticky stabilné, nestabilné) <
trivialne riesenie (¢, to,0) = O rovnice x’ = F(t,x), kde F(t,x) = f(t,x +
P(t, to,&)) — F(t,4(t, to,&)) je stabilné (asymptoticky stabilné, nestabilné).
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Ziskany vysledok je velmi délezity, lebo z neho vyplyva, Ze v linedrnom pripade

y'=A(t)y + b(t), (2
staci skimat stabilitu homogénnych systémov.

Rovnica (2) (A, b su spojité) je stabilnd (asymptoticky stabilna, nestabilnd) <

homogénna rovnica k nej prislichajica je stabilnd (asymptoticky stabilna, nesta-
bilna).
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(a) Stabilita toku v Ljapunovom zmysle. (b) Asymptoticky stabilny tok.

Obr.: Stabilné toky vo fazovom priestore.
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Nasledujice vety sa tykaja linedrneho systému s konstantnymi koeficientami
y'=Ay. (3)

Pre urcenie stability ¢i nestability nulového ekvilibria st rozhodujice vlastnosti korehov
charakteristickej rovnice det(Al — A) = 0.

,—(Veta 7 (Stabilita podla charakteristickych Eisel).}

O Ak je rovnica (3) stabilna, potom 9Re (A) < 0 pre kazdé vlastné &islo matice
A.

@ Ak Re (A) < 0 pre kazdé vlastné cislo matice A, pricom ak e (A) = 0, tak
Jordanov blok zodpovedajici tomuto vlastnému Cislu je jednoduchy, t.j.
diagonalny (nema jednotky nad diagonalou). Potom rovnica (3) je stabilna.

© Rovnica (3) je asymptoticky stabilnd < ak %Re (\) < 0 pre kazdé vlastné
Cislo matice A.

Q Ak existuje vlastné Cislo A matice A tak, ze e () > 0, alebo vlastné &islo

matice A s Re (A\) = 0 a nejednoduchym Jordanovym blokom, potom je
rovnica (3) nestabilna.

\ J

,—(Veta 8 (Nutna podmienka asymptotickej stability).}

Nech rovnica (3) je asymptoticky stabilnd a jej charakteristicka rovnica ma tvar

n
P(A):Zak)\k:O (an =1), potom ax >0, k=0,...,n— 1.
k=0
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Pri urCovani stability je teda nutné zistit ¢i maja vsetky korene zaporné realne zlozky.
Je zname, ze kladnost vsetkych koeficientov nie je postacujicou podmienkou na to,
aby vietky korene charakteristickej rovnice lezali nalavo od imaginarnej osi - tato
podmienka je nutnd i postacujaca iba pre rovnice prvého a druhého stupha. Odpoved

na otazku ako je to vo vSeobecnosti nam dava nasledujica veta.

~— Definicia 9. N

> 1

n
Nech ay € R, k = 0,...,n—1, a, = 1, polyném P()\) = Zak)\k, n
k=0

sa nazyva Hurwitzov, ak vsetky jeho korene maji zaporn( realnu Cast. Matica

(H)ij = a2i—j, kde ax = 0 pre k € {0,1,...,n}, sa nazyva Hurwitzova matica
polynému P()). Ide o maticu typu n X n, ktord ma tvar
al ao 0 0 0 e 0
as a ai ao 0 0
Hp(n) = )
an—1 azn—2 azn—3 azn—4 azn—5 an

kde ay =0 pre k ¢ {0,1,...,n}.

\.

Nasledujica veta ndm dava nutnd a postacujicu podmienku asymptotickej stability.
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,—(Veta 10 (Routheove-Stodolove-Hurwitzove kritérium).]

Nech ay >0, k=0,...,n—1, a, = 1. Potom je polyném P()\) = Zam

1 Hurwitzov vtedy a len vtedy, ak jeho Hurwitzova matica méa kIadne vsetky hlavné
diagonalne minory.

\

~— Poznamka 11.

Pre hlavné minory matice plati A; = a3 > 0, Ay = ajap —apaz > 0,..., A, =
anAp—1 > 0. NavySe poslednii podmienku mozno nahradit podmienkou a, > 0.
Je vhodné, aby vypocty determinantov boli robené v tomto poradi: A,, Az, Ag,

atd’.
Hurwitzova matice je rovnakého radu ako stupen polynému a v pripade n = 3 ma
tvar
ail ao 0
Hp(3) = a3 ax a1
0 0 a3

\

~— Probléem 12.

Skamajte stabilitu nulového riesenia rovnice

y(S) + y(4) + 7y/// + 4}/” + 10)// + 3y —0.
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[e]e]
~— Priklad.

Zistime, pre ktoré a, 8 € R je systém

’
xX; = —x1 + ax2+ Bx3,

Xé —Q X1 — X2 + a X3,
XézfﬁX170¢X27X3, (4)
asymptoticky stabilny. Charakteristicky polyném systému (4) je
P(A) = A3 +3X2 4+ (3+ 202 4 B2) A+ (14 202 + 82).

Mame teda ag = 1+ 2a2 + 82, a1 = 3+ 2a? + 82, a» = 3, a3 = 1 a plati, ze
Hurwitzova matica ma kladné vsetky hlavné diagonalne minory pre vsetky o, 8 €
R.

\

~— Problém 13.

Urcte, pre aké hodnoty parametrov p, g je systém

X1 = )(27
!
X2 = )(37
/
Xy = —X1—qX2— px3, (5)

asymptoticky stabilny.
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Klasifikacia ekvilibrii systémov 2x2

Podl'a spravania sa trajektérii v okoli stacionarnych bodov rozdelujeme tieto body do
niekolkych navzajom disjunktnych skupin. Zjednoduene povedané, kedykol'vek sa
medzi vlastnymi hodnotami matice koeficientov pravej strany v stacionarnom bode
objavi vlastnd hodnota so zapornou realnou Eastou, existuje trajektéria konvergujica
do tohto bodu. Ak ma niektora vlastnd hodnota kladni realnu Cast, existuje trajektéria
vychadzajica z tohto bodu. Ak majia vlastné hodnoty nenulovi imaginarnu ast,
dochadza v okoli bodu k oscilaciam. Majme systému

x'=Ax+ By,
y'=Cx+Dy. (6)

(a) Integralne krivky - bod typu centrum. Aj  (b) Ljapunova stabilita riesenia x™ (t) = xo e~ (t—t0),

ked' na zaéiatku si blizko seba v bodoch A a
B, Easom sa od seba vzdialia (body A’, B).
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Obr.: Poincarého diagram ekvilibrii systému (6).

Tabul'ka: Klasifikacia ekvilibrii systému (6) pre nedegenerované pripady.

‘ Diskriminant ‘ Vlastné hodnoty ‘ Kriticky bod ‘ Stabilita ‘ Lokalny tok

A >0 A1<X2<0 uzol AS \{ v oboch saradniciach k x*
A >0 A1 > A2 >0 uzol N ' v oboch saradniciach od x*
A>0 A1<0< 2 sedlo N v jednom smere * a v druhom N\,
A=0 A1 = A2 >0, 2 vl. vektory dikrit. uzol N /" v oboch stradniciach od x*
A=0 A1 = X2 <0, 2 vl. vektory dikrit. uzol AS \{ v oboch saradniciach k x*
A=0 A1 = A2 >0, 1 vl. vektor degen. uzol N ' v oboch saradniciach od x*
A=0 A1 = A2 <0, 1 vl. vektor degen. uzol AS \/ v oboch saradniciach k x*
A <0 Re (V) <0, i=1,2 Spirala AS ma 3piralovy pohyb smerom k x™*
A <0 Re (V) >0, i=1,2 Spirala N ma Spiralovy pohyb smerom od x*
A <0 Re (\)=0, i=1,2 centrum S rotuje okolo x*

Apendix
o]
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Poznamka 14.

Spirala sa niekedy nazyva aj fékus, alebo ohnisko. Centrum sa vola aj stred a
degenerovany uzol zasa nevlastny. Dikriticky uzol sa v anglictine vystiznejSie nazyva
star. Sedlovy bod sa nazyva aj hyperbolicky bod, o je vzhladom na grafické
znazornenie vystizné.

Teraz sa pozrime na autonémny diferencialny systém, t.j. systém (1), ktory explicitne
nezavisi na t. Uvazujme teda systém

y' =£(y). (™

~— Poznamka 16. N

Kazda integralna krivka systému (7) je tangencialna k smerovému polu f v kazdom
bode.

\. J

~— Definicia 17. N

Nech y° je singularny (stacionarny) bod rovnice (7), t.j. f(y°) = 0. Tento bod sa
nazyva stabilny (asymptoticky stabilny, nestabilny), ak riesenie (t, 0, y°) = y°
rovnice (7) je stabilné (asymptoticky stabilné, nestabilné).
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Poznamka 18.

Ak y© je singularny bod rovnice (7), potom je vlastne jej konstantnym riesenim ak
splha pociatoénd podmienku. Takéto rieSenie nazyvame aj ekvilibrium.

Uvedieme si dve vety, ktoré na vysetrenie stability vyuzivaja linearizaciu v okoli
singularnych bodov.

,—(Veta 19 (Ljapunovova o Iinearizécii).}
Nech f € CY(E), y« € E C R" a y. € R" je singularny bod rovnice (7). Dalej
nech v3etky vlastné &isla prislusnej Jacobiho matice Jr(y«) maji zéporné realne
Casti, potom bod y. je asymptoticky stabilny (takyto singularny bod nazyvame aj
atraktor - opakom je repeler).

\.

~— Definicia 20.

Singularny bod y° systému (7) nazveme hyperbolicky, ak ziadna z vlastnych hod-
nét prislusnej Jacobiho matice Jr (yo) nelezi na imaginarnej osi.

Singularny bod y° systému (7) nazveme nedegenerovany, ak ziadna z vlastnych
hodnét prislusnej Jacobiho matice J¢ (y°) nie je nulova.
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~— Veta 21.

@ Nech systém (7) je analyticky, Hamiltonov a dimenzie n = 2, potom kazdy
nedegenerovany singularny bod tohto systému je bud centrum, alebo
sedlovy bod.

@ Nech systém (7) je analyticky, gradientny a dimenzie n = 2, potom kazdy

nedegenerovany singularny bod tohto systému je bud' uzol, alebo sedlovy
bod.

~— Poznamka 22.

Ak nedegenerovany singularny bod je sedlovym bodom (ostrym lokalnym maxi-
mom, ostrym lokalnym minimom) hamiltonianu H(x,y) tak je sedlovym bodom
(centrom) daného Hamiltonovho systému. Navy3e, ak nedegenerovany singularny
bod je sedlovym bodom (ostrym lokalnym maximom, ostrym lokalnym minimom)
potencialu U(x,y) tak je sedlovym bodom (nestabilnym uzlom, stabilny uzlom)
daného gradientného systému.




Tedria stability

,—(Veta 23 (Grobmanova-Hartmanova).] 3

Nech y. je hyperbolicky singularny bod systému (7). Nech f € CY(E), y. €
E C R"a U,V C R" st také, ze y. € U,V, t. = 0 € I. Potom existuje
homeomorfizmus h : U — V tak, Ze pre vietky zaiatoéné hodnoty y° € U
existuje otvoreny interval | C R, zZe pre vsetky (yo, to) € U x | plati

h(¥(t, to, %)) = e**h(y°)

(systém (7) je lokalne topologicky ekvivalentny so svojou linearizaciou).

.o Ve

Obr.: Lokalna topologicka ekvivalencia systému (7) a jeho linearizacie.

Poznamka 24.

Tento homeomorfizmus zobrazuje komponenty suvislosti prienikov trajektérii sys-
tému (7) s U na komponenty savislosti prienikov trajektorii svojej linearizacie s V
(zachovéava sa aj orientaciu).
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Vysetrit stabilitu aj v okoli bodov, ktoré nie st hyperbolické je mozné najdenim tzv
Ljapunovovej funkcie. Tato metdda je zovseobecnenim Lagrangeovho tvrdenia, ze
postacujicou podmienkou stability rovnovazneho stavu sistavy je, aby celkova energia
sGstavy bola v tomto stave minimalna. Teda celkova energia sistavy pri pohybe
smerom k rovnovaznemu stavu sistavy klesa, ak je tento stav stabilny.

Pozrieme sa na to, kedy mame zaru€en( neexistenciu periodickych trajektérii rieseni
(tzv. limitnych cyklov).

,—(Veta 26 (Bendixsonova).]

Nech D je jednoducho stvisla oblast fazového priestoru systému x’ = f(x,y), y' =
g(x,y), f,g € CL. Potom, ak div(f, g) nemeni znamienko s.v. v D, tento systém
nema periodickd trajektériu v D.

\ J

~— Priklad. N

Majme systém x’ =y +x3, y' = x+y +y3. Zrejme div(f, g) = 3x> +1+3y? >
1> 0 na R2. Tento systém teda nema periodicki trajektériu.
,—(Veta 27 (Poincaré).} N\

Nech D je jednoducho stvisla oblast fazového priestoru systému x’ = f(x,y), y' =
g(x,y) a C je jeho jednoducha uzavreta fazova trajektéria, ktora lezi v D, potom
aspon jeden stacionarny bod lezi v int D.
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Predchadzajica veta hovori, ze ak oblast je jednoducho sivisla a neméa ziadne
stacionarne body, potom nemdze obsahovat Ziadne uzavreté trajektoérie.

,—(Veta 28 (Dulacov test).}

Nech D je jednoducho stvisla oblast fazového priestoru systému x’ = f(x,y), y' =
g(x,y) a p(x,y) je taka funkcia, ze pf,pg € C!. Potom, ak div(pf, pg) nemeni
znamienko s.v. v D, tento systém nema periodickd trajektériu v D.

\

~— Priklad.

Majme system x’' = y, y' = ax + by + ox® + dy?, b,d # 0. Zrejme
div(e™29%f,e729%g) = e729Xp £ 0 na R?. Tento systém teda nema periodicka
trajektoriu.

\.

~— Poznamka 29.

O existencii periodickych trajektérii planarnych systémov hovori Poincarého-
Bendixsonova veta, ktorej overenie si viak vyzaduje znacnii namahu a tak ju vy-
nechavame.
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,—(Veta 30 (Postacujuce podmienky (ne)stability pre disktrétne systémy).)—

Nech U C R" je otvorend a x* € U je pevny bod zobrazenia F : U — U. Nech
existujer > 0: F je diferencovatelné na B(x*, r) \ {x*}.

o Ak je tam ||F’|| < 1. Potom je x* stabilné.
o Ak je tam F € C! a p(F'(x*)) < 1, potom je pozitivny atraktor (angl. sink).

e Ak ma F spojitt derivaciu v x* a |A| > 1 VA € o(F'(x*)), potom je x*
repeler (source).
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Bifurkacie

Majme dynamiku

x" = f(x; p) (8)

kde u € R je parameter (tzv. bifurkacny parameter). Bod (xo, o) nazveme bodom
bifurkacie, pokial pre © = po nastava podstatnd zmena chovania riesenia v okoli bodu
Xo - zmenu poctu a/alebo typu stability stacionarnych bodov.

Bifurkacni diagram:

zobrazuje hodnoty dosiahnuté alebo ku ktorym sa priblizujeme asymptoticky (pevné
body, periodické trajektérie alebo aj chaotické atraktory) systému ako graf funkcie
parametra bifurkacie v danom systéme.
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Obr.: x' = pux — x3: superkriticky pripad vidlicovej bifurkacie: cervené ciary - stabilné body,
bodkovana modra ciara - nestabilny bod (+ znamienka derivécie).
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Obr.: x' = pu — x2: superkriticky pripad bifurkacie typu sedlo - uzol: cervené ciary - stabilny
bod, bodkovana modra ciara - nestabilny bod.

Apendix
o]
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Obr.: x’ = x* — px: superkriticky pripad transkritickej bifurkacie: cervena &iara - stabilny bod,
bodkovana modra Ciara - nestabilny bod.
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~— Poznamka 1.

Z predchadzajicich prikladov vidime, Ze kazdy bod bifurkacie (xo0, o) Jje staci-
onarny bod spliajaci xf (xo, po) = 0.

Ak plati f (xo,p0) # 0, je pre parametre p blizke pg tiez f (xo, ) # 0, takze
rieSenie je stale rovnaké. V bode (xp, p10) potom nedochadza k bifurkacii.

\.

— Veta 2.

Nech f € C* na okoli bodu (0,0) a xo = 0 je hyperbolicky stacionarny bod rovnice
(8). Potom existuja kladné konstanty §, A také, ze pre kazdé p € U(0,d) existuje
prave jeden hyperbolicky stacionarny bod x(u) € U(0,A) rovnice (8). Naviac
x(t; 1) ma stale rovnaky typ stability a u — x(t; 1) je triedy Ct.




Bifurkacie

Z poznamky 1 a vety 2 plynie, ze nutnou podmienkou bifurkacie je pritomnost
nehyperbolického stacionarneho bodu.

~— Veta 3.

Majme funkciu f : R> — R triedy C2 na okoli bodu (0,0) € R?. Nech dalej plati
£(0;0) =0, &xf(0;0) =0,
8,f(0;0) #0, 92(0;0) # 0.
potom rovnica x’ = f(x; 1) méa v bode (0, 0) bifurkaciu typu sedlo-uzol.

\.

— Veta 4.

Majme funkciu f : R> — R triedy C2 na okoli bodu (0,0) € R?. Nech dalej plati

f(0;0)=0 f(0;u)=0 Vue U(O,9)
0xf(0;0) =0 9,f(0;0)=0
95F(0;0) #£0  OZ,F(0;0) #0

Potom rovnica x’ = f(x; 1) ma v bode (0,0) transkritickt bifurkaciu.
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— Veta 5.

Majme funkciu f : R> — R triedy C3 na okoli bodu (0,0) € R?. Nech dalej plati
£(0;0)=0 f(0;u)=0 Vue U(0,J)
dxf(0;0) =0 8,f(0;0)=0
0%F(0;0) =0 9Z,£(0;0) #0
D F(0:0) # 0

Potom rovnica x’ = f(x; u) ma v bode (0, 0) vidlicovti bifurkaciu.
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~— Priklad.

Majme teraz 2D systém.
r_ _ _ pwo =1
X' =pux—y, Ay —< 1 )
y'=x+py, o(Ay)={n+ti}

RieSenia v zavislosti od parametra yu :
@ 4 < 0 : stabilny pociatok pritahujici vsetky riesenia
o 1 =0 : periodické rieSenia okolo pociatku

@ 4 > 0 : nestabilny pociatok, vSetky rieSenia mieria z neho

\

Stud ujme teraz systém:

( Y ) =f(x,yip)
Oznaéme A, = Vi, f(0,0; 1) a 0 (An) == {a(p) £ w(p)}.

9



Bifurkacie
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Obr.: Komplexné vlastné hodnoty - v pripade Hopfovej bifurkacie pretinaja imaginarnu os dve
komplexne konjugované vlastné hodnoty. Van der Polov oscilator :
d2x 1 2) dx N o
- —x°)— +x=0,
aee  * dt '

Veta 6 (Hopfova bifurkécia).]

Majme funkciu f(x, y; 1) : R2 xR — R? triedy C? na okoli bodu (0,0, 0) splhajacu
£(0,0; 1) = (0,0). Predpokladajme, ze o, w € C2,a(0) = 0, (0) # 0,w(0) > 0.
Potom existuji kladné konstanty §, A a C! funkcia a — u(a); (0,8) — (=4, A)
taka, ze pre vietky a € (0, 0) existuje netrivialne periodické riesenie (9) prechadza-
jace bodom (xo, yo) = (a,0) pre p = p(a).




Bifurkacie

~— Veta 7 (Hopfova).

Nech si splnené predpoklady vety 6 a naviac

_ [ 0 —wo
Ao = Vi, f(0,0;0) = ( wo 0 )
Potom existuje hladka (nelinearna) zamena stradnic taka, ze v polarnych saradni-
ciach ma systém tvar
r'=cur+ar*+0(r°),
pricom pre r,u mala mézeme Eleny piateho a vysSich radov zanedbat. Naviac
!
c=a'(0) a

+
Sh
b

1
16a:f;<£x+f;<:§/y+f;<2xy+f:\fvy+;0[x:k/(f;(i

—£2 (F2 + f3) — fafa + £ f5] celé v bode (0,0,0).




Abstrakna teéria DS

Abstrakna tedria DS

Nech T je grupoid?, t.j. neprazdna mnozina spolu s binarnou operaciou

@ :T x T — T (ta teda spiia vlastnost uzavretosti: Vs, t € T plati s @ t € T a aj
Vs,t € T3u € T : s@t = u.) My navy3e chceme, aby obsahovala neutralny prvok
(identitu) tg. Potom 7 predstavuje Casovy priestor (zvy€ajne je to monoid alebo
pologrupa, ¢&i dokonca grupa).

Definicia 1.

Dynamickym systémom rozumieme trojicu (X, 7T, g), kde X # 0 oznacuje sta-
vovy (fazovy) priestora g : U C X xT — X, proj;(U) = X, je evolucna funkcia
splhajiica Vx € X : g(x,to) = x, to € I(x) , kde I(x) :={t € T : (t,x) € U}.

Pre "Tubovolny” to-asovy stav x° € X evoluéna funkcia 3pecifikuje stav g(x°, t)
dynamického systém v case t € 1(x°).
@ Prvym krokom pri modelovani dynamického systému je identifikacia stavovych
premennych.
o Presnejsia Specifikacia vyzaduje uréenie vlastnosti stavového priestoru X, typ
Casového priestoru T a evoluénej funkcie g.
@ Zvycajne je najprv potrebné opisat interakciu medzi premennymi a tak formulovat
dynamickeé rovnice.

1Niekedy nazyvana aj magma.



Abstrakna teéria DS

Definicia 2.

DS je autonémny, ak Vx € X Vt,s € T : t, t®s € I(x), s € I(g(x,1)) :
g(x,t®s) =g(g(x,t),s).

Autonémny = Casovo invariantny systém - modeluje proces, ktory sa odohrava v
podmienkach nemeniacich sa v priebehu casu.

Ak T je grupa a U =T x X, potom sa zobrazenie g nazyva akcia grupy 7 na
mnozine X (pésobenie 7 na X), alebo jednoparametricka trieda transformacii.




Abstrakna teéria DS
o]

Ak je g: evolucna funkcia autonémneho dynamického systému s pociato€nou pod-
mienkou gy, = &1, potom gt = Ztqt, je evoluéna funkcia toho istého systému s
pociatocnou podmienkou gy, = &1.

Teda pri autonémnych systémoch nezalezi na tom aky Cas zvolime za pociatok.
Viaceré systémy maja aj vlastnost g(x,t ®s) = g(x,s®t), akaj sdt € l(x) v
pripade komutativity operacie @.

— Veta 4.

Sastavy rovnic (11) a (10) generuji autonémne DS.

\

~—{ Priklad.
Majme X = R¥, T = Ng (Z) a ststavu
x(n+1) = F(x(n)) (10)

a podmienku x(0) = x°. Potom pre g(x°,n) := x(n) je g(x°,0) = x°, pricom
f(x) = g(x,1), lebo

f(x(n)) = x(n+1) = g(x°,n+ 1) = g(g(x°, n), 1) = F(g(x°,n))




Abstrakna teéria DS
[ ]

~— Priklad. N

Majme X = R, T = R (R) a ststavu

y' = f(y) (11)

a podmienku y(0) = y°, f je lokalne lipschitzovské vzhladom na y. Potom je

g(yo,t) =y(t)af: X=X, fly)= a—g

y,0) je tzv. lokalne pravidlo zmeny
ot

stavu v Case. Zrejme g(y°,0) = y° a

dy(t) _ . 80O t+e)—eg(y%t) _ . &lg(y’ t).c) —elgy,1),0) _
dt T es0 5 T es0 £ -
= % (6(+°.1).0) = Flg(y°, 1) = F(y(1))

o Budeme pisat g«(t) = g(x, t) a gt(x) = g(x, t) ak je jedna z premennych
fixovana.
gx : 1(x) = X sa nazyva tok cez bod x a jeho graf zasa trajektéria cez bod x.

@ Mnozina orb(x) = {gt(x), t € I(x)} sa nazyva orbita cez bod x, teda orbita cez
bod x je obrazom toku cez x.
e X nazyvame fazovy priestor a fazova krivka je vlastne trajektéria - stav systému.

o V literatdre sa trajektéria a orbita €asto stotoziuji (definuja to isté).



Abstrakna teéria DS

Majme autonémny dynamicky systém a lubovolné x,y,z € X. Ak z € orb(x) a
z € orb(y), tak orb(z) C orb(x) a orb(z) C orb(y).

Intuitivne: ak je systém deterministicky a dve drahy maji a spolo¢ny stav, potom sa
od tohto stavu musia zhodovat; teda deterministicky systémy nepripstaja krizenie
orbit. Samozrejme, ak sa odlisné orbity neautonémnych systémov krizia, musia sa
krizit v réznych €asoch, aby to bolo v silade so vseobecnou teorémou o jedineCnosti .
Nasledovny vyrok zdéraznuje dva zaujimavé désledky.

— Veta 6. N\

Majme autonémny dynamicky systém a lubovolné t € 7. Ak k nemu existuje
inverzny prvok ©t, potom

@ g: je bijekcia;
@ got je inverzia g vzhladom na operaciu skladania funkcii, a teda
gor = (g) "




Abstrakna teéria DS

~— Definicia 7.

@ Bod x je ekvilibrium systému (alebo aj stacionarny, kriticky), ak

orb(x) = {x};

@ x nazveme periodicky bod systému, ak pre nejaké t € T, t # tp a
g:(x) = x; t je potom periéda bodu x;

o r je periodicka orbita systému, ak pre nejaké x € X, r = orb(x) a x je
periodicky bod.

\

Vsimnime si, ze, ak t je periéda bodu x, potom je periodicky. Naopak, ak x je
periodicky bod, existuje aspon jedno t také, ze je periédou bodu x. Tiez, ak t je
periéda bodu x a existuje inverzia Ot k t, potom St je tiez jeho periédou.

Ak x je ekvilibrium systému, potom je periodickym bodom a lubovolné t # tg je
jeho periédou.




Disipativne systémy

Disipativne systémy

e Uz vieme, ze konzervativne systémy st neoddelitelnou stiéastou hamiltonovskej
mechaniky.

@ Dichotémia dynamickych systémov, konzervativne verzus disipativne systémy, je
vel'mi délezita.

@ Zvlastnu pozornost si zasltzia aj disipativne systémy.

o T.j. systémy, ktoré maji ta vlastnost, ze ak sa pociatoény stav nachadza

kdekol'vek vo fazovom priestore, s rasticim ¢asom sa trajektérie stahuja do
urcitej Casti tohoto priestoru s nulovym objemom.

@ Presnejsie povedané objem sledovanej oblasti fazového priestoru s asom klesa k
nule (div vzhladom na premenni fazového priestoru je zaporna).

@ SO tymito oblastami, zvanymi atraktory, pritahované.



Disipativne systémy

,—(Veta 1 (Lja punova).\

J

Nech f € C1(R",R"), f(0) =0, U C R" je okolie bodu y = 0 a existuje funkcia
V € CY(U, R) taka, ze plati:

@ V(y) >0 prevsetky y € U, pricom V(y)=0,ye U<y =0

@ Existuje funkcia W € C(U, R) taka, ze W(y) > 0 pre vietky y € U, pricom
W(y)=0ycUsy=0a

V=@V o) =3 70 hn) < s wi)

i=1 !
pre vietky y € U, kde 8 > 0. Potom, ak 8 =0 (8 > 0), tak trividlne
rieSenie rovnice (7) je stabilné (asymptoticky stabilné).

@ Ak V je pozitivne definitna na U, potom je trivialne rieSenie rovnice (7)
nestabilné.

\.

~— Poznamka 2.

Nevyhodou uvedenej metédy je, ze nemame navod ako tato funkciu najst. Po-
zor - nie je ani zarucené, ze oblast stavového priestoru, v ktorom plati uvedena
podmienka stability reprezentuje celd skutoéni oblast stability (volba Ljapunovej
funkcie nie je jednoznaéna).




Disipativne systémy

~— Priklad.

Uvazujme systém

/
X] = X1 X3,
xh = —x2 xo. (12)

Funkcia V(x1,x2) = X12 + xg zrejme splna prvit podmienku predchadzajicej vety
ov oV

a —f + — f = —2x2x5 < 0 pre vietky (x1,x2) € R2. Teda bod (0,0) je
o0x1 Ox2

stabilny.

\

~— Priklad.

Uvazujme systém

xb=x1 —x3. (13)

Funkcia V(x1,x2) = xf + x22 zrejme splna prvii podmienku predchadzajicej vety
6V oV -
a o fi+ B fo = —2(x¥ +x3). Ak definujeme W(x1,x2) = x} +x5 a 8 = —2,
X1 X2
potom z druhej podmienky vety je singularny bod (0, 0) asymptoticky stabilny.




Disipativne systémy

Definicia 3.

Nech X je Banachov priestor, alebo jeho uzavretd podmnozina. Mnozina By C X
sa nazyva absorbujica v X, ak VB C X ohrani¢ent 3 t(B) : gsB C By, Vs > t.
DS je disipativny, ak obsahuje ohranicenii absorbujicu mnozinu.

Mnozina je teda absorbujiica, ak trajektérie v kazdej ohranicenej mnozine v X do nej
po uritom case vstapia.

~{ Definicia 4. N\

DS je asymptoticky kompaktny, ak plati: t, — oo, {xn} C X ohrani¢ena impli-
kuje gt,(xn) ma hromadny bod v X.

\ J

~— Poznamka 5. N

Ak dim X < oo, tak disipativita < asymptotickou kompaktnostou.

\. J

— Definicia 6. N

A C X nazveme globalny atraktor DS (X, g:), ak
@ A je kompaktna
@ A je aplne invariantna (t.j. gtA = AVt > 0)

t—oo

@ dist(g:B,A) — 0 VB C X ohranicena




Disipativne systémy

~— Poznamka 7. N

Globalny atraktor existuje najviac jeden. Je to najmensia mnozina popisujica cho-
vanie DS pre t — oo.

\ J

~— Veta 8. N

Nech DS g: je disipativny a asymptoticky kompaktny, potom existuje jeho glo-

balny atraktor A # ) a je to shvisla mnozina. Navyse A = m U g:B, kde B je
s>0t>s

ohranicena absorbujica mnozina DS.

\ J

Disipativitu dynamického systému mozno spravidla odvodit z existencie funkcie
Ljapunovho typu vo fazovom priestore.

— Veta 9. N\
Nech existuje spojita U : X — R taka, ze ¢1(||x]|) < U(x) < ¢2(]|x]]). kde
¢; € C(R") a ILm ¢1(r) = oo. Dalej nech existuj aU(é’tx)7 t > 0 a kladné

r oo

«, p:

d
EU(&X) < —a pre ||gex|| > p.

Potom je DS (X, g¢) disipativny.




Disipativne systémy

Ak je operator disipativny znamena to, Ze energia systému je nerastlica v Case
(Disipacia (z lat. dissipatio, rozptylovanie) oznauje nevratni zmenu energie na ind.).
Mieru disipacie mozno oznacit ako podiel stratenej energii na celkovej energii (je to
teda Gcinnost vyuzitia energie). Priklad je Sirenie tepla pradenim. Systém vlastne
absorbuje "zasoby" (energie).

Majme abstraktn Cauchyho alohu

d
—U=TU
dt
U(0) = Up
a zvolme priestor (H, || - ||4) tak, aby bola energia systému bola

E(t) = [U()|F; = (U(1), U()) -

Potom

%E(t) = <%U(t), U(t)>H + <U(t), %U(t)>H = 2Re((TU(t), U(t))H).



Disipativne systémy

~— Definicia 10.

Operator T : H — H nazveme disipativny?, ak Re(Tx,x) <0 Vx € Dr.

?Operator T je akretivny, ak — T je disipativny.

\

~— Priklad.

Majme H = £2(0,1) a Au = u' tak, ze Dy = {u € £3(0,1)
£2(0,1), u(1) = 0}. Potom per-partes dava

1
(Au,u) = /0 u(x)u’'(x)dx = 7%u(0)2 <o.

(POZOR tento operator nie je vo vieobecnosti samoadjungovany).




Disipativne systémy

,—[Priklad (1963 - Lorenzov systém).]

d
d—i = oly — x), (14)
d
T=xp-2) -y, (15)
d
d—i = xy — Bz, (16)

kde o,p,8 > 0, x je rychlost cirkulacie, y horizontalna a z vertikalna vychylka
teploty.

\.

—{ Veta 11.

Lorenzov systém ma globalny atraktor A; C R3, kedze X = R3,dim X < oo.

\.

~— Poznamka 12.

Pre M C R3 je A\3(g:M) :/ eJo(div F)(gsn) ds dn, a teda
M

A3(AL) = A3(g1AL) = / elo(=o—1-Fds 4y — \3(A)e o175,
AL

Ale A; je ohrani€ena: A\3(AL) < oo a tak A\3(AL) =0.




Ergodicka teéria
Ergodicka tedria

Pripomenime, ze Hamiltonovské systémy zachovavaji objem (mieru). Nasledujica veta
hovori, ze urcité dynamické systémy sa po dostatocne dlhom, ale konecnom case
vratia do stavu lubovolne blizkeho (pre systémy so spojitym stavom) alebo presne
rovnakého (pre systémy s diskrétnym stavom) ich pociato€nému stavu. Je to vlastne
matematickd formulacia myslienky veéného navratu.

Veta 1 (Poincarého rekurentny teorém).}

Nech (X,X,u) je priestor s konecnou mierou a gr: X — X je transforma-
cia zachovavajica mieru. Potom pre [ubovolnd E € ¥ : u(E) > 0 plati, ze
{x € E:3t:Vt >t g(x) €A} je nulovej miery.

To znamend, ze mnozina bodov x € E, ktord sa nikdy nevrati do E, m& mieru nulu,
alebo inak - p-takmer kazdy bod x € E sa vrati do E.

V pripade diskrétnych DS: pre lubovolni E € ¥ : u(E) > 0, je mnozina tych bodov
x € E, pre ktoré existuje N € N tak, ze gl"l(x) ¢ E pre vietky n > N, nulovej miery.

Poznamka 2.

Plati viac:
o takmer kazdy bod vracia do E nekonecne cCasto;

@ na to st?éi dokonca tzvl. nestlacitel nost:
AC g “(A) — plgr ~(A)) = u(A).




Ergodicka teéria

Aka je ale frekvenciu navstev bodu x € X do mnoziny A? To je celkom prirodzena
otazka, slvisiaca s predstavou, ze ak ‘turista’ x putuje po svete X a pritom
neuprednostiuje ziadnu East’ sveta pred inou, tak vel'kd krajinu bude navstevovat
Castejsie ako mald krajinu. Ak krajina A ma velkost u(A) = (1/100)u(X), tak takyto
turista ju bude navstevovat s frekvenciou 0.01 (len jedno percento €asu stravi v A).
Ak nas zaujima dynamika v systéme (X, X, u, g), tak by nam ulahéilo pracu, keby bol
systém rozlozitelny v tom zmysle, ze by X bolo mozné rozlozit na dve disjunktné,
navzajom neinteragujlce Casti.

Definicia 3.

Nech (X, X, i) je priestor s mierou a g : X — X je meratel'né zobrazenie. Systém
(X,X, u, g) sa nazyva ergodicky, sa X neda vyjadrit’ v tvare X = AU B, kde
1(A) > 0,u(B) > 0a g(A) C A T(B) C B.V takom pripade tiez hovorime, ze
miera p je ergodicka (pre g) alebo Ze zobrazenie g je ergodické (vzhl'adom na p).

Ergodicita je ekvivalentna s vlastnostou, ze pre akiikolvek A € B taku, ze gil(A) =A
bud p(A) = 0 alebo u(A) = 1. Slovo ergodicky pochadza z gréckych slov ergon =

praca, energia a odos = cesta. Napr. Lebesguova miera v rovine nie je ergodicka pre
posunutie).



Ergodicka teéria

,—(Veta 4 (Birkhoffova—Chinéinova-Hopfova o ergodicite).}

Nech (X, X, u) je priestor so o-kone€nou mierou a g: X — X je transformacia
zachovavajlca mieru.

e Potom pre [ubovolni funkciu £ € £1(X, X, 1), limita
. 1=t
f(x)= lim = Z f(gVlx) existuje pre skoro vietky x € X a
n—oo n 4 o
j=
ferl(X,z,p).
e Ak u(X) < oo, potom / fdu = / fdu, a ak navyse je g ergodické, tak
X X
~ 1
7= —/ f du (Boltzmannova ergodicka hypotéza).
w(X) Jx

o Navyse, ak u(X) =1, potom f(x) = E[f | C](x), kde C je o-algebra
invariantnych mnozin g.

\

f je casovy priemer, alebo priemer pozdiz trajektérie. Veta vlastne hovori, ze pre
kazdy bod existuje stredny pocet vstupov do [ubovolnej meratelnej mnoziny.
Oznaéme frekv (x) frekvenciu, s akou bod x € X navitevuje mnozinu A.



Ergodicka teéria

~— Désledok 5.

Ak platia predpoklady vety 4 a A € X, tak frekva (x) existuje pre s.v. x € X. Ak je

1 konegna, tak / frekva (x) dp = p(A). Ak g je ergodické, potom frekva (x) =
X

H(A)

wX) N
E[f | C] je konstantné a f = E[f].

pre s.v. x € X a C je trivialna o-algebra, a teda s pravdepodobnostou 1 plati

.

~— Priklad.

Hadzme spravodlivou kockou. Nech A = 1 v parnom pripade a A = 0 inak. Dalej
nech B = 1, ak je to prvoéislo a B = 0 inak. Nepodmienecné ocakavanie A je
E[A] = 3/6 = 1/2, ale ocakavanie A podmienené B =1 je E[A| B=1] =1/3.

— X =E(X | A)
— E(X |B)
— E(X [C)

1 1 L 1
Y 1
0 Ya 1'/; a 1

Obr.: ([0,1], %, X). Nech A =X, B je o-algebra generovana intervalmi s koncovymi bodmi
0,1/4,1/23/4,1 a C je o-algebra generovana intervalmi s koncovymi bodmi 0,1/2, 1.
Podmienené ocakavanie je tu spriemernenie na minimalnych mnozinach o-algebry.



Ergodicka teéria

~— Definicia 6.

/E(X|7-L)d,u:/Xd,u
H H
pre kazda H € H.

\

Nech (X,X,u) je pravdepodobnostny priestor. Podmienena strednid hodnota
E(X | H) nahodnej premennej X : Q — R vzhladom na dand sub-o-algebru
H C ¥, je lubovolnd H meratelna funkcia Q2 — R, ktora splia:

~— Poznamka 7.

a 1 [t
V spojitom pripade f(x) := 7/ f(ge(x))dt
0

lim
t—oo t

\.

,—(Désledok 8 (Statisticka ergodicka veta).}

[1,00), plati

n— o0 .
Jj=0 rp

Nech (X, X, ) je priestor s pravdepodobnostnou mierou a g: X — X je transfor-
macia zachovavajiaca mieru. Potom pre [ubovolna funkciu f € LP(X, X, pn), p €

n—1

1 p
lim ||= S fogll — E[f|C =0.
im nE og [fic]




Chaos

Chaos, fraktaly

o Co znamena zlozité chovanie systému?
@ Volne povedané - chovanie, ktoré je ohranicené, neutichajice, neperiodické.

Statisticka predvidatelnost: fyzikalne veli€iny sice podliehaji nepredvidatelnym
fluktuaciam, ale charakteristiky tychto veli€in (napr. stredné hodnoty) je mozné
predpovedat pomerne jednoducho (integracia vo fazovom priestoru).

o Neexistuje konsenzus o presnej definicii chaotického spravania medzi
matematikmi a fyzikmi.

Definicia 1.

F ma v U C X citliva zavislost od pociatocnych podmienok, ak existuje r > 0
také, ze Vx € Ua Ve > 03y € B(x,e) at € R : ||gex — gey|| > r.

Pozor, y nemusi byt nevyhnutne v U. Ak U je ohrani¢ena a uzavreta, F € C(U, U),
potom citlivost od pociatoénych podmienok je ekvivalentna s nestabilitou trajektérii v
U.



Chaos

Definicia 2.

F je v U C X topologicky tranzitivne, ak.

Navyse, ak U je ohranicena a uzavreta, F € C(U, U), potom je topologicka
tranzitivnost v U ekvivalentna s existenciou xp € U, ktorého orbita je husta v U.

~— Definicia 3.
F:C(U,U), UCR" je chaotické v U v Devaneyovom zmysle, ak
Q je topologicky tranzitivne v U,

@ periodické body s husté v U,

Q@ ma citliva zavislost od pociatoénych podmienok.

\

~— Poznamka 4.

Pre chaos nie je postacujica iba vlastnost citlivosti na pociatocné podmienky.
Nutna podmienka chaotického chovania je nelinearita dynamiky.
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Nech NX(A, £) je najmensi pocet uzavretych gal s polomerom & a stredom v A.

Definicia 5.

Fraktalna dimenzia mnoziny A C X

In NX(A
dim% (A) := limsup InNV"(A )

e—0+ —Ine

Obr.: Ball and box counting dimensions.



Chaos

~— Lema 6.

Nech A = B(0, R), dim(A) = n, r < R, potom

(5) <NR(A ) < (?)

.

~— Désledok 7.
dimE"(A) = n.

.

,—[Veta 8 (O exponencialnom atraktore).}

Nech g € Lipk(U, U), potom Jc > 0,n € (0,1),K > 1 a kompaktnd E C

In K
X: g(E) C E, Vt >0 dist*(g:U, E) < ce " a dim}(E) < 7nln77.




Chaos

Ljapunove exponenty

@ Asymptotické chovanie trajektoérii lineadrnych systémov leziacich blizko nejakej
fixnej trajektdrie je dané asymptotickym chovanim fundamentalnej matice.

@ Pre nelinearne systémy uvazujme dotykové priestory bodov, cez ktoré trajektéria
prechadza.

o Vektory tvoriace k-rovnobeznosten oznaéme ey, ..., €.
o Fazovy tok premiestni bod xg za cas t do bodu gtxp a vektory sa zobrazia tiez na

Og: o . y
JPey,..., %€, kde Ji® = —|,;, pri€om vytvoria novy rovnobeznosten.

Ox
o Je zname, ze objem rovnobeznostena generovaného vektormi ey, ..., ex je dany
gramianom.

~— Definicia 9. N

Nech k € {1,2,...,n}, potom pre k vektorov z R" definujeme Gramovu maticu
(determinant - gramian)

(x1,x1)  (x1,x2) ... {(x1,Xk)

<X27 X1> <X27 X2> . <X27 Xk>
G(X17 e 7Xk) =

<X/<».X1> <XI<7.X2> <X/<»'Xk>




Chaos

~— Poznamka 10.

Gramova matica je vlastne sacin matic X7 X a taktiez sa da definovat pomocou
zovseobecnenia vektorového sicinu.

Ak je Q ortogonalna matica (tj. QTQ = QT =1 & QT = Q’l), potom
G(Qx1,...,Qxx) = G(x1,...,xx) pre vietky xq,...,xx € R".

\

~— Definicia 11.

Nech x1,...,X,—1 st linearne nezavislé vektory z R". Ich vektorovym sicinom
nazyvame vektor x; A --- A x, s i—tou zlozkou v; := (—=1)"""det V;, kde V; je
matica, ktord dostaneme z matice (X, ..., Xp—1) vynechanim i-teho riadku.

\

~— Poznamka 12.

Plati
Xt X2 7t e
[x1,.. ., x0—1] =
X,:l' xﬁ x,'J*l en

Ak n = 3, tak ide o Standardny vektorovy sGcin.
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~—{ Veta 13.

Pre k-rovnobeznosten generovany vektormi xi, ..., x, plati

Sk(P) = \/det G(x1,...,xk) = ||x1 A--- A x| >0,

kde pre k = n zrejme S,(P) = A\n(P).

Ak existuje limita

1 [|[7oer A~ A S|
—In
t [ler A A el

A(xo; €1,...,€) = im

nazyva sa k-rozmerny Ljapunov exponent trajektdrie sistavy x’ = f(x).

\

Je mierou rychlosti zmeny objemu rovnobeznostena pri jeho posiivani pozdiz danej
trajektérie. Je dobré si uvedomit, ze nezavisi od vyberu k-tice vektorov dotykového
priestoru.



Chaos

~— Veta 15.

Q Jednorozmerné Ljapunove exponenty (spektrum) mdzu nadobidat najviac n
réznych hodnét A1 > A2 > ... Ap.

n
@ k-rozmerné Ljapunove exponenty mdézu nadobddat najviac <k> réznych

hodnét a kazdy z nich je sictom k jednorozmernych Ljapunovych
exponentov.

\

~— Poznamka 16.

Jednorozmerné Ljapunove exponenty: zrejme

X0
A(xo; €1) := lim 1 In M = lim 1 In HJX081||.
t—oo t ||elH t—oo t t

A(xo0; €1) popisuje chovanie trajektdrii, ktoré prechadzaja bodmi xg+ceq, |e| < 1,
voéi danej trajektérii prechadzajicej bodom xo. Ak je A\(xo; e1) < 0, znamena to
ich priblizovanie pre t — oco. Naopak, ak je A\(xo; e1) kladné, tak sa vzdaluja s
exponencialnou rychlostou (citlivost zavislosti chovania systému na pociatoénych
podmienkach).

\

Mozno si to predstavit tak, ze gula (kocka) vo fazovom priestore se bude v jednom
(alebo viacerych) smeroch roztahovat a v inych zasa zmrstovat. Pocet smerov, v
ktorych se roztahuje, je rovny poctu kladnych Ljapunovych exponentov.

Niekedy sa daja Ljapunove exponenty spoéitat (o.i. aj cez ergodicki vetu).



Chaos

Najvacsi kladny Ljapunov exponent sa zvyCajne povazuje za indikaciu, zZe systém je
chaoticky (avsak za predpokladu, Ze st splnené niektoré d'alsie podmienky, napr.
kompaktnost fazového priestoru).

Ak je systém konzervativny, objem mnoziny vo fazovom priestore zostane rovnaky
pozdiz trajektérie. Teda stéet vetkych Ljapunovych exponentov teda musi byt nula.
Ak je systém disipativny, sacet Ljapunovych exponentov je zaporny.

Zo znalosti Ljapunovho spektra je mozné ziskat takzvan( Ljapunovu dimenziu (alebo
Kaplan-Yorkeovu dimenziu) Dgy, ktora je definovana nasledovne:

Dky = k + Z
kde k je maximalne celé Cislo, tak ze sicet k naJvac5|ch exponentov je stale nezaporny.

~— Poznamka 17. N

Pre diskrétny systém xp+1 = f(xn) zacinajici v xg je analogicky Ljapunov exponent
definovany ako

|>\k+1\

A(x0) := I|m Zln\f(x,

\

,—[Priklad (Bernoulli’'s shift).] N\

Nech xpr1 = f(xa), kde f(x) = 2x mod 1, x € [0,1). Zrejme f'(x) =2 s.v. a
teda A(xp) = In2 nezavisle na xp € [0, 1).
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~— Definicia 1. N

Normovanym linearnym priestorom (NLP) nazyvame linearny (vektorovy) pries-
tor X nad telesom K, na ktorom je dan nezaporné realna funkcia ||| : X = RJ
s nasledujtcimi vlastnostami

o [Ix+yll < lixll + llyll pre kazdé [Ix||, [yl € X
o ||Ax]|| = |Al||x|| pre kazdé x € X, A € K
° x| =0« x=0.

Takato funkciu volame norma a priestor vlastne tvori dvojica (X, |-]).

\ 7
~— Lema 2. N\

Kazdy NLP je tiez metricky priestor.

. J

~— Poznamka 3. N

Pozor, na rozdiel od metrického priestoru, nie kazda podmnozina linedrneho pries-
toru je linearny priestor. Musi byt uzavretd na operacie scitania a skalarneho na-
sobenia.

\ J

~— Lema 4. N\

V koneénorozmernych priestoroch st vsetky normy ekvivalentné.




~— Priklad.

Na realnom Euklidovom priestore R"” mozno zaviest niekol'ko noriem. Euklidovskou

p-normou nazyvame vyraz ||x||, = {/[x1|P + - +[xa|P, p > 1 a podobne pre

p = oo definujeme ||x||,, = sup|x;|. Pre fixované a; > 0, i = 1,...,n sa da
i

zaviest tzv. elipticka norma: ||x||, =

Na komplexnom priestore C" mozno definovat aj tzv. hermitovski normu ||z||, =

Vz1z1 + -+ Znzn.
\

~— Problém 5.

Ktory z priestorov (R", max{||x||; , [|x]|.}), (R", min{||x]| , [|x]|.}) je normovany?

\.

Apendix

J

Zavadzame asi najdélezitejsi pojem z funkcionalnej analyzy, ktory je pomenovany po
pol'skom matematikovi Stefanovi Banachovi.

Definicia 6.

NLP (X, ||-]]) nazyvame Banachov, ak je aplny (vzhladom k metrike p(x,y) =
[[x — yl|), t.j. kazda cauchyovska postupnost {un};2; C X konverguje k nejakému
prvku u € X.




Apendix
~— Definicia 7.

Nech V je vektorovy priestor nad polom P (napr. R, C), potom zobrazenie (-, -) :
V x V — P nazyvame skalarny sicin, ak vV x,y,z€ VaVa eP

Q (xy)={x),

0 (ax,y) = alxy),

(x+y,2z) =(x,2) + (y,2),

(x,x) >0, pricom rovnost je len pre x = 0.

Q

Priestor so sklalarnym sG¢inom nazyvame unitarny priestor.
.

~— Priklad.

Euklidovsky priestor dimenzie n € N, spolu so skalarnym si¢inom

n
(% y) =D xiyi
p

je délezitym prikladom unitarneho priestoru.

\

~— Priklad.

Priestor stvorcovych matic, kde definujeme (A, B) := tr(ABT) je priestor so ska-
larnym sacinom.




Apendix

~{ Priklad. N

Pre ndhodné premenné X, Y definujeme strednt hodnotu ich sacinu

(X, Y) == E(XY),
¢o je skalarny sacin, pricom (X,Y) =0 akk Pr(X =0) =1 (t.j.,, X =0s.v.).

\. J

,—(Veta 8 (Cauchyho-Buiakovského-Schwarzova nerovnost’).} \

Na unitarnom priestore V so skalarnym sacinom (-, -) plati:

[, )2 < (%, x){y,y) Vx,y € V.

\ v
~— Poznamka 9. N
Unitarny priestor V je aj NLP s normou ||x|? := (x,x) a teda aj metrickym

priestorom, kde pre prvky x,y € V definujeme metriku ako

d(X7Y) = \/(X_yvx_y>-




\.

~— Definicia 10.

Nech X je nejaka mnozina. Okruhom nazyvame systém podmnozin S C 2%, pre
ktory plati

Q@ ABeS =>AUuBeS

QO ABeS =A\BeS

Okruh S sa nazyva o-okruhom, ak pre kazd( postupnost prvkov {Ap}72, z S je

a)
o0
U A €S.
i=1

~— Definicia 11.

Mnozinova funkcia 7 na okruhu S # 0 je aditivna, ak pre kazdé disjunktné A, B €
S plati 7(AU B) = 7(A) + 7(B). Mnozinova funkcia 75 na o-okruhu S # 0 je
o-aditivna, ak pre kazdé po dvoch disjunktné A; € S, i =1,2,... plati

s (U A,-) =Y 7(A).
i=1 i=1

Nezaporna o-aditivna mnozinova funkcia p definovana na o-okruhu S sa nazyva
miera. Priestor s mierou je trojica (X, S, ).

Apendix
o]
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[ ]

M=) =pC )+u( = )
+u( =)+

Obr.: o-aditivita mnozinovej funkcie p.

—{ Priklad. 2

Q trividlna miera - X # 0, p(A) =0 pre kazdt A€ S

1, x€A

\ . o _oX _ —
Q Diracova miera- X #0, S =27, x € X, u(A) = 5«(A) .7{ 0. xgA

pre kazda A C X.
Q@ aritmeticka (scitacia) miera - X # 0, u(A) = #A pre kazda A€ S

@ pravdepodobnostna miera - normovana miera (p(X) = 1)
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