Dynamické systémy
Prednasajici : J. Kiseldk

PF UPJS UMAT/DYS/19

Semester 5/1
Rok: 2022-2023

Sada tuloh na precvicenie I

Séria uloh 1:
pripadne kontrahujuce.

(a) T: z+ vz, X =R"

b) T: s a?—z+1, X =10,1]
1
(c) T xHxQ,X—[O,g]
eZU

(d)T:x»—>x+1+ex,X:]R
(e) T: x> cos(cosz), X =R
) T:z—e?+z, X=R"

sin(z)
() T)={ 2 "7 x=[0]

1, z=0

Zistite, ktoré zobrazenia st kontrakciami na X,

(h) T: x> sin(sinz), X =R

) T: 2 |2l+—— X =R

(i) z = || T 1]

(G) T: z—2", neN, X =(0,1)

(k) T (z1,22) — (ax1 — cxo,cx1 +

arz), (a—1)24+c* #0, X = R?

(1) T(x) = (24 asinz,acosxe), |af <
1, X =R?

(m) T(0) = 271, T7(2™) =271 X =
{0}u{27" n e N}




Séria tiloh 2: Urcéte podmienky matice A, tak aby 7 : R" — RR",
T(x) = Ax + b bolo kontraktivne zobrazenie, ak

(0) dec(,y) = max fog =yl

(b) dofa,y) = Jixr%

n

(c) di(z,y) = Z|$k—yk|

je prislusnd metrika v R".

Id . rd 1
Séria tilloh 3: Nech a > 0. Uréte najmensie b > 0 tak, aby f(z) = 3 (:c + a) bola
T

kontrakcia na (b, 00).




Séria uloh 4: Zistite, Ci rovnice maji jediné riesenie.

(a) 523 — 20z = —3 na [0, 1]

1
(b) = = §sin(3$)—|—\/§ pre x >

©| o

(c) 2 +4day =1, 2* +3y* =9 na [0,1] x [1,2]

(d) f(z) = ;m (1+ £()?) +sin(n(z+2)) na C([-1,1])

9 s =gt o (1 (2)) 1 ()

1 1
) f(x) = g(a:), 1/3<t<2/3 mna C(]0,1]), pricom graf g je tsecka
1
—f(3:)3—2) 5 2/3<w<l
11 1 21 1
spajajtica body <3 3 f(1)+ > ; (3, 5]‘"(0) - 2)

(g) f(x) —/Ole_s“’cos(af(s))ds, 0<z<1, 0<a<1 naC([0,1])

(h) f(u):1_|_71T aam’ 0<a<oo mnaC([—a,al)

(0 f(a:):(b:,)_ga?))/;t?’f(t)dt, 0<a<b naC([ab)
() ul@) = f()+A [ K

y)dy na £*(X), X je ohrani¢ena, otvorena v R",
feLQ( ), K € L% X><X)

I d . rd k
Séria iloh 5: Nech f(z) = {(1)7 ak s 8, ukézte, ze tloha & = f(z), 2(0)=0
, ak z =

nema riesenie na ziadnom intervale [—4,d], § > 0.




-2

, e ”, “ -« , . 2 , “ " « v ,
Séria uloh 6: Ukdite, Ze tloha § = i , 2(0) = C' méa nekonecne vela rieSenf

ak C' =1 a nema riesenie ak C' # 1.

Séria tloh 7: Stanovte oblasti, na ktorych je zarucena existencia
a jednoznacnost rieseni DR

r
(a) xy/=y+\/y2—7x2 (d) v =sinz + cosy
2
(b) 3/ =tany +1 (e) ¥ =3y3 +x
—2
)y =y+u n oY
vy (f) v e

Séria loh 8: Ktoré z nasledujicich Cauchyho iloh maja jediné
rieSenie (lokélne)?

0, inak oy . 0
e’ 7, ak y>
. 1 ) " (g) y= {ex coe o u0)=0
¢)y=—771 YO0)=wne ’
L+ y|

‘ (h) 2 =+vr—y, x(0)>0
(d) &=y +Vt, 2(0)>0 g=t2+tx, y(0)>0

g=t(1—|z|)y—=, y(0)=0

Séria dloh 9: Stanovte prvé 3 cleny Picardovej aproximacie

rieSenia DR

(€ =2"—9y* y(1)=1

P9 _

@) ¥ =2—y7, y(0)=0 (d) v = 2* +xy®, y(0) =y(to) =0
r__ .2 2 —

(b) y =y"—32"—1, y(0)=1 () ¥1 = y2y3,Ys = —Y1V3, Y3 = Y12,

y(0) = (0,1,0)




Séria iloh 10: Na4ajdite vsetky rieSenia rovnic

1
! A
(a) y = || (d) y sin z
(b) y'=# ,  a®+a?

vV + a2 (e)yzm

COS T

/ T
C =
Y = i = (f) v =

sinx + coszx

Séria uloh 11:

(a) Ciastocné naklady na vyrobu z-tej skatule CD nosicov st dané vztahom 10 + z +

1
—5. Celkové néklady na vyrobu 100 skatul su 10000 eur. Néjdite funkciu celkovych

T
nakladov C'(x).

b) Aka je trajektéria objektu, ktory startuje napravo od iného objektu, pohybujtceho
J
sa smerom hore a tiahniceho prvy objekt na nenatiahnutelnej strune za sebou ?




Séria iloh 12: Na4ajdite vsetky rieSenia rovnic

(a) y/ =27 . / 2
(i) ' (2y +cosy) = 6

b) v =by", beR,neN
. /
() (z—2y)y' +y+ay=0

1
(c) y':1+? () 22 1+y2+y2\/1+73/:0
(d) ¥ = 2y/|yl ) 2%+ 149y cosy =0
(&) ¥’ =y +1= (m) 1—y* =22y =0
(f) ¥ =ylny (n) e* +2x + ¢ siny =0
(@) vy = [T ar+1 (0) (1 —e V) + (14675 =0

(h) WZ/()xy(t)dt (b) W‘“’:/O y(t) dt

Séria iloh 13: Najdite vsetky rieSenia rovnic

1

(a) ¥ =z +y+1 z+y—1

(b) y’ = (4o +y—1)° (e) ¥ ="t -1
(©) ¥ =y (f) y = a2 —y+22




Séria uloh 14:

(a)

Je zname, ze rychlost rozpadu radia je timerna jeho mnozstvu. Najdite zakon rozpadu
radia, ak viete, ze o 1600 rokov zostane polovica povodného mnozstva. Kolko percent
sa rozpadne za 100 rokov?

Najdite krivku, ktord prechddza cez bod [2,0] a m4 tu vlastnost, ze dizka tdseku jej
dotyc¢nice medzi dotykovym bodom a osou o, je 2!

Najdite krivky, pre ktoré tangens uhla zovretého dotycnicou a kladnym smerom osi
0y je priamo tmerny y-ovej suradnici dotykového bodu.

Najdite krivky, pre ktoré sucet normély a subnormaly je veli¢inou stdlou, rovnajicou
sa a.

Najdite krivky, pre ktoré tsek vytaty siradnicovymi osami na dotyc¢nici je dotykovym
bodom rozpoleny. Uréte krivku prechddzajicu bodom [2,3].

Miestnost pojme V' = 10800m® vzduchu. Po ukonéeni schédze obsahoval tento vz-
duch 0,12% CO,. Kolko kubickych metrov vzduchu obsahujticeho 0,04% COs treba
vhanat za mindatu do miestnosti, aby po uplynuti 10 mintat obsahoval vzduch v mi-
estnosti len 0,06% CO9 ?

Najdite krivku leziacu v 1. a II. kvadrante, pre ktoré obsah plochy ohranicenej nou,
priamkami X = a, X = z a osou ox je pomerny dlzke krivky vymedzenej danymi
priamkami.

Nech y = f(x) definuje krivku prechddzajicu pociatkom, ktorda mé vlastnost, ze
objem telesa vytvoreného rotaciou plochy ohranic¢enej touto krivkou, priamkami X =
0,X = x okolo osi ox je rovnaky ako objem telesa vytvoreného rotaciou plochy
ohranic¢enej touto krivkou, priamkami Y = 0,Y = y okolo osi oy.




Séria iloh 15: Najdite vsetky rieSenia rovnic

(@) ale+2)+ (@2 =y2)y/ = 0 AL s A
() z—y+Qy—2+1)y =0

N

(b) =y = 3y — 2z — 2(zy — 2?)

(¢) (py—qz)— (pr+qy)y =0

(1) (v =32*) ¢/ +2y =0

)
)
k) 2+y+1+2c+2y—-1)y =0
)
)
)

+ by

d) o = 22 2

Wy x 7 (m 2(962 vy 4y =0
Y

€ v'=11, () (2 )z/+2rcy3=0

2 2

(f) o = 2y —day . (0) (1—1— i—l)—?yy':O

2x4 — 2xy + 2y
T
(8) vy’ =y+ /2% +y? (p) y’§+lnyzlnx
(h) y=e>+=

(q) ydx-l—xlngdy = 2z dy
x

Séria uloh 16:

(a) Najdite krivku, pre ktort trojuholnik vytvoreny osou o,, doty¢nicou a sprievodicom
dotykového bodu je rovnoramenny!

(b) Néjdite krivku, pre ktort pomer tseku vytatého dotycnicou na osi o, a tseku vytatého
normalou na osi 0, ma konstantni hodnotu k& ! Krivku vyjadrite v polarnych strad-
niciach !

(c) Pilot riadi lietadlo tak, aby nos lietadla stéle ukazoval smerom k mestu 7" na zapad
od vychodiskového bodu vzdialeného @ km od mesta T'. Rychlost lietadla je v kmh™?
a vietor fika z juhu rychlostou w kmh~!. N4jdite funkciu popisujiicu trajektériu
pohybu lietadla a nakreslite ju v zavislosti od pomeru %




Séria iloh 17: Najdite vsetky rieSenia rovnic

2% (e) (1+27)y =2y = (1+27)

(a) Y = ——=v
1+a? (f) (z =22y —y*)y' +4> =0

(b) 3 —ysinx = sinxcosx

(g) ¥ +tany =

(¢) 2y +ay =e™ sy
X
_ i / ty(t) dt = 2°
(d) 2y = ax + by (h) ; y(t) z* +y(x)
Séria uloh 18: Urcte vsetky rieSenia rovnic odhadniic najprv
jedno partikularne rieSenie
‘fy=a+1 © y+y=——
(a) ) + y=x + €T IQ

(b) v +y = 2" 142z 142

d) o — —
(d) y T2V T e




Séria uloh 19:

(a)

(f)

Kolko eur musite (pri spojitom zloZenom troceni) vlozit do banky, ak uvazujeme 5%
urok a kazdoroc¢ny vyber 3600 eur po dobu 20 rokov a chceme aby celd istina bola
vycerpana, pricom

i) vybery pri pocitani prebichaju spojite;

ii) vybery zapocitavame v pomere 300 eur mesacne, prvy mesiac po vklade.

Néjdite krivku, ak jej doty¢nica vytina na osi O, usek rovnajuci sa —-tine siuctu
m

suradnic dotykového bodu !

Najdite krivku AM, aby sa z—ova sturadnica taziska plochy OAM P rovnala 3/4
z-ovej suradnice bodu M !

Ocelova gulicka, zahriata na 100 °C, je v ¢ase t = 0 umiestnend do prostredia s
teplotou 20 °C. Predpokladajme, ze gulicka je takd, Ze v kazdom okamihu je teplota
v celej gulicke rovnakd. Ako zavisi teplota T na case ¢t 7]

Je treba navrhnit betonovy stip, ktory ma podopriet bremeno vaziace m kg vo vyske
h metrov, pricom kubicky meter betonu ma hmotnost £ kg. Predpokladajme, ze
bremeno bude na vrchole stlpa rozlozené rovnomerne. Bezpetnostné predpisy ne-
dovoluji, aby tlak prevysoval P Nm~2. V dolnej ¢asti stlpa bude k hmotnosti bre-
mena postupne pribtdat aj hmotnost hornej ¢asti stlpa. Ak chceme navrhnit ¢o
najviac usporny stlp, musi plocha A(z) prierezu stipa vo vyske z metrov nad ze-
mou zavisiet od z. Najdite a vyrieste DR rovnicu, ktort plocha A(z) prierezu stipa

splﬁujeﬂ

T T
Najdite funkciu y(z) z rovnice x/ yde = (z + 1)/ rydz.
0 0

a
Hint: casovd zmena teploty gulicky je priamo dmernda rozdielu teplotu gulicky a teploty okolného prostredia.
h

bUkéite, ze P A(z) = mg+ kg A(u) du.

z




Séria iloh 20: Najdite vsetky rieSenia rovnic
(a) ¢ — 22y = 22°y° (f) 3y%y +y* +2 =0
x / 2
(b) y +ay= (8) =y +y=uay
(h) (1-a)y —2(1+a)y =y

(i) (zy+2%y)y =1
(d) o — 922y = (27 + 22)y5

() ¥ = 2
&) ¥ + 5 _22 y =y 22 cos (y) + asin (2y)

[l[S)]

(c) 2y +y =y’ Inzx

Séria uloh 21:

a) Najdite krivky, pre ktoré v kazdom bode subnormala je aritmetickym priemerom
J Y J y
Stvorcov suradnic tohto bodu !

b) Néjdite krivky, pre ktoré tisek na osi O,, vytaty normalou, rovna sa pomeru Stvorca
J Y. ytaty
y-ovej suradnice dotykového bodu a z-ovej suradnice dotykového bodu!

(c) Najdite krivky, pre ktoré tsek na osi Oy, vytaty dotycnicou, rovna sa stvorcu y-ovej
suradnice dotykového bodu !

Séria uloh 22: Najdite vsetky rieSenia rovnic

(a) y =y + (¢/)? () y =y —a\/1+ (v)?
(b) 2y = z[(y/)* +4] () y=ay' +/1-(¥)?
(c) y=a(1+y) + () () y=ay +¢ +

(d) 2y(y' +2) = 2(y)? 1

_ Y
() = AR E




Séria uloh 23:

(a) Najdite krivku, ktorej tsek dotycnice medzi stradnicovymi osami mé konsStantnu
dlzku a > 0!

(b) N&jdite krivky, pre ktoré suc¢in vzdialenosti dotyc¢nice od dvoch danych bodov je
konstantny!

¢) Najdite krivku, ktorej dotycnica spolu so stradnicovymi osami vytvara trojuholnik s
J ) Yy y Yy J
plo$nym obsahom 2a?.

Séria uloh 24: N3ajdite vsetky rieSenia rovnic

372 + y? 223 + by
3. 2:6(1—|— x2—y) de — /22 —ydy=0 & fdx—Tdyzo

)
4. ydx+(y3+lnx)dy:0 9 ( x 1) dr ydy —0
X . R —— - T —_—
[2 _ 2 [2 _ 2
5 rdr +ydy +xdy—ydx_0 ooy ey
JI+2242 Y 10. (1+e%)dz+e*(1—2)dy=0, z = —
)

a

Séria uloh 25: Na3ajdite vsetky rieSenia rovnic
2
L (" +y)de—ady=0 4. (*+ ) (zdy —ydz) = (a + x)2° dz
2
2. (wy"+y)de—2dy =0 5. (ysiny —zcosy)dy = (xsiny + ycosy) dz

3. <x+1> dx+<x—1> dy=0 6 Quy’—y)dr+(z+y+y’)dy=0
y y




Séria iloh 26: Najdite vsetky rieSenia rovnic

Lo (2® + 2%y + 22y — > — ) do + (—2® — 22 + 2 + 20y + ) dy = 0

2. (zy—y)dx+ (zy —x)dy =0 5. 2*y’ +y+ (2%y* —x)y' =0

3. wy?de + (2*y —2)dy =0 6. (2239 —y)dz + (22%° —2)dy = 0
2, 2
4 (2" +y +1)de—2zydy =0 7. 2ydx + ?;j_—y(ig + By+2x)dy=0

Séria uloh 27: Ukazte, ze homogénna diferencialna rovnica

Mdz + Ndy =0,

1

kde Mz + Ny # 0 a N, # M, méa Ithvare,u:m.

Séria tloh 28: Ukazte, ze diferencialna rovnica
m(zy)ydzx +n(zy)zdy =0,
kde m(zy)xr —n(zy)y # 0 a (n(zy)z), # (m(zy)y), ma IF v tvare

1
m(zy)zr —n(zy)y

Na zaklade toho vyrieste rovnicu

(y —xy®) de — (z +2%y) dy = 0.




Séria uloh 29:

(a) Pri rovinnom prudeni je tvar pridnic uré¢eny DR

dz dy

y) vy

Urcte ich tvar, ak st zlozky rychlosti v, = 2ax, v, = —2ay, a € R.

(b) Na osi O, st v n bodoch x; bodové naboje e;. Elektrické silociary v rovine Ry, urc¢ené
DR
Ey(xa y) dz — Em(llf,y) dy = 0,
pricom st zlozky intenzity elektrického pola dané Coulombovym zdkonom[”} Integru-
jte danu rovnicu.




