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J. Supina, J. Kisel'ak

Séria tiloh 2
Metrické priestory: metrika, topologické pojmy

24. februara 2023

Priklad 1. Dokdzte, Ze vlastnosti metriky si navzdjom nezdvislé.

Priklad 2. Ndjdite predpis nasledugicich metrik na mnoZine (0,1). Rozhodnite o iplnosti daného metrického

3 1

priestoru. Ako vyzerd mnoZina B(y, 5) v jednotlivijch metrickijch priestoroch?

Euklidovska metrika.
Diskrétna metrika.
Euklidovska metrika mnoziny (100, 200).

(
Euklidovska metrika mnoziny (2016, co).
(

Euklidovska metrika mnoziny [2016, co).

Euklidovska metrika mnoziny R.

1

)
)
)
)
e) Euklidovskd metrika mnoziny (10, 20].
)
)
) 3

Metrika, ktoré vznikne ako mnimum Euklidovskej metriky a

Priklad 3. Uvazujme mnozinu X = {O, A, B,C} a zobrazenie d : X x X — R definované nasledujicimi

rovnostami:
d(A,B) =d(B,C) =d(C,A) =1,
d(0,A) =d(0,B) =d(0,C) =¢.
a) Pre ktoré hodnoty £ > 0 je funkcia d metrika?
b) Ak £ = %, moze byt X podpriestorom priestoru R? s euklidovskou metrikou?
c) Ak £ = %, moze byt X podpriestorom priestoru R? s euklidovskou metrikou?
d) Ak & = %, moze byt X podpriestorom priestoru [0, 1] s metrikou p : €[0,1] x €[0,1] — R definovanou
rovnostou p(f,g) = max |f(z) — g(z)|?

z€[0,1]

e) Ak & = %, moze byt X podpriestorom priestoru €[0, 1] s metrikou p : €[0, 1] x €0, 1] — R definovanou

rovnostou p(f,g) = max |f(z) — g(z)|?
z€(0,1]
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Priklad 4. Nech (X,d) je metricky priestor a funkcia f: R — R je definovand predpisom

1
f(ac):Z-(2:U+1—2|x—1|—|x—2|+|x—3|).

a) Dokazte, ze f o d je metrika na mnozine X.

b) Ak X je mnoZina v8etkych realnych ¢isel s euklidovskou metrikou, popiste podpriestor M = {0, 1,2, 5}.

Priklad 5. Nech X # () a dy, do si metriky na X.

d(z,y)

i ?
T+ d(z,g) metrikou na X7

a) Je funkcia d definovana ako d(x,y) =
b) Je funkcia d, definovana ako d,(z,y) = min{a; d(z,y)} metrikou na X?
c¢) Su funkcie dy + dy, max{dy,d2} a min{d;, d2} metrikami na X7

d) Je funkcia ad definovana ako (ad)(z,y) = a - d(z,y) metrikou na X7

Priklad 6. Majme graf (G, E).

a) Ukazte, ze funkcia udévajica pocet hran na najkrat3ej ceste medzi dvoma vrcholmi grafu (G, FE) je
metrika.

b) Popiste otvorené gule s polomerom 1, 2, 3 pre Petersenov graf.

Priklad 7. Ukdzte, Ze funkcia d definovand vztahom
=1

je metrika na mnoZine {0,1}" vsetkych bindrnych kédov dizky n (tzv. Hammingova vzdialenost dvoch kédov).
Kolko kédov obsahuje B(x;q), kde v € {0,1}", ¢ € N?
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Priklad 8. Rozhodnite, ¢i v Fuklidovom priestore si nasledujiice mnoZziny otvorené alebo uzavreté a ndjdite
ich vsetky hromadné body (derivdciu mnoZiny), vnitorné body (vnitro mnoZiny), hranicné body (hranicu
mnoZiny) a izolované body.

a)A:{(x,y)ERQ:a::(—l)”nil,y:&neN};
b) B = (xy)eRQ'm:(—l)"w y=m,neN, meZy;;
5 . 5n+37 ) 3 )

1
C)C—{(ac,y)eRzz:):—k,y—kQ\/x—k,y—kQ—n,kEZ,neN};

d) E=Q%

) F={(z,y) eR*: —1 <z <1, y+22=4}
f)G={(z,y) eR*: y—bx =k, keZ};

g) H:{(x,y) eR?: max{x,y}:zx#y};

h) CH = {(x,y) eER?: z < ;}

ch) I = {(x,y) eER?: < yg};
i) J =(2,3] x [-5,6];
i) K = {i,neN} « [=5,6];

k)L:{(x,y)eR2: y<sin:c,y>0};
DM={(z,y) eR*: 22 <y<-a+3,1<z<2};

@

m) N = x,y)E]RQ:x2+y2<3,x¢Z,y§ZZ};
n) O={(x,y) eR*: 1< |z[ <2, 1<yl <2}
o) P={(z,y) eR?: 1 < || + |y| < 2};

) Q={(z,y) eR”: 1< || <2, 1< [y <2,2° +¢* <2};
q)R:{(m,y)€R2: 1<|z|+y| <2,y #1};

1) S = (2,5] x (0,2):

s) T = (2,5] x [0,2);

t) U =Q x R;

u) V=Qx=Z2.

v) W=NxN.

w) X =NxR.

Priklad 9. Rozhodnite, ¢ je mnoZina P C M otvorend alebo uzavretd v metrickom priestore (M, o) a ndjdite
jej vietky hromadné body (derivdiciu mnoZiny), vnitorné body (vnitro mnoZiny), hraniéné body (hranicu
mnoziny) a izolované body.

a) P=1{[2,3]}, M = R% o - Euklidovska metrika
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b) P ={[2,3]}, M = {[2,3]}, 0 - Euklidovskd metrika

c) P=(57) x[2,3], M =R?, o - Euklidovskd metrika

d) P=(57)x[2,3], M =[5,7] x[2,3], 0 - Euklidovskd metrika
e) P=(57)%x[2,3], M =[5,7) x [2,3], o - Euklidovskd metrika
f) P=(5,7) x[2,3], M = (5,7) x [2,3], 0 - Euklidovska metrika

Priklad 10. Vypiste vSetky obojaké mnoZiny (i otvorend i uzavretd mnozina) nasledugicich metrickiyjch pries-
torov. pgrn oznacuje metriku n-rozmerného Euklidovského priestoru.

a) (Ra pE1)7 b) ([_17 1]7 pEl)

¢) ((—00,0)U(0,00), pg1) d) ( U (=5 + 2km, § + 2kn), pE1)
keZ

e) (R\Q,pg1) f)  (((0,2)U(3,4))% pg2)

g) (NxN,pgz) h) (R X Z, pgz)

Priklad 11. Ndjdite 2 uzavreté podmnoziny M, N C R? tak, Ze M © N nie je uzavretd a dist(M, N) = 0.

Priklad 12. Rozhodnite, ¢i mnoZina P je riedka, hustd, prvej kategorie alebo druhej kategorie v metrickom
priestore (M, pgr), kde pgn oznacuje metriku n-rozmerného Euklidovského priestoru.

a) P=(ZxR)UMRXZ), M=R? n=2 b) P=Z M=R,n=1

) P=Q,M=R,n=1 d) P=R*\(ZxR),M=R% n=2

e) Pz(U(n,n—i—l))x{l},M:RQ,n:2 f)y P=R*x{2}, M=R3 n=3
nez

g P=R\Q,M=R,n=1 hy P={1}, M={1},n=1

Priklad 13. Nech X je neprdzdna mnozina. Na mnoZine NX wvietkyjch nekonecnijch postupnosti prvkov
mnoziny X definujeme Bairovu metriku predpisom

= = min{k;
s §) {3 o7 AN {k: a(k) # (k)}

a) Ukazte, ze p je metrika.
b) Ukazte, Ze p je ultrametrika, t.j. p(c, 8) < max{p(c,¥); p(7, 3)} pre l'ubovolné «, 8,7 € NX.

c) Popiste otvorené gule v priestore (N X, p).
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d) Popiste uzavreté gule v priestore (N X, p).
e) Ukazte, Ze mnozina B(a,r) pre o € NX a r > 0 je obojaka mnozina, t.j. i otvorend i uzavreta.

f) Ak X = N, tak priestor (NN, p) sa nazyva Bairov priestor. Ukazte, Ze postupnost (ay,; n € N, kde

2 k<n,
an(k) =
(%) {5 n<k
konverguje ku konstantnej postupnosti s hodnotou 2.
g) Ak X = {0, 1}, tak priestor (Y{0,1}, p) sa nazyva Cantorov priestor. Ukazte, Ze postupnost {c,; n € NJ,

kde
(k) = 0 k<mn,
1 n<k

konverguje ku konstantnej postupnosti s hodnotou 0.
h) Né&jdite netrivialnu postupnost funkei Cantorovho priestoru, ktora konverguje k funkcii «, kde

a(k:):{o 2/k,

1 iné&c.

i) Je mnozina {a € N{0,1}; a(n) = 0} pre fixné n € N otvorena alebo uzavreta?
j) Je mnozina {o € "N; a(n) = 10} pre fixné n € N otvorena alebo uzavreta?
k) Nech a € X. Ukazte, ze mnozina
{aeVX; Bk eN)(VneN)(n>k— aln) =a)}
je husta mnozina v priestore (VX p).
1) Ukazte, ze mnozina {a € "N; (3k € N)(Vn € N) a(n) = k} je riedka v Bairovom priestore.

m) Ukazte, 7e zobrazenie f: N{0,1} x N{0,1} — {0, 1} definované ako f(a, 8)(n) = min{a(n) + B(n); 1},
je spojité.

Priklad 14. Majme Hilbertovu kocku, t.j. metricky priestor (N[0, 1],0), kde

— 1

o, B) =) 5rla(m) = B(m).
m=1

a) Ukazte, ze (V]0,1],0) je metricky priestor.

b) Ukazte, ze postupnost (a,; n € N), kde a, (k) = % pre k < n a ay(k) = 1 pre k > n konverguje k nulovej
postupnosti.

c¢) Najdite netrividlnu postupnost Hilbertovej kocky, ktora konverguje ku konstantnej postupnosti s hodnotou
1.

Priklad 15. Nech M oznacuje mnoZinu ohranicenyjch integrovatelngch funkci na mnozine [—1,1].
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1
a) Je funkcia dy definovana ako di(f,g) = [ |f(t) — g(¢)| dt metrika na M? Ako sa zmenf situacia, ked
1
uvazujeme mnozinu ¢[—1,1]7

b) Je funkcia funkcia dy definovana ako da(f,g) = f |f(t) — g(t)|? dt metrika na M? Ako sa zmeni
situacia, ked uvazujeme mnozinu ¢’[—1,1]?
c) Je funkcia funkcia do, definovana ako doo(f, g) = sup{|f(¢t) — g(t)|; —1 <t < 1} metrika na M?
2

d) Vypocitajte vzdialenost funkcii F' a G v jednotlivych metrikach, kde F': y=za G: y = z°.

e) Vypocitajte vzdialenost funkcii F' a G v jednotlivych metrikach, kde F': y = |z| a G: y =sinx.

Magme postupnost (fn; n € N) funkcii z M definovani predpisom

0 Lot <,
fa®)=S1+nt —1<t<o,
l-nt 0<t<

f) Najdite bodovu limitu postupnosti (f,; n € N).
g) Zistite, ¢ je postupnost (f,; n € N) konvergentna v metrikiach dq, ds a d

nafm) dZ(fnafm) a doo(fmfm)

)

)

h) (

i) Najdite postupnost funkcii (gl; n € N) takd, ze dy (g}L,g}LH) =
) (g

) (

Vypocitajte vzdialenosti dy

1
n
1
n

j) Najdite postupnost funkeif (g2; n € N) taku, ze da(g2,92,1) =

k) Najdite postupnost funkeii (g5°; n € N) takd, Ze doo(92°, 95%1) = L
V ialsom wvaZujme metriky dy, da doo na mnoZine €[—1,1].

1) Graficky znézornite mnozinu By__(fq;€), kde fo(z) = a pre z € [-1,1].

m) Popiste nekoneéne vela funkcii z mnoziny By (fa;€) \ Ba, (fa;€)-

=}

Popiste nekone¢ne vela funkcii z mnoziny By, (fa;€) \ Ba,, (fa;€)-

o

Popiste nekonecne vela funkeii z mnoziny By, (fa;€) N Ba,, (fa;€)-

T

)
)
)
) Je mnoZina {f,; a € Q} husta v niektorom z priestrov (¢[—1, 1], d1), (€¢[—1,1],ds) alebo (€¢'[—1,1],dx)?
)
)

Néjdite homeomorfizmus (bijekcia, ktora je spojitd i k nej inverzna funkcia je spojitd) z priestorov
({fa; a € R}, dy), ({fa; a € R}, d2), ({fa; a € R},ds) do priestoru (R, pg1).

r) Néajdite iné podpriestory priestorov (¢'[—1,1],dy), (€[—1,1],d2), (¢[—1,1],d), ktoré si homeomorfné s
priestorom (R, pg1).

q

s) Rozhodnite o uzavretosti a otvorenosti mnoziny {f € ¢[—1,1]; f(0) = 1} v priestoroch (¢[—1,1],d1),
(€]-1,1],dx).

t) Ukazte, ze ziadny bod mnoziny {f € €[—1,1]; f(0) = f(1)} nie je vnitornym v priestore (¢'[—1, 1], dxo).

u) Néajdite uzaver a mnozinu vsetkych hrani¢nych bodov mnoziny {f € ¢[—1,1]; f(0) = f(1)} v priestore
(€[-1,1],dx)-
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Priklad 16. Pre kazdé n € Z \ {0} definugme funkciu || - || ako
1

|Inll =

max{k € N; 1/nA---ANk/n}

a ||0]] = 0. Dokdzte nasledugiice tvrdenia.

a) Funkcia d definovana ako d(z,y) = ||z — y|| je metrika na Z.

H(d) = {0} U{;; neN}
c) Ak n+1 <r <1 tak B(a;r) = B(a; 737).

b

d) Ak 1 <r, tak B(a;r) = Z.

e) Ak b e B(0; ),takl/b,...,n/b.

g n'EB(,n 1)
h) B(a;r) =a+ B(0;r), kde a+ M = {a+b; be M}.

)
)
)
)
)
f) Ak 1/b, ..., n+1/b, tak b€ B(0; 1).
)
)
i) a+0bZ C Bla;r) pre b € B(0;r), kde a +bZ = {a+bn; n € Z}.
i)

i) a+nlZ C B(a; -15).
k) {nl}ee, 50, 2k, -5 0, {54+ ()", -5 5, {24 200)52,
D) {an}y ~%, 0 prave vtedy, kel

(Vk € N)(3Ing € N)(Vn € N)(n > np —

m) Postupnosti {27}, {n"}22;, {3"'}22, nekonverguju k 0.

0) Ziadna mnozina obsahujuca aspon dva rézne body nie je sivisla.

U:JN<

)

n) MnoZina a + bZ je obojaka pre lubovolné a € Z, b € N.
)
)

p) B(a; %) Ca+nlZ C B(a ,nH)

Priklad 17. Pre (z,y) € R? polozme ||(z,y)|| = max (|y[,‘
nakreslite tvar jednotkovej kruznice.

T35

d
— 2,

y

{24 3n1}2, %2,

D Ukdzte, Ze je to morma a

Priklad 18. Ndjdite normu proku w v LNP priestore (X, ||-||) (s prirodzenou normou, ak nie je povedané

inak), ak

a‘) X = ‘62([07 1]2)7 u=u(z,y) = z? + y2

x2+y2

V14 a2 +y?

b) X = Cl([ov 1]2)7 U= u(xvy) =
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c) X =0 u=(1,1/2,1/3,...,1/k,...)
2 2

d) X:L%U(]R)7 u=(—1)" ezd‘%:ne Taw=e ", neN

e) X = M33 u je matica

o N oW
RN
00 B =

n
a norma je a) 4], = max. Zramr D) 1Al = max S Jag|

f) X ={ue £20,1): v € £2(0,1)}, u=u(r) = 23 a norma je ||ul| =

)

g) X =CLip(R), u=arctanz + 1

h) X =P, u=a3—-322+22 -1
) X

1

Priklad 19. Preverte, ¢i nasledujice priestory si normované.
a) (R, [z])a (R,e")

b) (R, [[-[}), kde
2] = xz, ak x>0
—2x, ak <0

c) (C(Rg), [I), kde || f]] :iggekt\f(t)!, keR

[
&) (X, |l + I2) , kde |[l¢> & = 1,2 sit normy na LNP X

d) (X, 11—”) , kde ||-|| je povodna norma na LNP X

D) (Crip®), |1, kde ] := [FO)] +¢5, e i=sup {LP=L0 0y e Rox £y

Y

8) (C(0,1], ), kde ||f]| = sup L&)

z€(0,1] |z

b
h) (C*([a,B)), -]}, kde [|f]] = / ()t

b
i) (C*([a,]), II]]); kde || f1] =/ {lF@®]+ 1/ (01} dt

b
i) (X[, kde X = {7 € CY(ab) : f(a) = £(b) =0} a |If] =/ ()2

k) (7, ]|-[1), kde [[x[| =

D) (B2 ]|[]), kde [|x[| = |z1]

=c, u={z,}>2,: xlza,JZQ:b,xn_ngw,nEN,0<a<b

[hint: vztah Hermiteovych polynémov]|

[Tull3 + {1113
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n 2
m) (C,]]), kde [lz] = (Zmﬁ)

k=1

n) (RL (1), kde [[x]| = 2]a1] + /3l22]? + max(|os], 2[z4])?

n

o\ 1P 1/p
O) (Pn7 HH)? kde ||QH - [Z (l) ‘ai|p] pre Q Zaz

=0

p) (H, [-]) = RL |, kde |la|l = vag*, a = q1 + q2i + q3j + qak, 9" = q1 — g2i — g3j — quk, pricom plati
=32 =k2=ijk=—1

Priklad 20. Ndjdite vzdialenost prvku x od mnoZiny A v LNP priestore X, ak

a) X=R, z=v2aA=Q

b) X =c¢, ©=(2/3,3/4,4/5,...,k/(k+1),...)a A=

c) X =C(0,1]), x==z(t) =t a A je mnozina koStantnych funkcii

d) X =C(0,1]), x=u=z(t) =t a A je mnozina linearnych funkcii

e) X =L(0,7), x=uxz(t) =sint a A je mnozina kvadratickych funkcii

f) X = ¢ ac:(1,1/4,1/9,...,1/k2,...)aA:{x€€2:ka:O}
k=1

g) X =LY0,1),z=1aA={feLY0,1): [ tf(t)dt =0}

h) X = £2(0,1), =)= a {fe£201 T f( }

Priklad 21. Nech M = {f € C([0,1]) : f(0) = 0}, g = 1 na [0,1]. Najdite prvky h € M, tak aby
|lg — hl| = dist(g, M). s

Priklad 22. Nech p € [1,00) a a, > 0,n € N. Ndjdite nutni a postacujicu podmienku na to, aby elipsoid

E= {x S/ E \xn\ < 1} bol ohraniceny (v (P).
an
n=1
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