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Séria tloh 3
Metrické priestory: metrika, topologické pojmy, konvergencia, zobrazenia

March 30, 2023

Priklad 1. Uvazujme nasledujice funkcie definované pre vhodné dvojice postupnosti redlnych cisel z intervalu
[0,1]:

dy(a, B) = il > lak) = B(k)P,p € N,
k=1

doo(, B) = sup{|a(k) — B(K)|; k € N},

70, B) = 3 grlatm) = 4(m)|.
m=1

a# B An=min{k; a(k) # B(k)}

1
n
0 ndc.

a) Urcte vhodné defini¢né obory funkcii dp, doo, p, 0.
b) Ukazte, ze funkcie dy,, ds, p, 0 st na vhodnych mnozinach metrikami.

c) Zistite, ¢i st postupnosti {o, 1521, {Bn}olq, {mtol, {&n}ne, konvergentné v jednotlivych metrikach,
kde an(k) = 55, Ba(k) = gr 70 W (k) = 507, G (k) = G-

d) Rozhodnite o stvislosti metrického priestoru (N[0, 1], p).
e) Popiste nekone¢ne vela postupnosti z mnoziny By (0;¢) \ Bg, (0;¢).

f) Popiste nekonecne vela postupnosti z mnoziny By (0;¢) N By, (0;¢) N B,(0;¢) N B,(0;¢).
Priklad 2. Popiste vsetky otvorené gule priestoru [1,2] s euklidovskou metrikou.

Priklad 3. Ukdzte, zZe ak X obsahuje aspori dva prvky a d je diskrétna metrika na X, tak (X, d) je nestvisly.

Priklad 4. Rozhodnite o stvislosti nasledujiicich metrickych priestorov. pgn oznacuje metriku n-rozmerného
FEuklidovského priestoru.
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a) (R27PE2)’ b) ([ila 1]7/)1[51)

c) ((—oo,—1)U(—-1,1)U(1,00), pg1) d) (kgz(—g+2kﬁ,72r+2kﬂ'),pEl>
9 (R\Qpz) D (((0,2)U (3,4 pe2)

g) (NxN,pg) h) (R x Z, pg2)

Priklad 5. Nech (X,d) je metricky priestor, A,B C X, F C P(X). Ukdzte, Ze nasledujice tvrdenia si
pravdivé.

Cl(AN B) C CI(A) N CI(B) Cl(A) \ CI(B) C Cl(A\ B) CI(NF) € N{CLF); F € F}

U{CI(F); F e F} CCI(UF) U{Int(F); F € F} CInt(UF) Int(A) = A\ Fr(A4)

Fr(A) =Fr(X \ A4) Fr(Cl(A)) C Fr(A) Fr(A) = (ANCLX \ A))U(CL(A)\ A)
Cl(A) = AUFr(A) Fr(AUB) C Fr(A) UFr(B) Fr(An B) C Fr(A) UFr(B)
Int(A) NFr(A) =0 Fr(Int(A)) C Fr(A) Cl(Int(Fr(A))) = Cl(Int(Fr(A)) \ A)

Priklad 6. Zistite, ktoré zobrazenia z (X,dx), resp. (X,||-||x) do (Y,dy), resp. (Y,||-|ly) su spojité a
Lipschitzovsky spojité.

(d) f: Q% = 5l e —yh) = R, pg1) :

(a) f: (R pg2) = (R, pg1) : (2,y) = arctan(z +y) e
(b) f: (R, 1—34) = (R, pgi): x> f(z) ””H{o if v <7
(c) F:(C[0,1],doo) = (£°,ds) : (e) H: (Cla,b],dso) = (R, pg1)) : &+ [P a2(t) dt

Fo (P £ (2) £ (2)
s (3). 7)) () D= (C'[0,1],doc) = (C[0,1], 1) : f = f
Priklad 7. Dokdzte, Ze zobrazenie f :[1,00) — [1,00) dané predpisom f(x) = 5 + % je kontrakcia.

Priklad 8. Nech a > 0. Urcte najmensie b > 0 tak, aby f(z) = 3 (x + £) bola kontrakcia na (b, c0).

Priklad 9. Pre ktoré \ sa dd pouzit Banachova veta o pevnom bode na riesenie integrdlnych rovnic.
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a) f(t)= )\flts2f(s) ds+1 b) f(t) = Af1t232f(s) ds + 3
0 0
c) ():)\ftm mf(s) ds+t d) f(t):)\gl’et‘sf(s)ds—i—l

e) f(t)= A_jcosw(t— s)f(s)ds+1

Priklad 10. Zistite, ktoré zobrazenia su kontrakciami na X.

. —_ R+
) T: z— o, X=R (h) T: z+ sin(sinz), X =R
. 2 _ =
(b)y T: z—a*—z+1, X=10,1] (i)T:xr—>|x\+ﬁ,X:R
. 2 —[0. 1
() T: z—a?, X =103 (G) T: z—a", neN, X=(0,1)
() T: z—2+ 15, X=R (k) T: (x1,72) > (az1 —cxa, cx1 +axs), (a—1)%+
() T: z+>cos(cosz), X =R ¢t #0, X =R?
6T 2o b X —R* () T6) = 2+ asinas,acosza), Ja] <1, X = B2
e 4 () T(0) = 27, T(27) = 2771, X = {0} U
(g) T(.%'):{ 1x ’ :L'io 7X:[077T] {27, n € N}

Priklad 11. Urcte podmienky matice A, tak aby T : R™ — R™, T(x) = Ax+Db bolo kontraktivne zobrazenie,
ak

(a) doo(z,y) = [max Tk — Ykl

(b) da(x,y) = qzn:xk_yk

n

) di(x,y) = Z|$k—yk|

je prislusna metrika v R™.
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