UMV/MAN1d/10 Jaroslav Supina, Jozef Kiseldk

Séria uloh 5
Lebesgueova miera

April 25, 2023

Priklad 1. Majme funkciu f : R — R, kde

Je funkcia f meratelnd?

Priklad 2. Majme funkciv g : R — R, kde

Ve x>0
g(x)_{—\/?xﬂo <0,

Je funkcia g meratelnd?

Priklad 3. Majme funkciv h : R — R, kde

Injz| ze€Q)\{0}
h(z) =140 r€R\Q
-5 xz =0.

Je funkcia h meratelnd?

Priklad 4. Zistite, ¢i funkcia f : [—10,10] — R je lebesgueovsky meratelnd, kde A = {qe; q € Q} a

3

x®  x € AN[-10,10]
= d®  wEQN1010)
o] ze[-10,0]\(AN0Q)
—% indc

Priklad 5. Zistite, ¢i funkcia f : [5,10] — R je lebesqueovsky meratelnd, kde A = {q+v2; ¢ € Q} a

VT zeANn(5,10]
fa) = Ti2 x € Qn[5,10]
20 z€[9,10]\ (AUQ)

—2T  fndc
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Priklad 6. Ukdzte, zZe [x] =sup{m € Z: m <z}, x € R je meratelnou funkciou na R.

Priklad 7. Vypocitajte nasledujice integrdly.

a) S 5xq—11y + 2X 400 + 6X(—8,—5)
(~10,20]

b) I 2xq-10,-9) + Xnn[10,15] + IX(=5.8)
(~20,30]

Priklad 8. Vypocitajte nasledujiice integrdly.
M ={z€[0,1]; (Vi,n € N) z # %}

a) J arcsinz
M

b) arccos xr
0o VT

Priklad 9. Vypocitajte nasledujice integrdly.

a) J ! b) J %
(-1 VI 200\ (s ge@} T T
C) f sin% d) f ﬁ
0.a\e -3-1\{% geq) V!
Priklad 10. Vypocitajte integrdl [ g, ak
[0,1]
o(z) = = (HnEN)Qn%<a:§2%,
0 x=0.
Priklad 11. Vypocitajte nasledujiice integrdly.
a) f arccos c b) f 1-2c C) f 1
(-Ly VI GV (-1ng V!
d /&
(_171)\Q
. y y 0, r<n . )
Priklad 12. Ukazte, ze fn(x) = R o n konverguje (bodovo) na R, ale nekonverguje

rovnomerne ani v Ll norme.




UMV/MAN1d/10

Jaroslav Supina, Jozef Kiseldk

Priklad 13. Ukdzte, Ze plati.

a) e € £1(0,00)
b) Inx € £1(0,1)

c) = \/7 € L£Y0,1)

d) fl lnlfﬁ dAi(x) konverguje

e) = € L£*0,1)\ £Y0,1)

Inz

f) sin? L e £1(1,00)

q) fooo /7 A\ (z) = oo

h) A
i) fooo e *sinz d\ (z) konverguje
B I s =

k) = € £7(—00,00)

) =2 ¢ (0, 00)°

- € £40,1)

® Hint: Pre k € N plati = € ((2k+1)g,(2k+3)g> L > \/g "

Priklad 14. Zistite, pre ktoré hodnoty parametra p € R konverguje integrdl [; f(z;p)dA;.

a) f(z;p) =€, I=(-00,0)
b) f(z;p) =tan(z)?, I=(0,73)

Priklad 15. Dokdzte, Ze

. <
Y fy T N0 =0

n (x) w2
b) /0 8 ) =

¢) flap) =L T = (0, 00)

d) f(-%';p): \/%7 I:(Oal)

23

1 d\
C) "100/ 14+ nx 1( ) 0

d) /Olln:cln(l—w)d)\l(x) =2——

Priklad 16. Vysetrite konvergenciu integralov (0 < m < |p(x,y)| < M < o).

2

)
a) // T 7Y
r= =y

lz|<1,]y| <1227y

b) // arctan (22 + y?) dg

|| <1,y<1
c dX2, p,g >0
/ // |:c\P+\ | 2 Pd
|z[+|y[>1
sinzsiny
d // X
) a;—i—y 2
z+y>1

e) /// o~ 1/(@®+y?+2°) d\s
R3

Priklad 17. Nech A = [0,1]?, vypocitajte

La flay) Do(zy), fo fo flay) (@) dh(y) fy fy

1,
flz,y) =1 1,

1_1/(]7

Yy € ANx =p/q,

[ erran,

0<a<y

q) // ycosx +y?) dAs

|z|
dA
)// 144?24 22)? 2

o(x,y)
dA
Z) //962+y2<1 1—532—?/ ) ?

i) / e/t g,

F(a,y) dA(y) dA (@), kde

kde p,q su nesudelitelné.
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Priklad 18. Ndjdite mnozinu A C R?, pre ktord plati

1 rf(y)
[ovax@y) = [ [ eyda@ da).
A 0o Jo
kde f(y) = min (1,1n (1/y)).
Priklad 19. Prevedte nasledujice integrdly na jednoduché, ak f € C(Q).
a) (fsz(fv+y)dkz, Q:zl+lyl <1
b) [[ flzy)dre, Qiay=1, zy=2, y=xz, y=4x
Q

Priklad 20. Vypocitajte integrily na mnozZine €.

a) [[xy*dra, Q: y®=2px, x=p/2, p>0
Q
b —L_dy, Q: y=2=0, 2=0, (z—a)’+(y—a)®=d?
) IS s (0 a?+(y-a)
c) [[sinvzZ+y2drg, Q: 72 <z?+y? <A4n?
Q

d) {lf\/Ly—xﬂd/\g, Q: 22<y<4

e)ff dA2 Q- x2+y2§x

o /22442’
Priklad 21. Spocitajte obsahy rovinnych ploch (ohranicenych krivkamsi).
a) 22 +y? > a?, (22 +y?)? = 2a%(2? — y?) ¢c) (#®+ 9 =a*+y? w,y>0
b) y* =2px+p°, y* = —2qx +¢* p,g>0 d) vy =a®, xy=2a* y=ux, y=2x, x,y>0

Priklad 22. Ndjdite
1
lim — // , i) dAg,
i, fz,y)dAs

2 +y?<p?

kde f je spojitd funkcia.

Priklad 23. Spocitajte obsah rovinnej plochy (ohranicenych krivkamsi).
i‘/?—l—f/gzl, =0, y=0
a b

Priklad 24. Spocitajte obsah rezu plochy x> +1y> + 2> —xy —xz —yz =a

Hint: zovseobecnené poldrne sdradnice

2 rovinou x +y 4z = 0.

Priklad 25. Urcte tvary a rozmery telies, ktorych objemy si dané takto:

a) [ x4+ydie c) [ xydie
0<zty<1 1<2<2
z2>0,y=>0 r<y<2z

b) [ 2+ yrdae d) [[ sinmy/z?+y?dAy
|lz[+]y|<1 z2442<1
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Priklad 26. Spocitajte objemy telies (ohranicengch plochamsi).

2 2 2 _ 2
a)z =2y z2+y =a d)Z:sin%> 2=0, y=2z, y=0, z=m7
2 2 —
b) z=2*+y*, z=x+y e) z=xy, z2=0, x+y+z=1
C) z = Xy, $2 =Y, $2 = 2y7 y2 = T,

2¢, z=10

2 _
y T f)z=eV =0, 22+y2=R?

Priklad 27. Spocitajte obsah casti torusu vymedzenej dvoma poludnikmi (¢1,¢2) a dvoma rovnobezkami
(1,19). Aky je celkovy povrch?

Priklad 28. Spocitajte povrchy priestorovijch pléch.

a) 22+ 22 =a? y?+ 2% =a? ¢) (@ +92)P242=1, 2=0

b) 22 =2xy, x+y=1 =0, y=0 d) s+t =%, s+y+z=2a a>0
Priklad 29. Vypocitajte hmotnost stvorcovej dosticky o velkosti strany a, ak je hustota dosticky v kazZdom
jej bode priamo umernd vzdialenosti tohto bodu od najbliZsieho vrcholu a je rovnd pg v strede stvorca.

Priklad 30. Ndjdite suradnice taziska kruhovej dosky s polomerom a, ak jej hustota je priamo umernd
vzdialenosti od bodu (a,0).

Priklad 31. Gula o polomere a je ponorend do tekutiny o konstanenj hustote p do hibky h > a (od stredu
gule). Vypocitajte tlakovi silu tekutiny na vrchnej a spodnej casti povrchu gule.

Priklad 32. Urcte pritazlivi silu homogénneho valca x° + y? < a?, 0 < z < h, ktord pbsobi na bod (0,0,b),
ak je hmotnost valca rovnd M a hmotnost bodu m.

Priklad 33. Vypocitajte momenty zotrvacnosti I, I, homogénnej dosky (ohranicenej krivkams).

a) zt +yt = a®(2? + 92

2

b) vy =a?, wy=2d? z,y,a>0

c) r=a(l+cosg), ¢ < l0,2n]
Priklad 34. Vypocitajte integrdly na mnozine Q0 (ohranicenej plochami).

a) [[[xy?z3d)s, Q: z=2y, y=2, =1, 2=0, y=0
Q

b)gfmdA:g, Q: $+Z+y:1, 93:0, yZO, ZZO

3
c) jgf e PlEne223) )s O =R3 a P(x1,x0,x3) = > aijxix; je poz. definitnd kvadratickd forma

7,7=1

d) [[fz* +y?drs, Q: 2?4+y* =22, 2=2
QO

Priklad 35. Rozdelenie tlaku telesa na plochu pritlaku x2/a® + y*/b*> < 1 je dané vztahom p = po(1 —
22 /a® — 2 /b?). Urcite strednyj tlak telesa na tito plochu.
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Priklad 36. Vypocitajte objemy telies (ohranicengch plochami).

a) z=x+y, z=xy, x+y=1, =0, y=0

b) z2=6—a2+y? z=+22+y2

c) (2% +y* + 2%)3 = 3xyz

d) 22 +12+22=a? 22+ +22=0% 22+ =22 2>0,0<a<b

e) 2%/a® + y?/b? + 21/t =1

Priklad 37. Vypocitajte moment zotrvacnosti homogénneho valca x> + y?> < a?, z = +h o hustote pg
vzhladom k priamke x =y = z.

Priklad 38. Vypocitajte suradnice tazZiska kocky 0 < wxyy,z < 1 pri hustote p(z,y,z) =
2a—1 2b—1 2c—1

ri-ayibzi-e qabce(0,1).

Priklad 39. Vypocitajte potencidl dutej gule R3 < &2 +n% + (% < R2 v bode (z,y, 2), ak jej hustota je
p=f(R), kde R=+/&+n?>+(? a f je integrovatelnd funkcia.

Priklad 40. Spocitajte objem m—rozmernej gule.

Priklad 41. Spocitajte integrdly.

- ) ] i
a)xyz{{glﬂf Yy 9drg, p>q>1 s i sy T
dx
b) [ (x+y)Pdr, p>1 DIl g
z4+y>1 x24+9y2422<1
0<z<1
) [ ] =
¢ In ——1— d) g =
)a:2+£‘2f§1 Vit 000 TV
zyzdA3 b 0
Q) J] e W Il ez b>e>
z24y2<g V z2+y2 x2f:,;gizz20§r2

Priklad 42. Spocitajte integrdly.

a)

1 1 1
//---/(m1+x2+-~+xn)2dAn
0 0 0

/// Vrr+zo+ -+, d,

z;>0, i=1,....,n
z1tT2+Frn <1

b)




