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Séria tloh 7
Integral: Lebesgueov-Stieltjesov integral, Lebesgueov integral na stcine

May 9, 2023

Priklad 1. Spocitajte integraly.

1. [xdp(z), kde p: 2% — [0, +00] je miera takd, Ze p({2}) =1 a u(E) =0, ak EN{L}nen, =0
R

2. [(2? + 3)xjo.2 (x) du(x), kde pu : 2% — [0, +00] je $¢itacia miera, tj.
R

|Al A je konecnd
n(A) = : L
+o00 A je nekonecnd

3. fozﬂ e du(x), kde p je kompleznd miera du(x) = (cos(x) + isin(z)) dx

4. E[X] = [( XdF = [, X(w)F(dw), kde F' je distribucnd funkcia exponencidlneho rozdelenia, tj.

1— -z > 0,
F(z;\) = ¢ v
0 z < 0.
Priklad 2. Nech ¢ : R — R je funkcia definovand predpisom
0 <2
xr) = .
#l@) {1 2<z

Vypocitajte f<2 3) z? dep.

Priklad 3. Nech f : R — R je funkcia definovand predpisom

f(x)z{““’ e

3—e* 0<a

Vypocitajte |, 0,00) € dy.

Priklad 4. Nech ¢ : R — R je funkcia definovand predpisom

@=1" =
= r+1 0<z
a f1, fo : R = R predpisom
_Jz oz #F2 Jz 2z #0
L aa=fr 720

Vypocitajte [y 5 f1 de a [ 5 f2 de.
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Priklad 5. Nech ¢ : R — R je funkcia definovand predpisom

Vypocitajte f(o,g) 2?2 dup.

z <0
O0<ax <1
l<az<2
2<x

U(z) =

S =~ = O

Priklad 6. Nech £ : R — R je funkcia definovand predpisom

a f:R — R predpisom

Vypocitajte [; f d§, ak

a) I=(-1,0)

e) I=(1,3)

e’ <0
E(x)y=<2 0<zx<1
2r+1 1<z

Priklad 7. Vypocitajte nasledujiice integrdly.

a) f(0,5> (z* +1) dlz]

c) f(

15
14

] d[2z]

d) I=(-1,1)

b) Jioz e dl+ [2))

d) fo 522 dlz]

Priklad 8. Vypocitajte nasledujice integrdly. o oznacuje Lebesgueovu mieru na rovine.

[0,7]2\Q?

c)

J
(23)x[12D\({ 5} <B)

rsin?y dfy(z,y) b)

zy? dls(x,y)

([1,21x[0,2))\(@xR)

m dly(z,y) d)

Y dly(a,
[071]2\‘{]}{)(@) /(1+x2+y2)3 2(1: y)
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Priklad 9. Vypocitajte nasledujiice integrdly. £ oznacuje Lebesgueovu mieru na rovine.

a) f(w—i—i) dls(z,y) D= {(z,y) eR? 2 <2,1<y<e’}\Q?
b VY

b) Ik ev dls(z,y) D je ohranicend krivkami y = /z, y=1,y=2,2=0
D

o) [ +y?) diao(a,y) D={(z,y) eR* 1<a?+y> <4, |z[ <y} \ (QxR)
D

Priklad 10. Vypocitajte Lebesqueovu mieru mnoziny D.

a) D C R? je ohrani¢end krivkami  +y =4, z +y = 12, y? = 2z.
b) D C R3 je ohrani¢ens plochami y = /z, y = 27, t + 2 =4, z = 0.
c) D C R? je ohrani¢end plochami =0,y =0,2=0, 2 +y+ 2z = 1.

d) D C R? je ohrani¢end krivkami « = 4y — y%,  +y = 6.

Priklad 11. Vyjadrite integral [ f(z,y) dl2(z,y) ako dvojndsobny. Predpokladdme, Ze f je spojitd na
D

mnozine D. fo oznacuje Lebesgueovu mieru na rovine.

a) D C R? je trojuholnik s vrcholmi (0, 0), (1,0), (1,1).

b) D C R? je trojuholnik s vrcholmi (0,0), (1,1), (2,0).

Priklad 12. Vyjadrite integrdl [ f(x,y,z) dls(z,y,z) ako trojndsobny. Predpokladame, Ze f je spojitd na
D

D, kde D je mnoZina ohranicend rovinami x =0, y =0, 2 =0, z+y =1, 2y + z = 2. Zvolte nasledujice
poradie integrovania. {3 oznacuje Lebesqueovu mieru na mnoZine R3.

a) Z? y’ €T b) y7 Z? € C) ‘T’ y’ z

Priklad 13. Nech A = [0,1]?, vypocitajte

faf @) da(z,y), fo fo f@y)dii@) daay) o fo fl@,y) dh(y) dh(), kde

1, z€Q,
f(xay): 1, reQAyel,
1-1/q, yeQAx=p/q, kde p,q si nesidelitelné.
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Priklad 14. Ndjdite mnozinu A C R?, pre ktord plati

1 rf(y)
/A zy da(z, y) = /0 /0 ry Ay (z) d) (y),

kde f(y) = min (1,1n(1/y)).
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