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Príklad 1. Spočítajte integrály.

1.
∫
R
x dµ(x), kde µ : 2R → [0,+∞] je miera taká, že µ({ 1

n}) = 1
n a µ(E) = 0, ak E ∩ { 1

n}n∈N0 = ∅

2.
∫
R

(x2 + 3)χ[0,2](x) dµ(x), kde µ : 2R → [0,+∞] je ščítacia miera, tj.

µ(A) =
{

|A| A je konečná
+∞ A je nekonečná

3.
∫ 2π

0 eix dµ(x), kde µ je komplexná miera dµ(x) = (cos(x) + i sin(x)) dx

4. E[X] =
∫

ΩX dF =
∫

ΩX(ω)F (dω), kde F je distribučná funkcia exponenciálneho rozdelenia, tj.

F (x;λ) =
{

1 − e−λx x ≥ 0,
0 x < 0.

Príklad 2. Nech φ : R → R je funkcia definovaná predpisom

φ(x) =
{

0 x ≤ 2
1 2 < x

.

Vypočítajte
∫

⟨2,3⟩ x
2 dφ.

Príklad 3. Nech f : R → R je funkcia definovaná predpisom

f(x) =
{
x x ≤ 0
3 − e−x 0 < x

.

Vypočítajte
∫

⟨0,∞) ex df .

Príklad 4. Nech φ : R → R je funkcia definovaná predpisom

φ(x) =
{
x x ≤ 0
x+ 1 0 < x

.

a f1, f2 : R → R predpisom

f1(x) =
{
x x ̸= 2
1 x = 2

f2(x) =
{
x x ̸= 0
1 x = 0

.

Vypočítajte
∫

⟨1,3⟩ f1 dφ a
∫

⟨1,3⟩ f2 dφ.
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Príklad 5. Nech ψ : R → R je funkcia definovaná predpisom

ψ(x) =


0 x ≤ 0
1 0 < x ≤ 1
4 1 < x ≤ 2
6 2 ≤ x

.

Vypočítajte
∫

⟨0,3) x
2 dψ.

Príklad 6. Nech ξ : R → R je funkcia definovaná predpisom

ξ(x) =


e3x x ≤ 0
2 0 < x ≤ 1
2x+ 1 1 < x

a f : R → R predpisom

f(x) =
{

e−2x x ≤ 1
x 1 < x

.

Vypočítajte
∫

I f dξ, ak

a) I = (−1, 0) b) I = ⟨−1, 0⟩ c) I = (−1, 1) d) I = (−1, 1⟩

e) I = ⟨1, 3⟩ f) I = (−∞, 0)

Príklad 7. Vypočítajte nasledujúce integrály.

a)
∫

⟨0,5⟩(x2 + 1) d⌊x⌋ b)
∫

⟨0,5⟩ ex d(x+ ⌊x⌋)

c)
∫

⟨ 1
4 , 5

4 ⟩⌊x⌋ d⌊2x⌋ d)
∫

⟨ 1
4 , 5

4 ⟩⌊2x⌋ d⌊x⌋

Príklad 8. Vypočítajte nasledujúce integrály. ℓ2 označuje Lebesgueovu mieru na rovine.

a)
∫

[0,π]2\Q2
sin2 x sin2 y dℓ2(x, y) b)

∫
([1,2]×[0,2])\(Q×R)

xy2 dℓ2(x, y)

c)
∫

([2,3]×[1,2])\({ 7
2 }×R)

1
(1−xy)2 dℓ2(x, y) d)

∫
[0,1]2\(R×Q)

y√
(1+x2+y2)3 dℓ2(x, y)
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Príklad 9. Vypočítajte nasledujúce integrály. ℓ2 označuje Lebesgueovu mieru na rovine.

a)
∫
D

(
x+ 1√

y

)
dℓ2(x, y) D = {(x, y) ∈ R2; x ≤ 2, 1 ≤ y ≤ ex} \ Q2

b)
∫
D

e
x
y dℓ2(x, y) D je ohraničená krivkami y =

√
x, y = 1, y = 2, x = 0

c)
∫
D

(x2 + y2) dℓ2(x, y) D = {(x, y) ∈ R2; 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, |x| ≤ y} \ (Q × R)

Príklad 10. Vypočítajte Lebesgueovu mieru množiny D.

a) D ⊆ R2 je ohraničená krivkami x+ y = 4, x+ y = 12, y2 = 2x.

b) D ⊆ R3 je ohraničená plochami y =
√
x, y = 2

√
x, x+ z = 4, z = 0.

c) D ⊆ R3 je ohraničená plochami x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = 1.

d) D ⊆ R2 je ohraničená krivkami x = 4y − y2, x+ y = 6.

Príklad 11. Vyjadrite integrál
∫
D
f(x, y) dℓ2(x, y) ako dvojnásobný. Predpokladáme, že f je spojitá na

množine D. ℓ2 označuje Lebesgueovu mieru na rovine.

a) D ⊆ R2 je trojuholník s vrcholmi (0, 0), (1, 0), (1, 1).

b) D ⊆ R2 je trojuholník s vrcholmi (0, 0), (1, 1), (2, 0).

Príklad 12. Vyjadrite integrál
∫
D
f(x, y, z) dℓ3(x, y, z) ako trojnásobný. Predpokladáme, že f je spojitá na

D, kde D je množina ohraničená rovinami x = 0, y = 0, z = 0, x + y = 1, 2y + z = 2. Zvoľte nasledujúce
poradie integrovania. ℓ3 označuje Lebesgueovu mieru na množine R3.

a) z, y, x b) y, z, x c) x, y, z

Príklad 13. Nech A = [0, 1]2, vypočítajte

∫
A f(x, y) dλ2(x, y),

∫ 1
0

∫ 1
0 f(x, y) dλ1(x) dλ1(y)

∫ 1
0

∫ 1
0 f(x, y) dλ1(y) dλ1(x), kde

f(x, y) =


1, x ∈ Q,
1, x ∈ Q ∧ y ∈ I,
1 − 1/q, y ∈ Q ∧ x = p/q, kde p, q sú nesúdeliteľné.
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Príklad 14. Nájdite množinu A ⊂ R2, pre ktorú platí

∫
A
xy dλ2(x, y) =

∫ 1

0

∫ f(y)

0
xy dλ1(x) dλ1(y),

kde f(y) = min (1, ln (1/y)).
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