Lebesgueov-Stieltjesov integral

T. J. Stieltjes (1856—1894) zaviedol prirodzené zovSeobecnenie Riemannovho integrilu pre ohranicend funkciu

J pomocou vdhovej (neklesajucej) funkcie g ako limitu sim

DT FENE) — g(xi1))

kde, x¢, x1, ..., x, je delenie prisluSného intervalu ah &; € [x;_;, x;]. Na existenciu integralu na intervale [a, b] staci
napr. aby f bola monoténna a g neklesajica a spojitd, alebo f spojitd a g neklesajica, alebo f spojitd a g ma
ohranicend variéciu.

Nech f : [a,b] — R je nezdporna funkcia a g : [a,b] — R zasa monoténna a sprava-spojita' Defi-
nujme w((s,?]) = g(t) — g(s) aw(s) = 0, s,t € [a,b], potom existuje jedind miera A, na [a, b], tzv. Lebesgue-
ova—Stieltjesova miera asociovand s g, pre ktori A,(/) = w(I) pre I'ubovol'ny interval. T4 vznikne rozsSirenim

vonkajsej miery definovanej ako

p1o(E) = inf {Z ) : EC U 1,},

kde I; zI'ava otvoreny interval.

,—{Lema 14.1.20 (Hodnoty Lebesgueovej—Stieltjesove;j miery).}

Ak a < b tak
o A((a,b]) = g(b") — g(a™) = g(b) - g(a)
Ae((a, b)) = g(b7) — g(a™) = g(b7) — g(a)
Ae([a, b]) = g(b™) — g(a™) = g(b) — g(a™)
A(la, b)) = g(b™) — ga™)
A,({a}) = g(a™) — gla”) = gla) — g(a”)

A((@.a)) = 2,(0) = 0

.

! Alebo aj f je meratel'nd, ohraniéend a g sprava-spojitd, s ohraniéenou varidciou.
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Lebesgueov—Stieltjesov integral

b
f f(x)dg(x)

je definovany ako Lebesgueov integral funkcie f vzhlI'adom na mieru A,, teda fa b f(x)dg(x) := fa b f(x)dA,(x).

~{ Veta 14.1.21.

Ak g je rastica, potom

e pre a; € R plati

fz a; f(x)dg(x) = Zaj ff(x)dg(x),
1= = I

ak pravd strana existuje.

e pre po dvoch disjunktné intervaly a I = U 1;, plati
=1

[rwdsen = [ roodgco.
=1V

ak aspon 1 z integralov existuje.
n

e Pre g(x) = Z cjgj(x),c; > 0, g rastice, plati
=1

f, Fx)dg(n) = ) ¢; f, () dg;(x),
j=1

ak prava strana existuje.
e Ak f < hnal, potom fl f(x)dg(x) < flh(x) dg(x), ak st integraly definované.

e Ak f = h s.v. (v zmysle miery u,) na I, potom f1 f(x)dg(x) = flh(x) dg(x), ak asponi 1 z

integralov existuje.
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Veta 14.1.22.

e Ak g je rastica a spojitd v a, potom, ak aspon 1 z integralov existuje plati
a) [, f@dg0 = [ f(x)dgx)
b) [, 0 dg0) = [ F(x)dg(x)

Ak g je rastica a spojitd v b, potom, ak aspon 1 z integrdlov existuje plati
2) flp SO dg@) = [ f(x)dg(x)
b) [, (0 dg(0) = [, f(x0)dg(x)

Pre kazdy interval / plati [, 1 dg(x) = A,(]).

Ak g je konStantnd na otvorenom intervale /, potom fl f(x)dg(x) =0

o o S dex) = [ f(x)dg(x) = f(a)[g(a") ~ ga™)]

Ak g je diferencovatel'nd na otvorenom intervale /, potom

f J(x)dg(x) = f f(x) g'(x)dx
1 1

ak aspon 1 z integralov existuje

~ Priklad 14.1.23. ]
X, <0, ) x, x#0,
Majme funkciu g(x) = a funkciu f(x) =
x+1, x>0, 1, x=0.
Pocitajme
1
f S0 dg(x) = Sf(x)dg(x) + S(x)dg(x) + S0 dg(x) =
-1 [-1,0) [0,0] (0,11

0 1
:f xdx+f(0)(g(0+)—g(0_))+f xdx=-1/2+101-0)+1/2=1.
-1 0
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