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Zadanie:

Ondro, Matej a Kubo sa vracaju zo zberu orechov, celkovo ich maji 120. Matej sa staZuje, Ze Ondro ma ako vzdy
najviac. Otec prikdze Ondrovi, aby prisypal zo svojho Matejovi tak, aby mu pocet orechov zdvojnasobil. Teraz
sa stazuje Kubo, Ze najviac ma Matej. Na otcov prikaz prisype Matej Kubovi tak, Ze mu pocet orechov zdvojnasobi.
Nato sa hneva Ondro, Ze najmenej zo vSetkych ma teraz on. Kubo teda prisype Ondrovi tak, Ze mu pocet orechov
zdvojnasobi. Teraz maju vSetci rovnako a kone¢ne je pokoj. Kol'ko orechov mal p6vodne kazdy z chlapcov?

RieSenie 1:

Ulohu vyrie§ime postupnym vyplnenim tejto tabul'ky odzadu.

| situacia [ Ondro [ Matej [ Kubo |
zaCiatok
Ondro Matejovi
Matej Kubovi
Kubo Ondrovi

Na konci majua vSetci rovnako, ¢iZe po tretine z celkového poctu 120:

| situcia [ Ondro [ Matej | Kubo
zaCiatok
Ondro Matejovi
Matej Kubovi
Kubo Ondrovi 40 40 40

Predtym, nez Ondro dostal od Kuba, mal len polovicu, takze prestvalo sa 20:

| situcia [ Ondro [ Matej [ Kubo |
zaliatok
Ondro Matejovi
Matej Kubovi 20 40 60
Kubo Ondrovi 40 40 40

Predtym, nez Kubo dostal od Mateja, mal len polovicu, takze prestuvalo sa 30:

| situdcia [ Ondro [ Matej [ Kubo |
zatiatok
Ondro Matejovi 20 70 30
Matej Kubovi 20 40 60
Kubo Ondrovi 40 40 40

Predtym, neZ Matej dostal od Ondra, mal len polovicu, takze prestuvalo sa 35:

| situdcia [ Ondro [ Matej [ Kubo |
zaciatok 55 35 30
Ondro Matejovi 20 70 30
Matej Kubovi 20 40 60
Kubo Ondrovi 40 40 40

Na zaciatku teda mal Ondro 55, Matej 35 a Kubo 30 orechow.
RieSenie 2:

Oznacme pocty orechov Ondra, Mateja a Kuba postupne x, y, z. Podla zadania vypliime tato prehladovu tabul'ku:



| situdcia [ Ondro | Matej | Kubo |

zaciatok x y z
Ondro Matejovi xX—=y 2y z
Matej Kubovi xX—y|2y—z 2z
Kubo Ondrovi 2c—=y) | 2y—z | 2z—(x—Y)

Podla zadaniatedaplati2(x —y) =2y —z=2z—(x —y) = % = 40.

Ztohomamex —y = 42—0 = 20, potom 40 = 2z — (x — y) = 2z — 20, takze 60 = 2z, a teda z = 30.
Potom 40 = 2y — z = 2y — 30, takZe 70 = 2y, z ¢oho y = 35.

Napokon 20 = x —y = x — 35, takze x = 55.

Po dosadenti tychto hodnét dostavame prehlad celej transakcie:

| situdcia [ Ondro | Matej | Kubo |
zatiatok 55 35 30
Ondro Matejovi 20 70 30
Matej Kubovi 20 40 60
Kubo Ondrovi 40 40 40

Na zaciatku teda mal Ondro 55, Matej 35 a Kubo 30 orechov.

729-1-2

Zadanie:

V trojuholniku ABC leZi bod P v tretine isecky AB bliZSie k bodu 4, bod R je v tretine use¢ky PB bliZsie k bodu
P abod Q lezi na usecke BC tak, ze uhly PCB a RQ B su zhodné. Urcte pomer obsahov trojuholnikov ABC a PQC.

Riesenie 1:

Nacrtnime:

A P R B

KedZe uhly PCB a RQB su zhodné, priamky CP a RQ su rovnobezné (vlastnost sihlasnych uhlov). To znamena, ze
trojuholniky PCQ a PCR maju rovnaké vysky na spolo¢nu zakladiiu PC, a teda maju aj rovnaky obsah. Staci sa preto
zaoberat obsahom trojuholnika PRC.

Rozdel'me stranu AB na 9 rovnakych casti a kazdy deliaci bod spojme s C:

c




Vsetky vzniknuté elementarne trojuholniky maju rovnaku vysku z C a aj rovnako vel'ké zakladne, maju teda rovnaké
obsahy. Trojuholnik PRC je zloZeny z dvoch takychto trojuholnikov, jeho obsah, a teda aj obsah PQC, su preto %
obsahu ABC. Hladany pomer obsahov ABC a PQC je teda 9 : 2.

RieSenie 2:

Pripomenme, Ze trojuholnik XYZ ma obsah % - |XY| - |Z; XY|, kde |Z; XY| je vzdialenost bodu Z od priamky XY.

c

A B

KedZe uhly PCB a RQB st zhodné, priamky CP a RQ stirovnobezné. To znamen3, Ze |Q; CP| = |R; CP|. Potom plati:

1 1 1
S(PQC) =S(PCQ) = 5 - PC|-Q; CP| = 5 - |PC| - |R; CP| = S(PCR) = S(PRC) = 5 - |PR| - |C; PR| =

-1 PR CAB—1 1PB CAB—1 12AB CAB—ZlAB CAB—ZSABC
- 2 | | | ’ | - 2 3| | | ) | - 2 3 3| | | ) | - 9 2 | I | ] | - 9 ( )
Hladany pomer gg‘;gg je teda ;.
79-1-3
Zadanie:
Pre ktoré celé c¢isla x je ’21171 celé cislo? Najdite vSetky riesenia.
RieSenie 1:
Najprv si uvedomme, Ze menovatel nesmie byt nulovy, a teda x # —7. KedZe
x+11 (x+7)+4 _x+7+ 4 1+ 4
x+7  x+7  x+7 x+7 x+7

aj cislo x% musi byt celé. Cislo x + 7 je teda celo¢iselnym delitelom ¢isla 4, takZe je to jedno z ¢isel —4, —2, —1, 1,
2, 4. To vSak znamena, Ze Cislo x je jedno z ¢isel —11, —9, —8, —6, —5, —3. Vyhovuje kazdé z nich:
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RieSenie 2:
Najprv si uvedomme, Ze menovatel nesmie byt nulovy, a teda x # —7. KedZe

x+11_(x+7)+4_x+7+ 4 1+ 4
x+7  x+7  x+7 x+7 x+7

aj cislo % musi byt celé. Musi teda platit —4 < x + 7 < 4, ¢ize —11 < x < —3. Zhrnutim dostavame, Ze x je jedno
z Cisel =11, —10, -9, —8, —6, —5, —4, —3. Vyskusame kazdé z nich:
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Zhrnutim dostavame, Ze vyhovuju prave ¢isla =11, =9, —8, —6, =5, —=3.

29-1-4

Zadanie:

Maty dopadol paddkom na ostrov obyvany dvoma druhmi domorodcov: Poctivcami, ktori vzdy hovoria pravdu,
a Klamarmi, ktori vZdy klamu. Pred dopadom zahliadol v dial'ke pristav, ku ktorému sa mienil dostat. Na prvom
razcesti stretol Maty jedného domorodca a nedaleko videl druhého. Poziadal prvého, aby sa spytal toho druhého,
¢i je Klamar, alebo Poctivec. Prvy domorodec Matymu vyhovel, Siel sa spytat, a ked' sa vratil, oznamil Matymu,
Ze druhy domorodec tvrdi, Ze je Klamar. Potom sa Maty prvého domorodca spytal, ktora cesta vedie k pristavu.
Ten mu jednu cestu ukazal a dalej si Matyho nevSimal. M3, alebo nema Maty domorodcovi verit? Vedie, alebo
nevedie ona cesta Kk pristavu?

RieSenie 1:

Rozoberme v prehladnej tabul'ke vSetky pripady:

prvy domorodec | druhy domorodec || druhy domorodec o sebe | prvy domorodec o druhom
Klamar Klamar Poctivec Klamar

Klamar Poctivec Poctivec Klamar

Poctivec Klamar Poctivec Poctivec

Poctivec Poctivec Poctivec Poctivec

Prvy domorodec o druhom povedal, Ze je Klamar, nastal teda jeden z prvych dvoch pripadov. To v§ak znamen3, Ze
prvy domorodec je Klamar. Maty mu teda nema verit a nim ukazana cesta k pristavu nevedie.

Riesenie 2:

Uvedomme si, Ze Ziaden domorodec o sebe neméze tvrdit, Ze je Klamar. Poctivec by totiz klamal a Klamar by, naopak,
povedal pravdu.

To vsak znamen3, Ze prvy domorodec Matymu klamal. Je to teda Klamar a Maty mu nema verit, takZe nim ukazana
cesta k pristavu nevedie.

29-1-5

Zadanie:

Majka skiimala viacmiestne cisla, v ktorych sa pravidelne striedaji neparne a parne cislice. Tie, ktora sa zaci-
naju neparnou cislicou, nazvala komické a tie, ktoré sa zacinaji parnou ¢islicou, nazvala veselé. Majka vytvorila
jedno trojmiestne komické a jedno trojmiestne veselé ¢islo, pricom Sest pouZzitych ¢islic bolo navzajom réznych
a nebola medzi nimi 0. Sticet tychto dvoch Cisel bol 1617. Stcin tychto dvoch cisel sa koncil dvojcislim 40. Urcte
Majkine Cisla a dopocitajte ich sucin.




RieSenie:
Nech je Majkino komické ¢islo abc a veselé def. Potom su a, ¢, e neparne a b, d, f parne a nenulové.

KedZe ich su¢in sa konéf na 0, vzhladom na uvedend paritu a nenulovost plati ¢ = 5. Sucet ¢isel sa kon¢i na 7, takze
nutne f = 2.

Mame teda ab5 + de2 = 1617, takze ab + de = 161.

Cifra b je parna, nenulova a rozna od f Cize 2. Je to teda jedna z cifier 4, 6, 8. Rozoberme vsetky pripady:

e Nechb = 4.
Cislo b + e sa kondi na 1, tak¥e nutne e = 7. Dostavame tak a4 + d7 = 161, takze a + d = 15.
Cifra d je parna, nenulova a rézna od b aj od f CiZze od 4 a od 2. Je to teda jedna z cifier 6, 8. Rozoberme oba
pripady:

e Nechd = 6.

Potom a = 9. Dostavame tak trojcislia 945 a 672. Ich sucet je naozaj 1617 a stcin je 635040, Cize sku-
tofne sa konci na 40.

e Nechd = 8.
Potom vSak a = 7 = e, €o nie je moZné.
e Nechb = 6.
Cislo b + e sa kondi na 1, tak¥e nutne e = 5 = ¢, ¢o nie je moZné.
e Nech b = 8.
Cislo b + e sa konéi na 1, takZe nutne e = 3. Dostavame tak a8 + d3 = 161, takze a + d = 15.

Cifra d je parna, nenulova a rézna od b aj od f CiZe od 8 a od 2. Je to teda jedna z cifier 4, 6. Rozoberme oba

pripady:
e Nechd = 4.
Potom a = 11, o je spor.
e Nechd = 6.

Potom a = 9. Dostavame tak trojcislia 985 a 632. Ich sucin je vSak 622520, ¢o je spor.

Zhrnutim dostavame, Ze Majkine ¢isla st 945 a 672 a ich stcin je 635040.

29-1-6

Zadanie:

Kristina zvolila isté neparne prirodzené ¢islo delitelné tromi. Jakub s Davidom potom skimali trojuholniky,
ktoré maju obvod v milimetroch rovny Kristinou zvolenému &islu a ktorych strany majt dizky v milimetroch
vyjadrené navzajom roznymi celymi cislami. Jakub nasSiel taky trojuholnik, v ktorom najdlhSia zo stran ma
najvaésiu moznu dizku, a tito hodnotu zapisal na tabulu. David nasiel taky trojuholnik, v ktorom najkratsia
Z0 stran ma najvadsiu moznt dizku, a tito hodnotu tieZ zapisal na tabulu. Kristina obe dizky na tabuli spravne
sc¢itala a vySlo jej 1681 mm. Urcte, ktoré ¢islo Kristina zvolila.

RieSenie 1:

Obaja chlapci teda maju rozdelit Kristinino ¢islo n na tri kladné celé c¢isla tak, aby medzi nimi platila trojuholnikova
nerovnost, teda aby sucet dvoch najmensich bol vacsi ako najvacsie.

Jakubovo najvacsie ¢islo musi byt mensie ako % (napriklad v pripade n = 15 by muselo byt mensie nez 7,5). Cislo

n je neparne a delitelné troma, takze n — 1 je parne a kladné. Jakubovo ¢islo teda mdze byt najviac "T_l (vnasom
n-1
==-2

pripaden = 15 by to teda bolo najviac 7). Tato hodnota vyhovuje, zvy$né dve Cislamo6zu byt napriklad 2an— =

Vv n-3 v ’
Cize == (v naSom pripade 2 a 6).

Davidovo najvacsie ¢islo musi byt mensie ako g (v nasom pripade 5). Cislo n je neparne a delitelné troma, takze %
je prirodzené a asponi 2. Davidovo c¢islo teda mo6Ze byt najviac % — 1 (v naSom pripade 4). Tato hodnota vyhovuje,
zvy$né dve mozu (dokonca musia) byt 2 a T + 1 (v nasom pripade 5 a 6).



Sucet ¢isel oboch chlapcov je podlazadania 1681 (v naSom pripade je to 7+4 CiZe 11, takZe nds pracovny predpoklad
n = 15 zrejme platit nebude). Plati teda:

n_1+(n 1)—1681
2 3 B ’

3(n—1)+2n—6=6-1681,
3n—3+2n—6= 10086,

5n = 10095,
n = 2019.
To znamen4, Ze Jakubovo cislo je % ¢ize 1009 (a zvysné dve strany jeho trojuholnika su napriklad 2 a 1008),
a Davidovo ¥ — 1 ¢ize 672 (a zvysné dve strany jeho trojuholnika st 673 a 674). Ich stcet je naozaj 1681.

Kristinino ¢islo je 2019.
RieSenie 2:

Oznac¢me Kristinino ¢islo n. KedZe je delitelné tromi a je neparne, plati n = 6k + 3 pre nejaké nezaporné celé ¢islo
k.

Oznaéme diZky stran Jakubovho trojuholnika a, b, c, pricom a > b > ¢ a podla zadania a + b + ¢ = 6k + 3. Podla
trojuholnikovej nerovnosti plati a < b + c. Po pri¢itani a k oboch strandm rovnice dostdvame 2a < a+ b + ¢ =
6k + 3, takZe po vydeleni ¢islom 2 mame a < 3k + %, atedaa < 3k + 1. Hodnota na pravej strane sa naozaj
moze nadobudnut, a to napriklad vtedy, ked a = 3k + 1, b = 3k a ¢ = 2. Vtedy totiZ naozaja > b > c, plati aj
a+b+c=@k+1)+3k+2=06k+ 3 =natieZtrojuholnikova nerovnost a = 3k + 1 < 3k + 2 = b + c. Jakub
teda na tabulu napisal ¢islo 3k + 1.

Ozna¢me diZky stran Davidovho trojuholnika d, e, f, pricom d > e > f a podla zadaniad + e + f = 6k + 3. Ked%e
ideocelédisla,plati f +1 <eae+1<d,ateda f + 2 < d. Potom teda plati

6k+3=n=d+e+f=2({(f+2)+(f+1)+f=3f+3,
z Coho 6k > 3f, ateda 2k > f. Hodnota na lavej strane sa naozaj mdze nadobudnut, a to napriklad vtedy, ked’
d =2k+2,e =2k+1af = 2k.Vtedy totiznaozajd > e > f,platiajd+e+f = 2k+2)+(2k+1)+2k = 6k+3 =n
a tiez trojuholnikova nerovnost d = 2k + 2 < 4k + 1 = (2k + 1) + 2k = e + f. David teda na tabulu napisal ¢islo
2k.

Sucet Jakubovho a Davidovho ¢isla je (3k + 1) + 2k a zaroven podla zadania 1681. Z toho dostavame 1681 =
Bk + 1) + 2k = 5k + 1, takze 1680 = 5k, a teda k = 336. To znamen3, Ze Jakubovo ¢islo je 1009 (a zvysné dve
strany jeho trojuholnika st napriklad 1008 a 2), Davidovo Cislo je 672 (a zvySné dve strany jeho trojuholnika st 673
a 674), takze ich sicet je naozaj 1681, a Kristinino c¢islo je 2019.
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