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Uvod a histéria

"Science is a differential equation. Religion is a
boundary condition.”

— ALAN TURING
(1912-1954)

Co je diferencialna rovnica?

”Rovnica obsahujuca zavislu premennu (funkciu) a jej derivacie podl’a nezavis-
lych premennych.”

Je y(y(x)) +y'(x) =sinx DR? - potreba korektnej definicie;
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e Teoria DR - vznik kalkulu, koniec 17. storocia;

i
e 1676, WM vyriesil DR pomocou nekoneénych radov;
e 1693, vyrieSil ’svoju” prvu DR.

Newton circa 1671 napisal Clanok” The Method of Fluxions and Infinite Series,
kde klasifikoval 3 triedy DR:

dy ou ou

dy
a_f(y)a a_f(xay)a xa_i_ya_y_u'

“Publikovany az v roku 1736.
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V dnesSnej dobe rozliSujeme niekol'’ko zakladnych typov rovnic suvisiacich s
infinitezimalnym poctom:

Obycajné diferencidlne rovnice;

Parcialne diferencialne rovnice;

Diferencné rovnice;

Stochastické diferencialne rovnice;

Integralne rovnice.

Podl'a Edwarda Inceho (1§91—1941), uz v roku 1675 Gottfried Leibniz napisal
prvid DR v tvare fxdx = 3.
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e Nasledovnici Leibniza - bratia Jacob Bernoulli (1654-1705) a Johann Ber-
noulli (1667-1748);

e 18. storoCie - Leonhard Euler (1707-1783), Daniel Bernoulli (1700-1782), Jo-
seph Lagrange (1736-1813), Pierre Laplace (1749-1827);

e 1739 - Leonhard Euler pouzil metddu integracného faktora;

e 1828 - George Green (1793-1841) "ma nieCo doCinenia” s integrabilitou vek-
torového pol’'a (totdlny diferencial nejakej funkcie);

e Dal3{ “rovni¢iari” - William Hamilton (1805-1865), Carl Jacobi (1804-1851),
Adrien-Marie Legendre (1752-1833), Johann Pfaff (1765-1825).
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Motivacné ulohy

Brachistochrona (z gréckeho brachistos najkratsi, chronos Cas)

"Given two points A and B in a vertical plane,
determine the path AM B along which a moving
particle M, starting at A and descending solely under
the influence of its weight, reaches B in the shortest
time.”

— JoH. BERNOULLI
(1696)

o V1+()2\2gy=K, K#0

0.3 _ y 2 _ 1
® X = aarccos(l — 5) — V2ay-y:, a= 4gK?
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f—‘ Problém 2.0.1 (ZmieSavaci problém). I

v
50 1/ min
koncentracia alkoholu =50 %

\

50 f,a"f min

e zaCiatoCnd koncentricia je
10%:;

e dokonalé mieSanie;

e Akda bude koncentracia po 10
min?
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f—‘ Priklad (Asteroida). I \

Treba n4jst’ krivku,
ktora:

e ma v kazdom bode dotycCnicu,

e usek dotyCnice medzi osami je a > 0
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~ Priklad (Asteroida).

rovnica dotyCnice:

Y—f(x) = f(X)(X=x),y=f(x), f'(x) #0

A:[x_ f)

f’/(x)’ O] ’ B = [O’ f(X)—Xf,(X)]
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r—{ Priklad (Asteroida).

rovnica dotycCnice:

Y=f(x) = f[(0X=x), y = f(x), f/(x) #0

A= [x— ]{((i))()] B = [0, f(x)-xf'(x)]
Dostavame tak nelinearnu DR v tvare
2
X - ;((z)) +[f(x) = xf' (0] = a®
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r—{ Priklad (Asteroida). }

(<J<Jlal

I EIEIREED

e Redlna algebrickd krivka 6
stupna;

o 23 +y2/3 = g2/
e Patri medzi superelipsy;

e Vznikd aj "rotaciou kruznice po
kruznici".



http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/DFR.html

,-[Priklad (Rovnovédzna cena produktu).}

e Cena tovaru p(x) - obvykle urCovana rovnovdhou medzi dopytom
qa(t) a ponukou g(1);

e Obe zdvisia od ceny, ale aj od jej zmeny (dynamiky);

e Predpokladajme teda:

qs:a0+a1p+a2p’, qd:b0+b1p+b2p’, Cl,‘?&bi, I = 1,2
e Uréme rovnovaznu cenu :

ga=qs = (a—by)p’ + (a1 — b1)p = ap — by.
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Zakladné pojmy a metody rieseni DR 1. radu

Definicia 3.0.1.

Nech F(x, zg, 21, . - - , Zn) j€ redlna funkcia (n+2), n > 1 premennych, ktord
vzhl’adom k premennej z,, nie je konStantnd, definovana na oblasti (otvo-
rend sdvisld) Q ¢ R x R"*!, Potom vyraz

Fx,y,y,....y") =0 (3.1)

nazyvame obycajnou diferencialnou rovnicou n-tého radu.
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Prirodzene budeme pozadovat’, aby rieSenim bola funkcia (mnozina funkcii ?!),
ktoré splna tieto poziadavky:

e musi sa dat’ dosadit’ do rovnice - existencia prisluSnych derivicii;

e moze nadobudat’ (aj jej derivacie) len také hodnoty, ktoré patria do definic-
ného oboru F;

e po jej dosadeni (aj jej derivacii) musi byt F identicky rovnd nule.

Definicia 3.0.2.

(Klasickym) rieSenim DR (3.1) v Q na intervale / C R nazyvame
funkciu ¢ € C"(I), pre ktoru plati rovnost’ (3.1) a pre kazdé x € [
je (x,p(x), ' (x),...,¢"(x)) € Q. Graf rieSenia nazyvame integralna
krivka.

A Poznamka 3.0.3.)

Znatime f € CK(U), U C R" je otvorend, ak f m4 vietky parcidlne deri-
vacie k-t€ho radu spojité na U.
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r-[Poznémka 3.0.4.}

VSimnime si, Ze rovnica (3.1) je vo vSeobecnosti v implicitnom tvare.

Ak intervalu [ patri krajny koncovy bod, uvazujeme prislusna jedno-
strannud derivaciu.

Vsimnime si, Ze vzt'ah y'(x) = (y o y)(x) nespfﬁa nasu definiciu diferen-
cidlnej rovnice, ide o nelokalny typ operatora - kompoziciu, ale derivéicia
je lokdlny typ operdcie a tak je to pre nds nepripustné.

\

 Poznamka 3.0.5.

Rad diferencidlnej rovnice je najvyssi rad derivacie, ktord v rovnici vystu-
puje. Niekedy je vSak mozné rad rovnice znizit .

Rovnicu (3.1) nazveme linearnou, ak je F linedrna funkcia v premenne;j
y a jej derivéciach.

\

~ Priklad.

e y — x*y =sinx je (linedrna) ODR prvého radu

e p=—%sing je (nelinedrna) ODR druhého radu
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Definicia 3.0.6.

Ak y je rieSenim (3.1) v Q na intervale I a y je rieSenim (3.1) v Q na
intervale 7, kde I ¢ I, pricom y = ¥ na I, potom hovorime, Ze ¥ (y) je
prediienim (ziiZenim) y (§) na interval I (I). RieSenie, ktoré v Q nie
je mozné predizit nazyvame maximalne. Riesenie definované pre kazdé
x € R nazyvame globalne. ¢

“Zrejme globdlne rieSenie je maximalne.

{Poznémka 3.0.7 j

Castokrat sa ndm nepodari ndjst’ rieSenie DR (3.1) v explicitnom tvare.
Niekedy v§ak vieme ndjst’ také, ktoré spliia rovnicu ¥(x,y) = 0 a je teda
dané implicitne. V niektorych pripadoch ho dokonca ndjdeme “iba” v pa-
rametrickom tvare.

,-[Priklad (Neurcity integral, primitivna funkcia).}

Formulécia problému:
pre danu f € C(a, b) ngjdite vSetky funkcie y definované na (a, b), ktoré
tam vyhovuji rovnici y' = f(x).

Zrejme rieSenim je mnoZina primitivnych funkcii. Vieme to zapisat’ aj
pomocou funkcie hornej hranice: y(x) = y(xp) + fx ); f(s)ds, xo € (a,b).
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Videli sme, Ze rieSeni DR moze byt aj nekoneCne vel’a. Ak by sme vSak zvolili
jeden bod v (a, b)xXR, rieSenie by uz bolo iba jedno. Vo vSeobecnosti pri rieSeni DR
n-t€ho radu obvykle dostaneme rieSenie obsahujuce n “vol'nych” parametrov. Tato
definicia je viac-menej ovplyvnena tedriou pre linearne DR, kde priestor rieSeni je
vektorovym priestorom.

Poznimka 3.0.8.

VSeobecné rieSenie DR (3.1) nazveme jej n-parametricku triedu rieSeni.

Definicia 3.0.9.

Partikularne rieSenie DR (3.1) nazveme rieSenie, ktoré neobsahuje
Ziadne ”vol'né€” parametre.

~ Priklad. )

Nelinedrna DR (y’)> + xy’ = y md l-parametrickd triedu rieSeni y(x) =
.~ 2. v e e ey .
cx + c%, ¢ € R, ale funkcia y(x) = —7 je tieZ jej rieSenim.

Vidime teda, zZe pre nelinearne DR existuju aj rieSenia, ktoré sa nedaju zahrnut’ do
jednej parametrickej triedy.
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A Poznémka 3.0.10. \

Singularne rieSenie nazveme také rieSenie, ktoré nie je mozné zahrnut’
do parametrickej triedy rieSeni.

Navyse, existuju rovnice, ktoré obsahuju iba jedno partikularne rieSenie a samoz-
rejme aj rovnice, ktoré nemaju Ziadne rieSenie - [y’| + 1 = 0.

 Problém 3.0.11.)

Ukazte, ze nasledujuce DR prvého, resp. druhého radu maju iba jedno
partikuldarne rieSenie a to rovnaké.

) +y* =0, () +*

0.
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K partikularnemu rieSeniu vedie napriklad tloha najdenia takého rieSenia DR
(3.1), ktoré vyhovuje danym zaciatocnym podmienkam

y(x0) = Y0, ¥ (X0) = 1, .. ., Y D(x0) = Yoo

- tzv. Cauchyho dloha. Tymito podmienkami vlastne vyberieme konkrétne riese-
nie prechddzajuce bodom (xg, yo, ..., Yn—1)-

Problémom je, Ze cez dany bod mo6ze prechadzat’ jedno (pripadne Ziadne), ale
aj viac rieSeni. Napr., rieSenim nasledujucej Cauchyho ulohy je y(x) = 0, ale aj
I-parametricka trieda funkcif :

,-[Priklad (Nejednoznacnost’ rieéenia).}

i ey =y, ¥(0)=0
o 5(2) 0, ak x <,
[ ] X) =
Y (x:f)z, inak.
4

-3 -2 -1 0 1 2 3 4
t
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3.1. Niektoré Specifické typy DR

I) a) Rovnice v tvare
» = f(x),
maju rieSenia v tvare

n-1 _ i 1 X
=3, P e | o rel

ktoré mozno ndjst’ postupnym integrovanim.
b) F(x,y"™) sa dd vyjadrit' “iba” parametricky, tj. x = @(t), Y™ = y(?),

potom y"=D = f ymdx = f Y()g'(H)dt + C; = (¢, Cy) a postupnym
integrovanim dostaneme y = (¢, Cy, ..., Cy).

II) V pripade F(x,y®,...,y™) = 0, 1 < k < n — 1, pouZijeme substiticiu
y® =z, &o redukuje rad rovnice - F(x,z,7,...,2"®) = 0.

III) V pripade F(y,y',...,y™) = 0, pouZijeme substitticiu y’(x) = z, kde y bude
nova nezavisla premennd, a zniZime tak rad rovnice. Napr. v pripade n = 2
mame y”’ = g—; z,teda F(y,z,7’z) = 0.
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 Problém 3.1.1. |

Ukazte, ze plati vztah v (Ia).
Znizte rad rovnice y = f(y""=?) tak, aby to bola DR prvého radu.
Znizte rad rovnice y” = f(y) tak, aby to bola DR prvého radu.

~ Priklad.

V rovnici x = e —(y’)?> polozme y”’ = y(t) = t, x = ¢(t) = &' —1*. Potom
dy’ =y’ dx = t(e’ — 2¢) dt implikuje y = e'(r — 1) — % + ¢1 a nakoniec

t 3 21 4¢
y(f):(5—Z)Czt—(?—2t+2—C1)et+E—C11‘2+C2,

Co spolu s ¢(¢) dava 2-parametricku triedu rieSeni v parametrickom tvare.
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Uvazujme DR 1. radu (s explicitne vyjadrenou derivéaciou - v tzv. normalnom
tvare)

Yy = f(x,y) (1IR)

na oblasti {2, kde je f definovana.

e Smerové pole DR y = y — x vy-
znacené Cervenou farbou a izokliny
vitvarey — x = c.

e Bodu (x,y) € Q, je priradend smer-
nica dotyCnice k integralnej krivke.

e Mnozina (); sa nazyva Smerové '
pole DR (IR). e Integralne krivky zndzornené mod-

rou farbou.
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e Izoklina je krivka, ktorej kazdému bodu je priradeny ten isty smer (ma v
kazdom bode rovnaky spad) bez ohl’adu na zaciatocné podmienky.

e Pomocou izoklin zobrazujeme tzv. gradientné pole.

e Ide teda o graficki metddu rieSenia DR.

Problém 3.1.2.

Znazornite smerové pole a integralne krivky diferencidlnej rovnice y’ = x.
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3.2. Separovana a separovate’na DR

e Separaciu premennych zaviedol v rokoch 1690-1694 Jacob 1. Bernoulli.

e V roku 1690 v praci v Casopise Acta Eruditorum uézal, Ze problému tautoch-
rony je ekvivalentny s DR istého typu.

e VSeobecne tuto metddu nédjdenia rieSenia sformuloval v roku 1694.
DR tvaru
P(x)+ Q)Y =0 (S)

sa nazyva DR so separovanymi premennymi. Metdoda rieSenia takychto DR je
vel’'mi jednoducha.
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Veta 3.2.1.

Nech P € C(a,b), Q € C(c,d). Potom ¢ je rieSenim rovnice (S) na inter-
vale J C (a, b) vtedy a len vtedy, ked’ je na J implicitne urena rovnicou

f P(x)dx + f O()dy =c, ceR. (FR)

Navyse, ak Vy € (¢,d) Q(y) # 0, potom kazdym bodom intevalu (a, b) X
(c, d) prechadza jedind integralna krivka DR (S).

{Poznémka 3.2.2.}

Funkciondlna rovnica (FR) predstavuje vSeobecné rieSenie DR (S), avSak
vo vSeobecnosti ’iba” v implicitnom tvare.
DR (S) nema singularne riesenia.
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DR tvaru

P1(x)P2(y) + Q1(0)02(y)y" = 0 (SP)

sa nazyva separovatel’na DR. Predpokladajme, Ze P, Q; € C(a,b), P;, Q) €
C(c,d). Ak Q1(x)Pr(y) # 0 na (a,b) X (c,d), tak sa rovnica (SP) d4 previest’
jednoduchou dpravou na rovnicu so separovanymi premennymi:

Pi(x) Oy ,
+ y =
O1(x)  Pa(y)

Rovnice (SP) a (SPb) su za dané¢ho predpokladu ekvivalentné, tj. maju ta istd mno-
Zinu rieSend.

0. (SPb)
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Vo vSeobecnosti samozrejme predpoklad Q(x)P>(y) # 0 na (a, b) X (c, d) neplati.
V tomto pripade rieSenia rovnice Q;(x)P,(y) = 0 rozdelia interval (a, b) X (¢, d) na
podmnoziny, kde uz budi rovnice (SP) a (SPb) ekvivalentné.

F[Poznémka 3.2.3.}

Rovnica (SP) mdze mat’ singuldrne rieSenia, ale len tie, ktoré splnaju rov-
nost’ P>(y) = 0 (nemusia sa vSak byt’ singuldrne). In€ rieSenia uz rovnica
(SP) nemdZe mat’.

~ Priklad.

N4jdime vSetky rieSenia rovnice

xdx+(y+1)dy =0.

Mime [xdx+ [(y+1)dy =0, alebo x* + y* + 2y = C.
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3.3. Homogénna a zovSeobecnena homogénna DR

e Jacob L. Bernoulli redukoval homogénnu DR prvého radu na separovatel’nu.

e Dnes uz vieme, Ze metdda, ktoru pouZil je zaloZzena na transform4cii premen-
nych.

e So svojim bratom Johannom I. transformovali aj d’alSie DR na explicitne rie-
Site'né DR.
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Definicia 3.3.1.

Funkciu F(xy,..., x,) nazveme homogénnou funkciou stupna k, k € Ny,
ak platf F(tx1,...,tx,) = t*F(xy,...,x,) prekazdé t £ 0a (x1,...,x,) €
Drp. Pripadne hovorime o podmnozine U C Dy, kde uvedena vlastnost’
plati.

~ Priklad.

Funkcia G(x,y) = x*> + y* — xy je zrejme homogénna funkcia stuptia 2 na
RZ.
Funkcia H(x,y) = In (%) je homogénna funkcia stupna O na Dy.

Funkcia J(x,y) = y* — x nie je homogénna funkcia Ziadneho stupiia.

 Problém 3.3.2.)

Urcte D H-
Zistite stupeti homogenity funkcie f(x,y,z) = x’y*z°.
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DR tvaru

P(x,y) + O(x,y)y =0,

kde P, O su homogénne funkcie rovnakého stupnia na oblasti M, nazyvame homo-
génna DR. Nasledujica veta ddva ndvod ako transformovat’ rovnicu (H) na DR

ktord uz vieme riesit’.

Veta 3.3.3.

Substiticia y = xu prevedie DR (H) na separovatel'ni DR tvaru

P(l,u)+ Q(l,u)u+xQ(1,u)u’ = 0. (Sh)

Navyse, ak u riesi rovnicu (Sh), potom x u(x), x # 0 riesi rovnicu (H). Ak
y riesi rovnicu (H), tak existuje riesenie u rovnice (Sh): y = x u.

F[Poznémka 3.3.4.}

(H)

Zrejme rovnicu (H) je mozZzné previest’ na DR y’
polpriamky y = k x, x # 0 su izokliny.

:f(ﬁ)prexiOa
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~ Priklad. )

Uvazujyme DR

Domovska stranka

y(l +ln)—;)—xy' = 0.
X
Zrejme P, Q su homogénne funkcie stupna 1 na mnozine, kde xy > O. fitdina strana

Transformdaciou y = xu dostaneme rovnicu
Obsah

ulnu =xu'.

T4 ma 1-parametrickd triedu rieSeni u(x) = e“*, ¢ € R, ktord obsa-
huje aj rieSenie u(x) = 1. VSetky rieSenia pdvodnej rovnice obsahuje 1-
parametricka trieda: y(x) = xe*, ¢ € R.
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DR ktoré je mozné previest’ na tvar
Spat
r_ Y
y==217 (X" y™), (Hz)

Full Screen

kde n,m € Z nazyvame zovSeobecnena homogénna DR. Analogicky pouZitim
substitucie z = x"y" (na prisluSnej mnozine) transformujeme (Hz) na separova- Zatvort
tel'na DR

IARRRERNNE

xZ7 =nz+mzf(2). E—
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{Poznémka 3.3.5.}

Zrejme pre n = —m ide o homogénne DR.

\.

~ Priklad.

Uvazujyme DR
2
Y+5-y =0,
X
ktort upravime (na prisluSnej mnozine) na tvar y’ = %(x y— x%) Ide o
zovS. homogénnu DR s n = m = 1. Pouzitim z = xy obdrzime separova-

teI'na DR 5
Z
7 = —(1 +z——).
X Z
Odtial’ z(x) = cj_i’f, c € R, kde rieSenie z(x) = —2 je uz obsiahnuté. AvSak
singuldrne rieSenie z(x) = 1 nie (v§imnime si, Ze pre |c| — oo by to tak
bolo).
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DR tvaru

(R)

, ax+by+c
y=f ,
ax+py+y

kde f je spojitd funkcia a a® + b*> + o + 8% > 0, vieme transformovat’ na DR, ktoré
uz vieme rieSit’:

i) pripad b = B8 = 0 - DR so separovanymi premennymi,

ii) pripad ¢ = y = 0 - homogénna DR stupna 1,

a b
@ B

¢o prevedie rovnicu (R) na separovatel’'niu DR

z:a+bfo+C)

ety

iii) pripad b*+5%> >0 a ‘ =0-BUNV b #0,polozmea = L, z=ax+by,

iv) pripad # 0 - Substiticia x = xo + u,y = yp + v, v = v(u), pricom

a b
@

X0, Yo : axo+byy+c=axyg+By+ v =0 vedie na pripad ii).
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~ Priklad.

Rovnica
,  Xx—2y+3
Y= 2x—4y+5
je pripad ii1). Zregme y # py = #. Polozme z = x — 2y, potom po
uprave dostaneme DR pre z: 7' = —2%5. Jej integraciou obdrzime rovnicu

2+57=-x+C, CeR,z# —%. TakZe graf rieSenia leZi na kuZel oseCke
x2 — 4xy + 4y* — 6x — 10y — C = 0. Koeficienty kvad. &asti spliiaji
B> —4AC =16 — 16 = 0, teda ide o parabolu (s naklonenou osou p).

N CIRE EREE
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~ Priklad.

Rovnica
, o 2x+ 2)?

YT vy - 12

je pripad iv). TakZe z rovnic

yvo+2=0, xo+y0—1=0

mame xy = 3, yp = —2. Po transformdcii u = x — 3, v = y + 2 dostaneme
homogénnu DR
, 212
Vo= —.
(u + v)?



http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/DFR.html

3.4. Linearna DR prvého radu

Linearnou DR prvého radu nazyvame rovnicu, ktord ma tvar
Y + p(x)y = g(x), (1L)
kde p,g € C(a,b). Ak g = 0 na (a, b), tak rovnicu
Y + p(x)y =0, (1Lh)

nazyvame homogénna“ DR prvého radu, alebo aj DR prvého rddu bez prave;j
strany. Zrejme trividlne rieSenie y = 0 riesi (1Lh) pre kazdé p € C(a, b). NavysSe je
tato DR separovatel'nd a pre y # 0 dostaneme |y| = ce™J P®dx ¢ > 0.

“Pozor, nemyl’te si tento pojem s pojmom zavedenym v kapitole 3.3.
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Z. toho vieme, zZe 'ubovol’'né rieSenie (1L.h) je tvaru
y=ke JPO& peRr

a je definované na celom intervale (a, b). NavySe pre k > 0 (< 0) je y(r) > 0 (< 0)
pre kazdé x € (a, b). Zvol'me teraz (xy, yo) € (a,b) X R a urCme k. Plati
Yo = ke_f pdx|_
a teda ’
() = yoe 0% x € (a,b).

Ukéazali sme teda, ze kazym bodom pasu (a, b) X R prechadza jedina integralna
krivka a aj to kde cela lezi. NavySe jedina integralna krivka prechadzajica bodom
naosio,jey = 0.
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Teraz pristipime ku rieSeniu DR (1L) a to pomocou dvoch metdd:

e Lagrangeova metoda variacie konstant (parametrov) - koniec 18. storocia
(Euler, Johann Bernoulli);

— VSeobecnd metdda pri rieSeni nehomogénnych DR;

— Rozpracovandaj pre linearne PDR;
e Metoda integracného faktora - 1763, Leonhard Euler (Johannov Ziak);

— Ddlezita hlavne pre tzv. (ne)exaktné DR;

— Vo vSeobecnosti nemusi byt’ jednoduché ju pouzit'.
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LMVK je nasledujuca. Vieme, Zze homogénna DR (1Lh) prisluchajica DR (1L)
ma vSeobecné rieSenie
y(x) = ke JPOd& p e R

Predpokladajme teraz, ze
y(@) = k(e [P0

(tj. namiesto konStanty k uvazujeme funkciu k(x)) rieSi (1L). Ak takato funkcia
k(x) existuje, tak zrejme k € C!(a,b) (preco ?). Po dosadeni do rovice (1L) a
uprave dostaneme, Ze k(x) musi byt’ rieSenim rovice

k' (x) = g(x) el A gy
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~ Veta 3.4.1. ]
Nehc p, g € C(a, b), potom

(a) funkcia
y(x) — e—fp(x)dx [fg(x) efp(x)dx dx]
je vSeobecné rieSenie DR (1L) na (a, b);

(b) vSeobecné rieSenie DR (1L) sa rovna suctu vSeobecného rieSenia DR
(1Lh) a partikularneho rieSenia (1L);

(c) kazdym bodom pésu (a, b)XR prechddza prave jedna integralna krivka,
ktoru vytvara rieSenie

X X u
y(x)=¢e iR [f 2(u) el PO gy 4 Yol

X0
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Existuje viacero sposobov ndjdenia rieSenia rovnice (1L). Uvedieme si eSte me-
tédu integracného faktora. Vyndsobme rovnicu (1L) funkciou ¢ € C'(a, b), ¢ % 0,
tj. dostaneme ekvivalentnu DR

P(x) Y + ¢(x) p(x)y = P(x) g(x). (1LF)

Pokusme sa napisat’ I'avu strana tejto rovnice ako derivicia sucinu ¢y, ked’ zZe
rovnica (ILF) by uz bolo potom priamo integrovatel'nad. Otazkou je, Ci takéto
funkcia existuje a ako ju ngjst’.

na (a, b) ma platit’ (¢(x)y)" = ¢(x)y" + ¢(x) p(x)y;
teda ¢’(x) = ¢(x) p(x);

nakoniec ¢(x) = eJ P e

takychto funkcii je nekoneCne vel’a - nam staci jedna z nich, ktoru nazveme
integracny faktor.
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Zrejme z rovnice (¢(x) y)" = ¢(x)g(x) potom hned” méame

1
$(x)

e samozrejme, dostali sme rovnaky vysledok ako pri LMVK;

y(x) =

e je dobré si uvedomit’, preCo ¢ existuje a je dostatoCne hladks;

e ak g = 0, tak rieSenie homogénnej rovnice ostava v platnosti;

f H(X)g(x)dx = e~ J P dx [ f o(x)ed PO dx], x € (a,b).
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3.5. Bernoulliho DR

Bernoulliho DR nazyvame rovnicu

Yy + p(x)y = g(x)y*,

pricom p,g € C(a,b),g #0aa R\ {0,1}.

(B)

F[Poznémka 3.5.1.}

e Pre = 0 je to rovnica (1L).

e Pre = 1 je to rovnica (1Lh) a aj (S).
e Pre @ > 0 ma rovnica (B) vzdy trividlne rieSenie, pricom

— pre @ > 1 je partikuldarnym rieSenim;

— pre a < 1 je singularnym rieSenim.
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Motivécia: pre y € Cl(a, b) plati (yz)/ = 2yy’ a navyse aj (") = p(y)™ 'y’ pre
“rozumné” hodnoty m. Prendsobenim rovnice (B) vyrazom (1 — a)y™® dostaneme
rovnicu

(1-a)y™ ™ +(1-a)px)y' =1 - a)gx).

Z motivicie : uvaZzujeme substiticiu z = y'=?, odkial' 77 = (1 — @)y~®y’. Touto
transformaciou obdrzime nehomogénnu linearnu DR prvého radu

7+ -a)p(x)z=(1-a)g), (BL)

ktord uz vieme riesit’.
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[Veta 3.5.2.]

Nech p,g € C(a,b),g #0aa € R\ {0, 1} a zrieSi DR (BL). Potom kazda
funkcia, ktord je na J C (a, b) rieSenim yl‘“ =z, mana J derivaciuay # 0
je na J rieSenim DR (B). Nech y # 0 riesSi na J DR (B). Potom existuje
také rieSenie z DR (BL), Ze z = y'“ na J.

~ Priklad.

Majme rovnicu xy’ — 4y = x? \Y. Zrejme y = 0 je jej rieSenim. Je to
rovnica typu (B) s @ = % Substiticiou z = 4/y dostaneme DR

2x7 — 4z = X°,

v 2 N e .
ricom z(x) = = In|c x|, ¢ # 0 je jej vSeobecné rieSenie. Z toho
p 3 J€ JE]

x4
y(x) = Zlnz lc x|, ¢ #0.

Domovska stranka

Titulna strana

Obsah

Strana 51 z 165

Spat

Full Screen

Zatvorit'

Koniec

i


http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/DFR.html

F[Poznémka 3.5.3.}

Zaujimavym faktom je, Ze rovnica (B) sa da rieSit’ aj pomocou LMVK.
Zrejme preto, Ze tato rovnica je ekvivalentna s linearnou DR prvého radu
(¢o my uz to ale vieme). Naozaj, nech cyy je rieSenim linearnej Casti DR
(B). H'adajme rieSenie rovnice (B) v tvare c(x) yo. Po zderivovani méame

c’(x) yo + c(x) yy + p(x)c(x) yo = g(x)c(x)” yg,
t.
¢’ = g yg

ked’Ze yq riesi linedrnu Cast’ rovnice (B). Co je separovatel'nd DR pre ne-
znamu funkciu c.
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3.6. Exaktné DR

Ukédzeme si eSte metddu integrovania istej triedy diferencidlnych rovnic prvého
radu - teda spdsob ako ndjst’ rieSenie. Pre spojité funkcie M(x, y), N(x, y) uvazujme
dx _ N(xy)

= - . M %0. (3.2)
dy M(x,y)

Dotykovy vektor (1, %) ku grafu funkcie y(x), tj. ku grafu rieSenia prvej rovnice,
je ortogondlny k pol'u (M, N). Podobne je to u druhej rovnici. Po tprave rovnice
(3.2) vyjadruju to isté a sice

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.
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Definicia 3.6.1.

Nech Q € R" je otvorend, potom pole T : Q — R” nazyvame potencia-
lové (konzervativne), ak existuje (dostatocne hladkd) funkcia U : Q — R
tak, Ze VU = T na Q. Funkcia U sa nazyva potencial pol'a T.

r{ Priklad.
xtyt

Zrejme U = —— je potencidl pol'a T = (2x%,2y%) na R2.
Nie je vSak zreyjmé, Ze pole S = (y, —x) nema potencidl.

Potrebujeme si zaviest’ novy pojem suvisiaci so suvislost' ou mnoZziny, ktory bude
silnej$i. VoI'ne povedané: nechceme aby mnoZina obsahovala “diery”. Najprv vSak
jeden pekny pojem z oblasti topoldgie.

Definicia 3.6.2.

Nech X, Y su metrické priestory. Dve zobrazenia fp : X — Yand f; : X —
Y nazveme homotopické ak existuje spojité zobrazenie H : [0, 1]xXX — Y
tak, ze H(0,x) = fo(x) a H(1,x) = fi(x) Vx € X. Zobrazenie H nazyvame
homotopia.
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~ Priklad.

e L ubovol'né zobrazenie f : S! — R? je homotopické so zobrazenim
g(x) = (0,0),Vx € S' pre H(t, x) = ¢ f(x),H : [0,1] x S' — R2.

e L ahko overime Ze kazdé dve uzavreté krivky y;,y» : [0,1] — R?
sd homotopické. Homotdpia je napr. H, : [0, 1] x [0,1] — R? dana
formulou H,(t, s) := (1 — t)y1(s) + tya2(s), t, s € [0, 1].

e Tazsie je overit’, Ze kruznice y(s) := (cos(s),sin(s)) a y(s) :=
(cos(s) + %, sin(s)), s € [0, 2] v priestore R? \ {(0,0)} nie si homoto-
pické. Neformalne povedané: kruZnicu y; nie je mozné zdeformovat’
na y; bez toho, aby sme s y; presli zaiatkom, ktory do daného pries-
toru nepatri.

e D4 sa ukézat’, Ze pre l'ubovol'né f; : X - YV, Y CR", i=1,2,kde Y
je konvexna, je H, homotdpiou.

Definicia 3.6.3.

(Oblikovo) Suvisli mnozinu D € R" nazveme jednoducho suvisla, ak
plati, ze kazda uzavreta krivka I" obsiahnutd v D je homotopicka s nejakym
bodom p € D.
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~ Priklad. )

H(xo, 1)

[0,1] xX

Hxi, 1) <Y

X0 X1

o LT REEBIEIE CEE

B
H(0, x)

Homotopia kriviek s totoznymi koncami (vI’avo) a homotopia medzi Stvor-
com a kruznicou : |x|'* + |y|'"** =1, @ € [0, 1].
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~ Priklad.

~ | N S

—

(K]<J D)) (=] (+ ]I D)> )] (=] +]

Krivky y1,7v,> s homotopiami Hi(¢t, s) = (1 — )y 1(s) + ty2(s) a Hy(t, s) =
(1 = 20)y1(s) + 21(2,0), (t,s) € [0,1] x [0, 27];
(2-20(3,0) + (2t — Dya(s), (t,5) € [3, 11 %[0, 27].

~ Priklad.

NN EENS D

NERCIEYEY ENE ED
Jedna z moznych homot6pif v R? (preruSovanych kriviek) a v R? (hrngek,
torus - Siska).
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{Poznémka 3.6.4.}

Definicia 3.6.3 vlastne hovori, Ze kazdu uzavretd krivku vieme spojito
stiahnut’ (transformovat’) do bodu bez toho aby sme opustili D.

Pre n = 2 to znamena Ze aj mnoZina intI'“ je obsiahnutd v D.

Pre n = 3 zasa to, Ze existuje v D plocha, ktorej I" je hranica.

Pozor, mnozina R? \ {p} je jednoducho suvisla, 1 ked” mnozina R?\ {p} nie
!

“Symbol intI" oznacuje vnutro mnoZiny ohranicenej krivkou I'.

\

 Problém 3.6.5.)

Urcte, €1 nasledujice mnoZiny su otvorené, sivislé a jednoducho suvislé.
a) {(x,y) €eR?: x>0,y >0}

b) {(x,y) eR?: x#0}

o) {(x,y) eR?: 1 <x*+y> <4}

d) {(x,y) eR?: 4<x?+y°<9 VvV 22 +y* <1}
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Pojem jednoducho siivislej oblasti sme potrebovali kvoli pripadu poli v R?, &o
koreSponduje s hI'adanim rieSeni exaktnych DR prvého radu.

~ Priklad.

Nech Ti(x,y) =~z To(x,)) = 755, x4,y € M =R*\{(0,0)}. Na M
plati

oT, 0T, _ y? — x?

ox Oy (2 +y2)?
D4 sa ale ukéazat’, ze pole T nema potencial na I'ubovol'nej (otvorenej)
mnoZine obsahujicej zaciatok.
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[Veta 3.6.6 (Nutna a postacujuca podmienka potencidlnosti pol’ a).}

I) Ak T € C'(Q, R") ma potencidl na Q, potom plati

oT ; oT;
L (x) = (X), Bj=1,2,....n (3.3)
J

ox; 0x
v Q.

II) Ak T € C'(J,R"), kde J je otvoreny interval v R” a plati (3.3) na J,
potom tam ma pole T potencial U a navySe

U(X)=f Tl(fl,az,---,an)d§1+f Tr(x1,&2,a3, ..., a,)dé

a a

e+ f T,(x1,x2,...,X5-1,&n) A€, + konst, (3.4)

n

kde a € J je 'ubovol'né.

II) Ak T € C'(D,R?), kde D C R? je jednoducho stivisl4 otvorend mno-
Zina a plati (3.3) na D (n = 2), potom tam m4i pole T potencial U a
plati (3.4) pre n = 2.
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,-[Poznémka 3.6.7 (Ako hl'adat’ potencial ?).}

Nech je splnena nutna (aj postacujica) podmienka potencidlnosti pol’a (na
nejakom intervale v R?). Nech n = 3, potom V(x, y,z) = f Ti(x,y,z)dx +
C(y,2), kde prvy Clen je pre kazdé (y, z) nejakd pevne zvolend primitivna
funkcia k T, ktord ma derivaciu podl’a y aj z. Lubovol’'nd ind primitivna
funkcia k 7' sa 1iSi o konStantu, t4 vSak mdze zavisiet’ od y, z. Pre C(y, z)

dostaneme z podmienky o p)
Y

0 0
TZ(xay’Z) = a_y le(xaya Z) dx + a_yc(ya Z)

0
Takze pre H(y,z) = T2(x,y,2) — E™ f Ti(x,y,z)dx mame
Y
C(y,2) = f H(y,z)dy + D(2).
) : 14 :
Nasledne z podmienky Frl T'5 dostaneme tvar funkcie D:
Z

9 d ,
T3(x,y,z)=a—zle(x,y,z)dHa—ZfH(y,z)dy+D(z)-
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Ak je pole (M, N) potencialové, potom I'ava strana je totdlnym diferencidlom po-
tencidlu U pol'a (M, N) - preto sa takéto rovnice nazyvaju rovnice v tvare total-
neho diferencialu, alebo exaktné diferencialne rovnice.

 Veta 3.6.8.

Ak je pole (M, N) spojité a potencidlové na okoli bodu (xg, yo) € R?,
M(x0,y0)” + N(x0,y0)" # 0

a U je jeho potencial na danom okoli. Potom pre N(xg,yo) #
0 (M(x9,y0) # 0) prva (druhd) z rovnic (3.2) ma ne nejakom okoli bodu
xo (yo) prave jedno rieSenie spliujice y(xg) = yo (x(yo9) = xo) dané rovni-
cou U(x,y) = U(xo, yo)-

A Poznimka 3.6.9.

Ak plati M(x, yo)> + N(x0,y0)*> # 0 v okoli bodu (xg, yo), potom rovnica
U(x,y) = U(xp,yo) urCuje jak funkciu y(x), tak funkciu x = g(y). Tieto
funkcie su k sebe navzdjom inverzné a ich grafy su rovnaké v dostatoCne
malom okoli bodu (xg, yo).
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~ Priklad.

N4jdime rieSenie rovnice xdx + ydy = 0 prechadzajuce bodom (xg, yg) #

(0,0). Potencial pol'a (x,y) je U = % RieSenie je dané vzt ahom x* +

y? = xg + yé a vyjadruje ho krivka - grafom je Cast’ kruznice.

Otéazkou je, Co v pripade, Ze pole (M, N) nie je potencidlové ? Pozrime sa na nasle-
dujuci priklad.

~ Priklad.

1

x’

L’ ahko sa presved¢ime“, Ze pole T(x,y) = ( %) nema potencidl. Ale pole

T(x,y) = X*T(x,y) = (x,y) ho m4.

“Staci overit’ nutni podmienku

Takze prirodzene zavedieme nasledujucu definiciu.

Definicia 3.6.10.

Funkciu u : R™ — R nazyvame integracnym faktorom pol’a T na mno-
Zzine M c R™, ak pole T = uT mé na M potencidl.
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Z. vety 3.6.6 ihned’ mame nasledujicu podmienku pre to, aby nejaka funkcia bola
integraCnym faktorom.

 Veta 3.6.11.

Ak su parcidlne derivicie pol'a T spojit€é na M c R". Aby funkcia u :
M — R so spojitymi parcidlnymi derivdciami na M bola integranym
faktorom, musi platit’

owmT) . ouT)
8)61' (X) - 8Xj

x), xeM, i,j=1,2,...,n.

Pre u(x,y) # 0 mame ekvivalentni rovnicu
uM dx + uN dy = 0.

Ak je teda u(x,y) integracny faktor pol'a (M, N), potom z rovnic (3.2) mame
rieSenie dané implicitne rovnicou U(x,y) = U(xy, yo), kde U je potencidl pol'a
(uM,uN). Teda podl'a vety 3.6.11 existuje integracny faktor a je rieSenim rovnice

M
B—NM—a—MN+p(a——a—N):O. (3.5)

To je sice parcidlna diferencidlna rovnica 1. radu a jej urCenie je vo vSeobecnosti
tazké, ale je v Specidlnom tvare a to ndm pomoze.
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Otdzka: ako ndjst’ integrany faktor ? Vo vSeobecnosti je to vel'mi t’azka dloha.
e Metoda 1.

HI'adayjme u(x,y), ktoré zavisi iba na x resp. y. Dosadenim takého u do (3.5) do-
staneme ODR, ktorej rieSenie vieme ndjst’. Teda mame u(x) = e HX® dx  H(x) =
ey Analogicky sa odvodi podmienka pre tvar integracného faktora zavisiaceho

N
iba na y.

 Problém 3.6.12. |

N4jdite touto metddou integracny faktor pre rovnicu (vyrieste ju)

3
(xzy + 2xy + %) dx + (x* + y») dy = 0.
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Aby sme mohli odvovodnit’ dalSiu metddu hl’adania IF, budeme potrebovat’ nasle-
dujicu vetu.

[Veta 3.6.13. } Domovskd stranka

I) Nech je u integracny faktor pol'a (M,N) a U je potencial pol'a
(u M, u N). Potom pre I'ubovol'nd C' funkciu ¢ je funkcia

Titulna strana

pi(x,y) = u(x,y) p(U(x,y)) Obsan

integranym faktorom pol’a (M, N) a potencidl u;(M, N) je

Ul (.X, y) = (D(U(X, y))’

kde @ je primitivna funkcia k ¢.
2) Nech u, v su integracné faktory pol'a (M, N) v okoli bodu (xg, yo), pre
ktory plati

Strana 66 z 165
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Predchadzajucu vetu pouzijeme na hl'adanie integratného faktoru poli tvaru
T = (M, + M,, N, + N,), ktory budeme hl’adat’ ako spoloCny integracny faktor
poli (M;,N;), i = 1,2. To preto, lebo ak je u ich integraCny faktor s pote-
cidlmi U;, i = 1,2, potom je tieZ integranym faktorom pol'a T s potencidlom
U=U, + U..

e Metoda II.

Ak pozname integracné faktory y; poli (M;, N;), i = 1,2 a im odpovedajice poten-
cidly U;, i = 1,2, potom podl'a vety 3.6.13 staCi ndjst’ také funkcie ¢;, i = 1,2, Ze
plati

1 §1(Ur) = pp ¢2(U2),

lebo potom funkcia u = u; ¢;(U;) bude integracnym faktorom pol’a T s potencia-
lom ®;(U;) + ®,(U,), kde ®; je primitivna funkcia k ¢;, i = 1, 2.

Domovska stranka

Titulna strana

Obsah

Strana 67 z 165

Spat

Full Screen

Zatvorit'

Koniec

IARRNERNNE


http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/DFR.html

e Metoda II1.

Ak pozname integracny faktor p; pol'a (M, N;) s potencidlom U;, potom hl a-
dame funkciu ¢, tak aby u; ¢1(U;) bolo tiez integraCnym faktorom pol’a (M>, N;).
Specidlne, ak ma pole (M;, N;) potencidl U, (u; = 1), potom pre kazdé ¢, je
#1(Uy) je IF tohto pol'a. M6Zeme sa teda pokusit’ hI'adat’ IF pol'a (M, N;) zavi-
siaceho iba od funkcie U;. Vid’ nasledujuici problém.

 Problém 3.6.14. |

Ukéazte, ze pole (M, N) ma IF zavisiaci iba na danej funkcii ¢(x,y) (.
tvaru u = H(¢(x,y)), kde H je funkcia jednej premennej) vtedy a len
vtedy, ked’ funkcia zavisi iba na ¢(x, y).

x— My

M ¢y_N ¢x

,-[Priklad (IF v Specidlnom tvare u = h(x? y? )).}

Overte, e rovnica (5x%>y—6y*) dx+(4x*>—14xy*) dy = 0 nie je exaktn4. Uk4-
Zeme, 7Ze ma integraCny faktor v tvare u = h(x? y?). Z nutnej podmienky
mame

Wy [ga(5 Ry — 65%) - py(da’ - 14| = h[742 + 1057,

tj. musi platit 5(g + 1) = 4(p +3), —-6(q +4) = —14(p + 1) a teda
p = 2, g = 3. N4jdenim IF ndjdeme aj rieSenie povodnej DR v tvare
U = x’y* — 2x°y’ = konit.
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~ Priklad.

Majme pole (M, N) = (x*> + y*> + x, ). Pole moZno zapisat’ v tvare (M; +
M,, Ny + N,), kde (M, Ny) = (x> +y%,0) a (M,, N>) = (x,y). Ked’Ze druhé
2.2
z poli je potencidlové s U, = = ery , h'addme integracny faktor v tvare

u(x,y) = h(x*> +y?),y # 0. Dostaneme tak ODR

x>+ V)W (X + ) + h(x* +y*) = 0.

konst.

T4 md rieSenie h(x* +y?) = o Tomuto integranému faktoru odpoveda

14 — 1H(X2+y2) ’ X y . v . .
potencial W(x,y) = ——— + x pol'a ()62—”2 + 1, x2—+y2) Riesenie rovnice

(x> +y*+x)dx+ydy =0
je preto dané rovnicou

In (x* + 2
(x—y)+x:kon§t.
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e Metoda IV.

Metdda pouzitim “inSpekcie”. Ukazeme si ju na prikladoch. Rovnica
a(xdy + 2ydx) = xydy, a+# 0
nie je exaktna avSak rovnica
dy 2d
a (_y + _x) = dy
y X
uz zjavne ano (i ked’ na zuZenej mnoZine).
Podobne, rovnicu
xdx + ydy = m(xdy — ydx)
prepiSeme na tvar
d(?® + yz) = 2mx*d (X)
X
Predelenim oboch strdn vyrazom (IF) x*> + y?> dostaneme exaktnt rovnicu
Ao +y?) _ 2md(3)

K2 + 32 m (%)2

d {ln (% + yz) — 2m arctan (X)} = 0.
X
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3.7. HPadanie rieSenia DR v parametrickom tvare

Nie vZdy vieme rozrieSit’ rovnicu F(x,y,y’) = 0 vzh'adom na y’. Pripadne to
vieme, ale je to DR vel'mi zlozitd a ' azko rieSite'n4. Ak tak vieme urobit’ vzhl a-
dom na x alebo vzhlI'adom na y mdze to byt’ cesta k ndjdeniu rieSenia.

{Poznémka 3.7 .1.} \

Rovnice F(y") = 0 zrejme maju (pre dostatoCne hladké F) 1-parametricku
triedu rieSeni F (y_TC) = 0.
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% Rovnice neobsahujiice h’adani funkciu.

Nech F(x,y") = 0, potom si dve moZnosti:

e ak je rovnica rozrieSend vzhl'adom na y’, tj. y, = fi(x), k = 1,...,m, tak
y = [ fiw)dx + C;

e ak nie, predpokladajme, Ze x = ¢(s), y' = ¥(s), xo = ¢(S0), Yo = y(xp), potom
zrejme

$(0)

y= Y(XO)+f Y(s(u)) du = yo+ (¢~ () du = yo+f Y(o)¢'(0) do,

é(o0)

pre dostatoCne hladké ¢, ¢, pricom cCasto je ¢(s) = s

~ Priklad.

Majme DR e +y’ = x. Zvol'me y’ = s, zrejme dy = y' dx = s(e® + 1) ds.
Teda rieSenie v parametrickom tvare“ je

x(s)=¢e’+s, y(s)= fs o(e’ +1)do.

S0

“Expl. tvar je y(x) = "—22 - LW(e") — %&)z + C, kde LW (Lambertova W-funkcia) je inverzia k
f(W) =we".
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% Rovnice neobsahujiice nezavisli premennii.

Nech F(y,y’) = 0. Opiat’ mame dve moZnosti:

e ak je rovnica rozrieSend vzhl'adom na y', tj. y, = &), kK = 1,...,n, tak
y: f % = x + C je rieSenie v implicitnom tvare;

e ak nie, predpokladajme, Ze y = ¢(s), ' = ¥(s), X0 = ?(s0), Yo = y(xp), potom

obdobne obdrzime y(s) = ¢ = ¢4 & dr = 5 ds a celkovo
"¢ ()
x(s)=xo+ | ——=du, y(s) = P(s),
0 S0 w(u)

ak je to dobre definované.

~ Priklad.
S o2

Chceme vyriesit DR y = ¢”'(y’)?. Prvd parametrickd rovnica je y(s) = e*s>.
Druha je dand integralom

Sue(u+2
x(s):x0+f Mdu:xo—eso(l+so)+es(l+s), 50, S € R.

0 u
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% D’Alembertova DR (Lagrangeova DR)
DR v tvare

y=xf(y") +g0") (D)

nazyvame D’Alembertova DR, a Specidlne pre f(z) = z Clairautova DR.

Uvedieme si najprv metédu hl’adania rieSeni derivovanim:
e Clairautova DR - f(z) =2

Zaved’me substiticiu y’ = p pre p = p(x). Potom zo vzt'ahu y = px + g(p) méme

ot el
Takze
° % =y” =0ateda y(x) = c; x + ¢, priCom nutne ¢, = g(c;);
° X+ g—i = 0 implikuje rieSenie v parametrickom tvare

d d
x(p) = —d—g, y(p) = —p—g + g(p).
p dp
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Veta 3.7.2.)

Nech g ma na (rydzo) monotonnu spojitu derivaciu. Potom nasledujuce
funkcie su rieSeniami rovnice (D) (s f(z) = 2).

a)y=cx+g(c), ce(a,B), xeR

by ¥ = —g'($),
y =—sg'(s)+ g(s), s € (a,p), x€(A,B),

kde A = i(nfﬁ){—g’(s)}, B = sup {—g'(s)}. NavySe kazda priamka z a)
se(a, SE(OZ,ﬁ)
je doty¢nicou grafu funkcie z(x) = xh(x) + g(h(x)), x € (A,B), h =

(—g’)~!' a naopak.

{Poznémka 3.7 .3.}

Na zdklade vlastnosti grafu funkcie z, nazyvame ten graf obalkou systému

.....

Této vlastnost’ dovol’uje konStruovat’ aj in€ rieSenia DR: necha <y < 6 <
b, vezmime priamky dotykajice sa grafu funkcie z v bodoch [y, z(y)] resp.
[0, z(6)]. Integralnou krivkou je tiez krivka, ktord je po Castiach tvorend 1.
priamkou, grafom z a 2. priamkou.
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r{ Priklad (Asteroida). }

V priklade o krivke, ktorej usek dotyCnice medzi osami je a > 0 sme
dospeli k DR

2
[x—li] +y-xy1?=d% ¥y #0.
Yy
Po uprave dostaneme

, 'l

y=Xxy +a———.
V1I+0G)

o R . . R _ Ic| .
Takze hl'adanou funkciou je bud’ y = cx + a ke # 0, alebo funkcia

ur¢ena rovnicami

sgn(s) oy sgn(s)s’

(1 + 52)3 1+ s2)3
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~ Priklad.

2
-5 u<0 . .
RieSme y = xy" + g(y), kde g(u) = { ;2 ! Funkcia g je spojitd
—g u > 0.
’ _%7 u< O . e L ., 5 .
agi(u) = " s 0 je spojita a klesajuca. Podl'a vety 3.7.2 mame
> u = V.

rieSenia

2

cx—%, c<0
a)y= 2
§7

cx — c>0;

X2, x<0
b =
)y {2x2,x20,

c) funkcie po castiach tvorené

predchadzajicimi funkciami. @E E]

F[Poznémka 3.7 .4.}

Ku Clairautovej DR vedu mnohé ulohy o dotyCniciach a systémoch pria-
mok, ale aj v pripade, Ze hl’adame krivku z vlastnosti jej dotyCnice, neza-
vislej od jej dotykového bodu. Paradoxne z hl'adiska geometrie su najzau-
jimavejSie singuldrne rieSenia.
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e D’Alembertova DR - f(z) # 2

VSimnime si, Ze teraz vieme rovnicu prepisat’ ako
dr __fO) __&0)
S A (GO ()

pricom je to linedrna DR premennych x(p), p = '.

Teda opdt’ substituuyme y' = p pre p = p(x). Zy = f(p)x + g(p) mame

dp| df dg
X + .
dx| dp dp

p=f(p)+

Nech d’alej x(p) je inverzia k p(x), ktord je rieSenim predchddzajicej rovnice,
potom DR pre x(p) ma tvar

dx df dg
[p—f(p)]d—p—xd—p = (3.6)

Rovnica (3.6) je linedrna DR 1. radu a teda rieSenie v parametrickom tvare je

f(p) d '(p) _f /' (p) d
= ) P -V i P +
X =€ l S © dp + C|,

y =x(p)f(p)+g(p).
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~ Veta 3.7.5.

Nech f,g € Cl(a,p), a po € (a,) a na nejakom O(py) C (e, ) nech je
p # f(p). Potom, ak funkcia

fp r® gl B f fw
W(p) = edm 5= () f&e =@ oy ol
pOS—f(S)

(3.7)

x(po) = x9, ma na O(py) derivaciu ro6znu od nuly, tak DR (D) ma rieSenie
parametricky ur¢ené rovnicami (3.7) ay = x(p) f(p) + g(p) na O(py).
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~ Priklad.

Treba néjst’ rieSenia DR y = x(y')? + (/). PoloZenim y’ = p dostaneme
rovnicu

= 0.

d
pl;ﬂp—n+2x+ﬁa
dp

Ak p=0,t.y =0, tak y = k. Po dosadeni do DR nutne y = 0.
Dalej nech p > 1. Ndjdeme parametrické vyjadrenie rieSenia. Zrejme

2 2
- | —dp 3 f—dp C-pip-3
x=e fp—l f P eJ p-1 dp+C|= p(pzz)
p-1 (p—-1

y=xp*+p’.
Obdobne postupujeme pre p < 1 a nakoniec aj p = 1.
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r-[Poznémka 3.7 .6.}

Metoda pouzita v pripade D’ Alembertovej a Clairautovej DR je niekedy
pouzitel'nd aj u inych DR.

e Rovnice tvaru y = ¢(x,y’): ich parametrické vyjadrenie je

y=¢x,p), y =p.

0 0
Ak sa da integrovat’ rovnica a—¢ dx + 6_¢ dp = pdx pre funkciu p
X p

alebo x, potom vieme ndjst’ rieSenia v implicitnom tvare.

e Rovnice tvaru x = ¢(y,y’): ich parametrické vyjadrenie je

x=¢Qy,p), ¥y =p.

0 0
Ak sa da integrovat’ rovnica p (8_¢ dy + 6_¢ dp) = dy, potom vieme
y P

integrovat’ aj povodnu rovnicu.
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{Priklad (Pripad y = ¢(x, y’)).}

Rovnicay = (y)> — xy’ + %2 vedie na DR

x—-p)dx+Q2p—-x)dp=pdx & 2p—-x)(dp - dx) =0.

X
2

2 . . /7 . . v 4
5+Cx+C 2 je 1-parametricka trieda rieSeni.

2~ 2, . . v .
Midme p = S ap = x+ C, teday = 7 je singuldrne rieSenie a y =

,-[Priklad (Pripad x = ¢(y, y’)).}

UvaZujme o rovnici (y')? —4xyy’ +8y? = 0. Vyjadrime x pre x # k (zrejme
o
4y

pripust’ame iba trividlne rieSenie): x =
p dostaneme

2 2 3 3_42 d d
(p———y)dp+(l—p—2)dy:0<:) L ( p——y):o,
2y p 4y 2y p 2y

2 Ve s s e
+ y—y PouZitim substitdcie y’ =

¢o ndm déava p = C; \/Iy_l alebo p = (2y)%. Dosadenim tychto hodnot

do rovnice ’bez derivicii” dostaneme 1-parametricku triedu rieSeni |y| =
c: oL . v . . . C o
C(x-C)? C = Tl, rieSenie y = 0 (uz zahrnuté), a singuldrne rieSenie
_ 40
Y =7
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{Poznémka 3.7 .7.}
Niekedy je vyhodné derivovat’ podl’a premennej p namiesto x. UvaZzujme
rovnicu F(x,y,y") = 0 a h'adajme rieSenia, ktoré maji y”’ # 0 na nejakom
J. Funkcia p = y'(x) mé zrejme inverziu x(p), ktord m4 derivéciu. Pre
hladkd F derivovanim rovnice F(x(p), y(x(p)), p) = 0 dostaneme DR

OF dx oF dx OF B

——+ + = 0.
ox dp P dy dp Op
OF OF
Ak naviac — + p — # 0, z predoSlej rovnice mame
ox Oy
dx _ Fp dy _ pFy
dp  F,+pF,/ dp F.+pF,

Ci je systém, ktory sa niekedy da rieSit’ napr. ako dve nezavislé DR, alebo
postupnym integrovanim.
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~ Priklad.

Vyrie$me rovnicu (y')?> — 2yy’ — 2x = 0. Derivovanim podl'a p dostaneme

dy _ p(p—y)
dp 1+p?

5. dx
(I+p)—=p-y
dp
Druha rovnica je linedrna a jej vSeobecné rieSenie ma tvar

c 1 In(p+ +/1+ p?)

= — 4+ —
y(p) s > |P s

Funkciu x vyjadrime priamo zo zadanej DR po dosadeni predchadzajtice;]
funkcie.
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Sastavy DR a DR vysSich radov

{Priklad (Dvojité matematické kyvadlo).}

Ramend s dizkami ty, >, HB s hmotnost'ami m, m,, x| = %sin 01,y =
—%2 cosf; ax, = {;sinf; + %2 sin6,,y, = —{; cos 0 — %2 cos 6,, (obr. 4). Su-
stava DR ma tvar (odvodena z tvaru Lagrangianu kinetickej a potencialne;j

energie)

w?l(—sin Ay + M cos Afsin ) — MI(6? cos AB + 102) sin Af

o = I — Mlcos? Af
i, — w? cos Afsinfy — w?sinfy + (Ef - ﬂﬂf’:% cos Af)sin A@
27 [ — Mlcos? Al '
_ - _ _ _ m 1 _ 1 2 _ & _
kdeml—mz—m,ll—lz—f,M—mlmez—E,l—ﬁ 1’0)_E_

§ N0 =06, -6,
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~ Priklad.

-—-am e o o o o owm ayO)

--—em o = = w- --

Jednoduché kyvadlo. Dvojité kyvadlo.

Koo e e Omm

Trajektorie dvojit€ého kyvadla.
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4.1. Zakladné pojmy a vlastnosti

Uvazujme sustavu diferencidlnych rovnic pre nezname funkcie y = (yy,v2,...,Vn)
jednej redlnej premennej v tzv. normalnom tvare (derivicie prisluSného radu sa
daju explicitne vyjadrit’)

Vi = [ Y1250 V),
Vo = ot Y1, Y25 -« o5 V),

yzzfn(t,YI,)Q,---,Yn), (41)

kde f = (fi, f,..., f,)! st redlne zadané funkcie definované a spojité na oblasti
Q=I1IxUcCRXR"aznak * znamena deriviciu podl’a premennej ¢. Zavedenim
stlpcvych vektorov mozno (4.1) struCne zapisat’ aj v tvare

y =f@y). (4.2)

Domovska stranka

Titulna strana

Obsah

Strana 88 z 165

Spat

Full Screen

Zatvorit'

i

Koniec


http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/DFR.html

V literature sa pouziva niekol’ko pojmov, ktoré su v nejakom zmysle synonymom
pojmu rieSenia (4.2). Vyjasnime si to v nasledujucej definicii.

[Deﬁnicia 4.1.1.}

(Klasickym) rieSenim sustavy (4.2) v Q na intervale / C R rozumieme
zobrazenie y € C!(I,R"), pre ktoré plati rovnost’ (4.2) a pre t € I je
(t, y1(t), y2(2), ..., yu(t)) € Q. MnoZinu U nazyvame fazovy priestor a
mnozinu (obor hodnoét rieSenia) y(/) fazova krivka (trajektoria) - stav
systému. Graf rieSenia, tj. grx = {(t,x) € R" X R, t € I} nazyvame integ-
ralna krivka. MnoZinu O(x¢) = {x € R", x = x(t; 19, Xp), t € I} nazyvame
orbita predchidzajuca x(, priCom x(zy) = Xo.

Fazovi krivka je projekciou integrdlnej krivky do fizového priestoru pozdiz “¢a-
sovej” osi.
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~ Priklad.

Uvazujme systém

(c)
RieSenie prechddzajice bodom (ug,vg) = (1,0) v Case fp = 0 ma tvar
Integrdlna krivka predchddzajuca bodom (1,0) v + = 0 je mnoZina
{(t, u,v) € R3: u=cost,v =sint, t € R} a orbitou je kruznica X2 +y2 = 1.
Vid’ obrazok. Zrejme pre kazdé T € I je O(X(T'; ty, Xg)) = O(X)
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RieSeniu systému (4.2) zodpovedd krivka v priestore R x R". Ak v kaz-
dom bode (t,y) € Q je skonStruovany vektor T so suradnicami T(z,y) =
(1, fi(t,y), ..., fu(t,y)), potom hovorime, Ze je dan€ smerové pole systému (4.2) na
mnozine . V I'ubovol’'nom bode kazdej integrdlnej krivky systému (4.2) je smer
dotyCnice totozny so smerom zodpovedajiceho vektora smerového pol’a, skon-
Struovaného v tomto bode. Geometricka reprezenticia stavov systému vo fazovom
priestore sa vold fazovy portrét (sibor fazovych kriviek). Fyzikdlne : okamzita
rychlost HB y(¢) vo fazovom priestore je rovna hodnote vektorového pol'a f v
tomto bode.

[Deﬁnicia 4.1.2.}

Ak y je rieSenim (4.2) v Q na intervale I a y je rieSenim (4.2) v Q na
intervale I, kde I c I, pri¢om y = ¥ na I, potom hovorime, Ze § (y) je
prediienim (ziZenim) y (¥) na interval I (I). RieSenie, ktoré v Q nie je
mozné prediZit nazyvame maximalne.
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Teraz si vyjasnime vzt ah medzi sustavou n DR prvého radu a jednou DR radu n.
Nech y je rieSenim rovnice

¥ = f (63,5 Y), (4.3)

potom, ak oznaéime y; = y, y» = ¥,...,y, = YV, bude funkcia y rieSenim
sustavy

yﬁ = Y2,
Y'z = Y3,
y;lq_l =Yn
Vo = ftyLy2, . ) (4.4)

a naopak. Tento prevod ma vyznam pri Studovani vlastnosti jednej ¢i druhej rov-
nice. Zrejme vSak rovnica v tvare sustavy je zlozitejs$i objekt a nie kazdy systém
mozno previest’ na rovnicu vysSieho radu.
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q Priklad. ) Domovska stranka

Majme napriklad sustavu

Titulna strana

r _ 2
y] - y],
yl2 = V)’z (45) Obsah

Zrejme mame nezdvislé rovnice, ktoré nemozno prepojit’.

Za istych predpokladov je to mozné. Zderivujme prvu rovnicu z (4.2) podl'at a za
y;., j=1,2,...,n, dosadime ich vyjadrenie dané rovnicami (4.2), dostaneme tak
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Ak z rovnic

Vi = Y152 -5 V),
v = Fat, 1,525 - -5 Vn)s

(ln—l) = Fn_l(f,yl,yz, 50 ¢ ,yn),

mozeme vyjadrit’ y,,ys, ..., Yy, ako funkcie premennych ¢, y1,y!, ... ,y(ln_l)

’ -1 .
)’j:‘ﬁj(t,}’l,yla---,y(ln )), ]:2,3,...,]’1,

(4.6)

co vieme (aspon lokdlne) v okoli bodu (t, yo), v ktorom je detF’ # 0 (podmienka

regularity), kde F = f1, Fa, ..., F,_1) aderivécia je podl’a vektora (ys, y3, . .

moézeme dosadenim do rovnice
(n) _ F
y] - n(f,)’l,yz,---,)’n),

dostat’ pre y; rovnicu

W = Fu(tyn 62 (636 Y00 ™) (83030000 ))

s Yn),

co je hl'adana rovnica vysSieho radu. D4 sa ukazat’, Ze tento vzt'ah je v tomto

pripade obojstranny.
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 Problém 4.1.3.

V roku 1963 Edward Lorenz odvodil deterministicky dynamicky systém
zo zjednoduSenych rovnic vynutenej konvekcie® v atmosfére:

d
d—’; — o (y — x), 4.7)
d
S =xp-2-» (4.8)
d
d—j = xy — 3z, 4.9)

kde o, p,8 > 0. Pre isté hodnoty parametrov systém vykazuje chaotické
spravanie sa. Ukazalo sa, Ze chaotické (nestabilné ?) spravanie sa je dovo-
dom nepresnosti dlohodobej predpovede pocasia. Ukdzte, Ze sa systém da
zapisat’ v tvare DR tretieho radu

\2 /
X = d+ o>y +0);)(x) +x” (x; -B-0 - 1) — X' (x* + Bo + B) + ox(Bp — B — x0).

“Prudenie vzduchu.
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4.2. [Existencia, jednoznacnost’ a predlZitenost’ rieSenia

[Deﬁnicia 4.2.1.}

Cauchyho zaciato¢na dloha:

y =f@y)
{ y(to) = y° W

Nasledujuca veta, ako aj veta 4.2.15 maju tzv. lokdlny charakter. Teda existencia,
resp. jednoznacnost’ rieSenia je garantovand iba na nejakom okoli bodu = #,.

[Veta 4.2.2 (Peanova o existencii (1890)).]

Nech Q c R X R"je oblast’ af : Q — R” je spojité zobrazenie. Potom pre
kazdy bod (to, yo) € Q) existuje otvoreny interval /I C R obsahujuci 7y, na
ktorom je definované riesenie y : I — R" zaCiatoCnej ulohy (CU).

Carathéodoryho existencnd veta je zovSeobenenim Peanovej vety a pokryva SirSiu
mnoZzinu funkcii, pre ktoré je existencia zaruCena. Tato veta vSak hovori o rieSeni
diferencidlneho systému v inom zmysle (diferencovatel' nost’ s.v.).
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Definicia 4.2.3.

Nech (X, dy) a (Y,dy) su metrické priestory, zobrazenie T : X — Y sa
nazyva Lipschitzovsky spojité’ (na X), akk 94 L > 0 tak, Ze pre vSetky
X1, Xy € X plati

dy(Tx1,Txy) < Ldx(x1, x2).

Najlepsiu konstantu L spliiajicu predchddzajicu nerovnost nazyvame
Lipschitzova konStanta. Ak L. < 1 nazyvame zobrazenie kontrakcia
(kontraktivne), ak L = 1 neexpanzivne a ak L > 1 expanzivne. Navyse,
ak plati

dy(Tx1, Txz) < dx(x1, x2)

pre vSetky xi, x; € X, tak zobrazenie nazyvame kontrahujace. Bod p €
X nazveme pevnym bodom zobrazenia T : X — X, akk T'(p) = p.

“Oznalujeme Lip“(X, Y), prip. Lipjc(X, Y) pre tzv. lokdlne lipschitzovské funkcie.
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{Poznémka 4.2.4.}

Zrejme plati

kontrakcia = kontrahujice zobr. = neexpanzivne zobr. = Lipschitzovské zobr.
anavyse
o CI(X,Y) c Lip“(X, Y) C Lipioc(X, Y) € C(X,Y)
e Lipt(X,Y) c UC(X,Y)

~ Problém 4.2.5. |

Ukazte, ze

e Tx = /x nie je na R* kontrakcia;

o Tx = x>

bod;

— x + 1 nie je na [0, 1] kontrakcia, ale ma tam jediny pevny

o T :R>— R?, (x,y) — (0,y) ma nekonecne vel'a pevnych bodov;
o Tx=x+ 1_6:;)(
pevny bod.

je kontrahujuce na R, ale nie je kontrakcia a nema tam
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[Veta 4.2.6 (Banachova (1922), o pevnom bode - princip kontrakcie).}

Nech (X, d) je (neprazdny) uplny metricky priestor a F : X — X je kon-
trakcia (s konStantou L). Potom m4 zobrazenie F prave jeden pevny bod
u € X. NavySe, pre kazdé x € X plati F""/(x) — u pre n — oo, pri¢om pre

rychlost’ konvergenice plati d (u, F [”]x) < 1L_—L d(Fx,x), x € X.

~ Dosledok 4.2.7.

Nech S je uzavretd podmnoZzina (X,d) a FF : § — S je kontrakcia. Po-
tom pre 'ubovol'né xy € S postupnost’ {x,},>0, X,+1 = Fx, konverguje k
pevnému bodu zobrazenia F'.

r-[Poznémka 4.2.8.}

Podmienka uzavretosti je nutnd. Napr.pre X =R a§ ={xe R : [x| < 1}
jeF:8 -8, Fx= %1 kontrakcia, ale nema pevny bod v S'.
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{Poznémka 4.2.9.}

Ak F je kontrakcia s konStantou L, potom aj F"l, n € N je kontrakcia s
konStantou L". Naopak to platit’ nemusi.
Zoberme (Fg)(t) = fotg(r) dr, t € [0,1], F : C([0,1]) — C([0,1]) (so
suprémovou metrikou). Ukézali sme, Ze

1
(n—1)!

!
(F"g)() = [a-ortgmar
0
Pre g1 = 1, go = 0 mame d(g1,82) = 1 = do(Fg1, Fg) ateda F nie je
kontrakcia, ale

doo(FP £, F1g) = sup

1
dr < =d(f, g)
1[0.1] 2

\LU—TXﬂﬂ—gh»

pre kazdé f, g € C([0, 1]). A teda F'? kontrakciou je.

~ Désledok 4.2.10. |

Nech (X, d) je (neprazdny) uplny metricky priestor a F' : X — X je také,
ze F'" je kontrakcia pre nejaké n € N, potom Fx = x ma jediné rieSenie.

Domovska stranka

Titulna strana

Obsah

Strana 100 z 165

Spat

Full Screen

Zatvorit'

Koniec

i


http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/DFR.html

~ Priklad.

0.0 } L L | } I I L I -

t t t t t t t t
0.0 0.1 0.2 0.3 04 0s 06 0.7 E:} 0s 1.0

(K>>I (=]
Tterdcia x,.; = rx,(1 —x,)sr € (1,1 + V6) a pociato¢nou hodnotou
0 < x; < 0.1 konvergujuca k pevnému bodu x* :  f(x*) = x".

,—[ Lema 4.2.11 (Postacujica podmienka Lipschitzovskosti).}

Nech f € C(U,R") ma ohraniCené parcidlne derivacie na mnoZzine U, po-
tom f vyhovuje na U Lipschitzovej podmienke. NavysSe ak U je konvexna,
tak pre L¢ := inf £, kdeL je mnoZina vSetkych Lipschitzovskych konStéant
pre f (najlepsSiu Lipschitzovu konStantu) plati Ly = supy; || J¢|-
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Problém 4.2.12.

Ukazte, ze diferencovatel'nd funkcia f : [a, b] — [c, d] je kontrakcia prave
vtedy, ked da < 1: |f'(x)| < anala,b].

Definicia 4.2.13.

Hovorime, ze zobrazenie f € C(I X U = Q,R") je lokalne lipschitzovské
na Q vzhl'dom na y, ak je splnend podmienka: Y (¢, y°) € Q existuji &isla
a>0,b>0,L>0také, Ze

1f @ y) = f&, %)l < Lily — xI|,

pre ¥ (1,y),(t,x) € G, G ={(t,y) e RXR": |t—1o| < a,|ly-y°ll < b} C Q.

Poznamka 4.2.14.}
Zrejme f(x) = X2 e Lipioc(R,R) \ LipL(R, R).
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[Veta 4.2.15 (Picardova-Lindel6fova o jednoznaénosti).}

NechI xU = Q Cc RxR"jeoblast af : Q — R” je spojité a lokdlne
lipschitzovské zobrazenie na Q vzhl'adom na y. Potom pre kazdy bod
(to, yo) € Q existuje Cislo 0 > 0 také, Ze na intervale Is = (ty — 0,y + 0) je
definované prave jedno rieSenie zaCiatoCnej ulohy (CU).

Niekedy sa predchddzajuca veta oznacCuje aj Cauchyho-Lipschitzova-Picardova.

Pozor, podmienka v predchddzajicej vete nie je nutnou podmienkou ako ukazuje
aj nasledujuci priklad.

~ Priklad.

D4 sa ukdzat’, Ze problém y’ = f(y), y(0) = a, a € [0, 1), kde

ym§,0<y<1

.ﬂw={ 0. v=0

md prave jedno rieSenie y(f) = o° napriek tomu, Ze prava strana nie je
lokalne lipschitzovska vzhl'adom na y na okoli (0,0).
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{Poznémka 4.2.16.}

Polomer intervalu /5 z vety 4.2.15 je dany 6 = min {a, %} ,kdea,b: O :=
[to—a,to+alx[y’=b,y’+b] C QaK = max |£(2,y)|. Navyse, dokaz tejto
vety ddva aj ndvod ako ndjst’ aproximéciu rieSenia (pokial’ je to vypoctovo
mozné). Ide o tzv. Picardovu metédu postupnych aproximacii. Za nultd
aproximdciu vezmime n-ticu funkcii y°(¢), ktoré spiiiaji zaciato¢nd pod-
mienku (zvacsa sa berti konsStantné funkcie rovné tejto podmienke). Potom
vytvorime postupnost’ nasledujucim sp6sobom:

!
yk(z):y0+ff(s,yk—1(s)) ds, k=1,2...,m (4.10)

fo

{Priklad (Stanovte prvé 3 Cleny Picardovej postupnosti a 15.).}

Cauchyho dloha : y' =t —y?, y(0) = 0. Zrejme f(t,y) = t — y* aj L@y =
—2y st z C(R?). Zvol'me inteval O := [—a, a] X [-b, b] a y’(t) = 0. Mdme
K=a+b*a

1 tZ t S4 tZ Z‘S
1 2
1) = ds = = 1) = - —|ds=5 -
y (1) foss 2,y() fols 4] $=Z =05

v _ . b
pricom 6 = min {a, - +b2}.
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Problém 4.2.17.

V predchadzajicej ulohe ndjdite maximaélne 6.

,—{ Priklad (nejednoznacnost’). }

Problém y’ = y?/3, y(0) = 0 m4 nekoneéne vel'a rieSeni. N4jdite ich !

 Problém 4.2.18.)

Dokézte, 7e Cauchyho tloha y’ = 1 + y*/3, y(0) = 0 m4 jediné riesenie, a
to aj napriek tomu, Ze nesplina podmienku (lokdlna Lipschitzovskost’) vo
vete 4.2.15.

- Definicia 4.2.19. |

Riesenie systému (4.2) sa nazyva globalne, ak je definované pre vsetky
t € R. (Zrejme kazdé globdlne rieSenie je maximéalne, nie vSak naopak.)
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Nasledujica vety hovoria o prediZitel'nosti” rieSenia (postatujiice podmienky) na
inteval prip. celi os R. VSimnite si, Ze globdlna Lipschitzovskost’ pravej strany
(vzhI'adom na premennd y) na rovnice 4.2 automaticky implikuje prediZitel'nost’
rieSenia na prisluSnej mnoZzine (tj. na mnoZzine, kde je prava strana spojita vzhl'a-
dom na premennu ?).

[Veta 4.2.20 (O predfiitel’ nosti rie§enia).}

Nech D je oblast’ a f € C(D,R") je ohraniCena. Nechy : (a,b) — R”" je
rieSenie zadiatoénej tlohy (CU), (to,y°) € D, to € (a, b). Potom

I) limity
y(@) = lim y@), y(b7) := lim y(@)

existuju;

IT) naviac, ak (a,y(a")), (b,y(b7)) € D, tak existuju predfienia rieSenia
na intervaly (a, b + B), (a — a, b) pre nejaké a, 5 > 0.

“Tj. nenastava tzv. "blow-up” rieSenia.
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[Veta 4.2.21 (O globdlnom rie§eni).}
Nech f € C(R x R",R") a pre vSetky (z,y) € R X R" plati
£, Yl < F (@) w(lylD),

kde F : R — R" je spojitd funkcia a w : R* — R* je spojita a
lim w(|ly|]) = 0, pre ktoru naviac plati

llyll—0+
f ﬂ =00, r> 0.
ro ()

Potom pre vietky (f, y°) € R x R” existuje globalne rieSenie zaciatocnej
ulohy (CU).

{Poznémka 4.2.22.}

Ak w(s) = s, F(s) = 1, £(¢,0) = 0 af € Lip~(R), potom [If(z, y)|| < Lllyll.
Druhd podmienka vo vete je splnend automaticky.
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- Désledok 4.2.23 (O globilnej existencii).
Nech Q = R X R" a pre kazdé T > 0 existuju M(T), L(T) tak, Ze

@ Il < M(T) + L(D) |yll, @,y) € [-T,T1 xR,

potom vsetky rieSenia problému (CU) su globalne.

 Problém 4.2.24.

Zamyslite sa nad tym, ¢1 méze odhad v predchadzajicej vete vyzerat’ takto
I£(z, Il < M(T) + L(T) |yl

prea#17?

| Dosledok 4.2.25. |

Majme linearny systém
Y =A@y +b@), (LS)

kde A,b € C(a, b). Potom kazdym bodom pasu P := {(x,y) : x € (a,b)}
prechadza prave jedna integralna krivka systému (LS).
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4.3. Linearna DR n-tého radu

Majme linearnu DR vysSieho n-tého radu

Y+ Y pui®Y" = q(0), (Ln)
i=1

kde g, p; € C(a,b), i=0,...,n— 1.

Désledok 4.3.1. |

Pre kazdé ¢y € (a,b) ab € R" existuje jediné rieSenie ¢ na (a, b) DR (Ln),
ktoré spliia ¢(t9) = b;, i =0,...,n— 1.
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Oznac¢me I'avi stranu (LL.n) znakom L,(y), tj. rovnicu moéZeme chipat’ v operatoro-
vom tvare.

(Veta 4.3.2.]

I) Operator L, je linearny na C"(a, b).
IT) Line4arna kombinéacia rieSeni DR L,(y) = 0 je tieZ jej rieSenim.

IITI) DR L,(y) = 0 ma vzdy trivialne (nulové) rieSenie.

Definicia 4.3.3.

Redlne (komplexné) funkcie f;,i = 1,...,k nazveme linedrne zavislé na
intervale J, akk existuje nenulova k-tica redlnych (komplexnych) Cisel c,
Ze pre kazdé x € J plati: Zle ¢; fi(x) = 0. V opaCnom pripade ich nazveme
linearne nezavislé.

Priklad.

Funkcie fi(x) = x, f>(x) = |x| st linearne zavislé na R™, avSak su linearne
nezavislé na R.

Vidime teda, Ze funkcie linearne nezavislé na J mozu byt linedrne zavislé na jeho
podintervale.
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 Problém 4.3.4.

Ukéazte, Ze funkcie, ktoré su linedrne zavislé na J, su linedrne zavislé aj na
kazdom podintervale I C J.
Ukazte, Ze funkcie {1, sin x, cos 2x} su linearne zavislé na R.

Podmienky L.Z a LN funkcii sa daju pomerne jednoducho vyjadrit’, ak tieto fun-
kcie maju na J derivacie do istého radu.

- Definicia 4.3.5.
Maticu

[ fi(x) Hx) e fux) ]
fi(x) Hx) - f1(X)

, x €l

W, ..., f)x) =

_ff”‘i)(x) fz(”_i)(x) fé”‘b(x)_

nazyvame Wronského matica funkcii fi,..., fi (na J) jej determinant
det W(fi,..., f(x) =: W(fi,..., f,)(x) nazyvame wronskian.
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Nech o, B;j € Rtaké, ze r; = aj +1B;, r; = a; — 1B; su navzajom rdozne
aPj, Rj, j=1...,ksupolyndmy (nad pol'om redlnych Cisel), nie vSetky
nulové, ale také, Ze ani jedna z funkcii

eal(Pl(x) COS(ﬁl x) + RI(X) Sin(ﬁl X)),

CGZ(PZ(-X) COS(ﬂZ x) + Rz(x) Sin(ﬂZ x))a

e (Pr(x) cos(By x) + Ri(x) sin(By x)),

nie je nulova.
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Veta 4.3.6.
Nech f; € C*™'(J), i=1....,n.

I) Ak su funkcie fi, ..., f, linearne zavislé na J, tak W(fi,..., f,)(x) =
0 pre kazdé x € J.

IT) Ak existuje x* € J také, ze W(f1,..., f,)(x") # 0, potom su fi,..., f,
linearne nezavislé na J.

F[Poznémka 4.3.7 }

Opacné tvrdenie k 1) neplati®. Kontrapriklad: f(x) = |x]*, fo(x) = x°, J =
(—a,a), a > 0. Overte!

“Peano ukdzal, Ze to palti v pripade analytickych funkcii.

[Veta 4.3.8 (O LN systému rieéeni).j

Nech yi, ...,y je systém rieSeni DR L,(y) = 0 na J. Potom
I) ak k > n, su tieto rieSenia linearne zavislé;

IT) ak k = n, tento systém je linearne nezavisly na J vtedy a len vtedy,
ak W(yi,...,y)(@) # 0Vt e J;

III) vzdy existuje n linearne nezdvislych rieseni .
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Désledok 4.3.9. |

W1, ...,y.)() je na J bud’ identicky rovny nule, alebo tam nie je rovny
nule v Ziadnom bode.

Definicia 4.3.10.

Mnozinu n linearne nezavislych rieSeni homogénnej rovnice L,(y) = 0 na
J nazyvame jej fundamentalny systém rieSeni (FSR) na J.

Poznamka 4.3.11.}
Zrejme FSR yy,...,y, na J je FSR aj na 'ubovol'nom intervale I/ C J.

Veta 4.3.12.

Nech yy,...,y, je FSR rovnice L,(y) = 0 na J. Potom kazdé¢ jej rieSenie y
na J da sa napisat’ ako (vhodnd) linearna kombin4cia rieSeni z tohto FSR.
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~ Definicia 4.3.13.
Nech yy,...,y, je FSR rovnice L,(y) = 0 na J. Potom

y= z”: c;yi(t)
i=1

nazyvame jej vSeobecnym riesenim.

Povedzme, Ze pozname k < n LN rieSeni rovnice L,(y) = 0. Otazka je, Co s tym
vieme urobit’.

~| Veta 4.3.14 (ZniZenie rddu LDR). |
Nech ¢; je rieSenim DR L,(y) = 0a ¢1(t) # [ € J. Nech z1,...,z,-1 j€

FSR DR |
2"Vt ) Qi) =0,
j=1
n—j d
n\ (n—j n—1 n—i—j
(j)¢§ ey + Z( : )pn_,(t)cpi @)
kde Q;1(1) = = 0) . Potom funkcie

d1(1), dr(t) = ¢1(2) f zi(Ode, ..., ¢,(0) = ¢1(2) f Zn—1(2) dt tvoria FSR rov-
nice L,(y) =0nal.
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4.3.15. LDR s pravou stranou

 Veta 4.3.16.

n
Nech yy(t,¢) = Z c;yi(t) je vSeobecnym rieSenim L,(y) = O prisluchaju-
i=1
cej DR (Ln). Nech y,(x) je rieSenim rovnice (Ln). Potom kazdé rieSenie
rovnice (Ln) ma tvar y = y;, + y,,.

r-[Poznémka 4.3.17 }

Funkciu y = yj, + y, nazveme vSeobecnym rieSenim DR (Ln). Veta ndim
hovori, Ze najprv treba ndjst’ FSR pre homogénnu DR a potom n4jst’ jedno
rieSenie rovnice s pravou stranou.
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[Veta 4.3.18 (LMVK).]

Nech yy,...,y,je FSR rovnice L,(y) = 0 prisluchajucej DR (Ln). Funkcia

n W,
yp(t) = Vi _dta
2| W

kde W = W(yy,...,y,)() a W; je determinant matice, ktord vznikne z
Wronského matice nahradenim i-tého stlpca vektorom (0, ..., 0,g)".

~ Priklad.

RieSme Cauchyho dlohu y”’ — 6t72y = tInt, y(1) = 1, y'(1) = 0. Zrejme
y1 = £ riesi rovnicu bez pravej strany. To je nenulové pre ¢ > 0. ZniZime
rad rovnice, tj. pre y = £ f zdt dostaneme DR 7’ + 61>z = 0. RieSenim
tejto rovnice je z = +© a teda mame aj druhé rieSenie y, = 2. VSeobec-
nym rieSenim je teda y;, = 1> + cot~2. Podl'a predchddzajicej vety mdme

—tint #lnt A2t £ (1
3 -2
=t dr+1¢ dr = + —|=—-1Int|.
p f -5 f -5 10 25(5 n)
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4.3.19. LDR s konsStantnymi Kkoeficientami

Pristupime k dvahdm o linearnej DR s konStantnymi koeficientami

n

L) =y + ) ap iy =0, (LK)
i=1

kdea;eR, i=0,...,n—1.
Veta 4.3.20.

Funkcia e’ je rieSenim DR (Lk) vtedy a len vtedy, ak A, je korefiom
algebrickej rovnice

FO) =\ + Z @, ;N =0, (CH)
=1

Rovnicu (CH) nazyvame charakteristickou rovnicou a jej korene charakteris-
tickymi korenami DR (Lk).
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~ Priklad.

HI'adajme rieSenia DR y"”” —y"” + 4y" — 4y = 0. Jej charakterstickd rovnica
(CH) je M=\ +4h—4 = (W +4)(A—1) = 0 ajej korene Ay = 1, Ay 3 = +2i.
Funkcie {e, €*, e72""} tvoria jej FSR.

1244

[Veta 4.3.21 (R6zne charakteristické korene).}

Nech Ay, ..., A, k < n sdnavzdjom rozne charakteristické korene rovnice
Lk. Potom e*?, ..., eM! si LN rieSenia rovnice Lk.

Daésledok 4.3.22. |
Ak Aq,...,\, st navzdjom rozne charakteristické korene rovnice Lk. Po-
tom funkcie e™?, ..., eM! tvoria FSR rovnice Lk.
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Podl'a vety 4.3.20 vieme n4djst’ k LN rieSeni, ak korene rovnice (CH) st jednodu-

ché. To vSak vo vSeobecnosti neplati.

~ Lema 4.3.23. |

Ak A; je k-ndasobnym koreniom polynému P,(x), k < n, potom

P\) =0, PP(O0)=0,....,PDop) =0, PPO,) #0.

[Veta 4.3.24 (Viacnasobny charakteristicky koreﬁ).}

Nech A je k-ndsobnym charakteristickym korefiom rovnice (LLk). Potom
At . Zk—le)\.ll

eMi reh! st LN rieSenia rovnice (Lk).
Nasledujuca veta hovori o ndjdeni FSR rovnice (Lk).

Veta 4.3.25.

Nech (CH) ma m roznych charakteristickych korenov, pricom A;, i =

I,...,mje k;-nasobny (teda Z k; = n). Potom funkcie
=1

{em, tem, L £ki lekzt}'

=1

tvoria jej FSR.
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~ Priklad.

Charakterstickd rovnica pre DR y” + 2y’ +y = 0 ma tvar (A + 1)> = 0. M4
jeden dvojnasobny koren A; = —1. Z toho mame FSR={e™", re™"}.

Ako sme videli, prvok vo FSR nemusi byt’ redlna funkcia. Plati vSak:

~Lema 4.3.26. |

Nech z(¢) = u(t) + 1v(¢), kde u, v su redlne funkcie redlnej premennej, je
rieSenim DR (LLn). Potom

1. u = Re(z),v = Im(z) su tiezZ jej rieSenia;

.....

2. z(t) = u(t) —1v(¢) je tiez jej rieSenim,;

3. pre reédlne zaciato¢né hodnoty je rieSenie redlna funkcia (redlnej pre-
mennej).

Na zéklade tejto lemy vieme Ze FSR sa musi dat’ zapisat’ iba pomocou redlnych

funkcii. Nech DR (Ln) m4 nasledujuci FSR={yy,...,y,,y1,..., Vs V1se - - ,Vs}, pri-
¢om zrejme r + 25 = n a funkcie ; nech su redlne. Ked'Ze Re(y;) = = ;y L Im(y;) =
yjz_iyj’ tvoria yi,...,y,, Re(y1),...,Re(yy), Im(yy), ..., Im(y,) tiez FSR pre DR (Ln)
a je zloZeny iba z redlnych funkcii.
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Veta 4.3.27.

Nech \;, i = 1...,m, m > 0 je k;-ndsobnym redlnym charakteristickym
korenomaa;+i1B;, j=1...,p, p >0 je s;-nasobnym komplexnym cha-
rakteristickym korenom rovnice (Lk), pricom vSetky korene su navzdjom

m P

rozne, Z ki +2 Z s; = n, B; # 0 (a z konjugovaného paru beriem len
i=1 j=1

jeden). Potom FSR rovnice (Lk) tvoria funkcie

. . * — . m
{e}"t,te)‘lt, A le)"t}. .
=

. / i~ i p
{eajtcos B, 1), re%’ cos Bjt),...,t7 Le®jt g B t)}j:1 )

o o A or p
{e“/tsm(ﬁjt),te“ftsm(,Bjt),...,tsf 1e“f’sm(ﬁjt)}_ .-
]:
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V pripade, Ze rieSime rovnicu LX(y) = g(¢), m6Zeme samozrejme pouzit LMVK.
V pripade, Ze prava strana (g(¢)) je v Specidlnom tvare, je mozné pouzit’ aj inu
metodu.

[Veta 4.3.28 (Metoda neurcitych koeﬁcientov).}

Pre DR LX(y) = P,(t)e*!, kde P,, je polyném stuptia m a a € C je p-
nasobnym charakteristickym korefiom prislusnej rovnice LX(y) = 0, p > 0.
Potom partikularne rieSenie rovnice Lﬁ(y) = g(t) ma tvar y, = Q1 (1) e*’,
kde Q4+, je polyném stupfia m + p.

m+k

Ak predpokladame, Ze Q.,(f) = Z Cj t/, potom z dokazu vety vyplyva, Ze pr-
Jj=0

vych k koeficientov md6Zeme volit’ 'ubovol'ne, teda co = ¢; = -+ = ¢ = 0.

Ostatné ndjdeme porovnanim polynémov po dosadeni y, do rovnice. Napr. moc-
nina " sa vyskytuje na I'avej strane len v jednom Clene a jeho koeficient je

W £ 0)(@)epmik, ten sa musi rovnat’ koeficientu pri £ v polynéme P,

~ Priklad.

RieSme DR y” — 2y’ +y = (£ + 2¢°)e’. (CH) pre rovnicu bez pravej strany
ma dvojnasobny koren A; = 1, preto FSR je {¢/, z¢e’}. Na ndjdenie partiku-
larneho rieSenia pouzijeme MNK. Zrejme m = 3 aa = 1 je dvojndsobnym
korenom, teda k = 2. Ansatz: y, = (Cot? + 3t + cat* + cst)e!. Ukdzte, Ze

o _ 1 _ 1
c2=0c3=0, c4 =13, ¢5 = 15!
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Ak prava strana LDR s konStantnymi koeficientami je tvaru P,,(t) e*’ cos (B 1), resp.
P,,(1) %' sin (8 ¢), m6Zeme postupovat’ takto: upravime si ju na tvar P,,(f) e@P? a
pouzijeme predchadzajucu aj nasledujucu vetu.

Domovska stranka

[Veta 4.3.29. } Titulné strana

Ak je funkcia z(r) = u(r) + 1v(¢) rieSenim DR Lﬁ(y) = P,(t)e P! po-
tom u = Re(z) je rieSenim DR Lﬁ(y) = P,(H)e" cos(Bt) av = Im(z) je
rieSenim DR LX(y) = P, (t) e?' sin (B 1).

~ Priklad.

RieSme DR y” — ¥ — 2y = (1 + r)e’ cos (3¢). Namiesto nej budeme riesit’
DRy’ -y =2y = (1+1)e!'*3V7 V tomto pripade @ = 1+ 3i,m = 1, P(¢) =
1+ £,k =0.Ansatz: y, = (co + c;t)e!!3)!. Ukdzte, ze
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Inou moznost’ou je pouzitie priamo redlneho tvaru partikuldrneho rieSenia

yp = e“(Q(t) cos (B1) + Ry(?) sin (B1)), a,B €R, r, s € Ny.

Takédto metdda je samozrejme pouZitel'na aj v pripade inych pravych stran, otdzka
ale je, Ci vieme urcit’ parametricku triedu funkecii, ktora obsahuje s istotou partiku-
larne rieSenie.

Nasledujuica veta ndm dava navod, ako riesit’ situédciu, ked’ prava strana je suc-
tom niekol'kych funkcii a je pritom pre nds vyhodné rozdlit’ si ulohu hl’adania
partikularneho rieSenia na niekol’ko subuloh.

[Veta 4.3.30 (Princip superpozicie rie§en1’).}

Nech yy je rieSenim DR L,(y) = qi(¥), k = 1,...,m. Potom funkcia y =

Z vk je rieSenim DR L, (y) = Z qi(1).
k=1 k=1
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4.3.31. Eulerova diferencialna rovnica

DR tvaru

E,() := (at +b)"y" + 3" ayi (at + by y" = q(1), (E)
i=1
kde a,b,a; € R, i=0,...,n—1, a # 0, nazyvame Eulerova DR.
Nech [c, d] je interval taky, ze at + b > O (pre at + b < 0 su tvahy obdobné). D4
sa ukdzat’, ze plati:

e ak y je rieSenim rovnice E,(y) = Ona [c,d], potomz =y (%) je rieSenim DR
L¥(z) = 0 na [C, D] = [In (ac + b), In (ad + b)] (po transformécii at + b = e*);

e ak 7 je rieSenim DR LX(z) = 0 na [C, D], potom y = z(In(at + b)) je rieSenim
rovnice E,(y) = O na [c, d].
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Mame teda 2 moznosti:

e transformujeme rovnicu (E) na DR s konStantnymi koeficientami, ti vyrie-
Sime a transformujeme vysledok spit’

Domovska stranka
e pouZijeme predpoklad, Ze riesenia rovnice E,(y) = 0 maju tvar y = (at + b)",
pricom dostaneme charakteristickd rovnicu Eulerovej DR  (at + b)*g()A) = 0, Titulng strana
kde

Obsah

g =AA=1...h—n+Da*+a,_ AMA=1)...(\—n+2)d" " +- - -+ ayah+ag

~ Priklad.

Riesme DR

Y 4 43y 4+ 262y — 121y + 20y = 0.

Strana 127 z 165

RieSenie hl'addme v tvare y = *. Po tprave dostaneme charakteristicki

rovnicu M —2A3+22—12A+20 = 0, ktorej korene si A » = 2, A3 4 = —1+£2i. =
FSR tvoria funkcie
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4.4. Linearne sastavy DR

Budeme uvazovat’ ststavu (4.2), kde f bude v tvare linearnej funkcie. Systém za-
piSeme skratene

y = Ay + b(?), (4.11)

kde funkcie b;(7) a koeficienty matice A(t) = (ax(?)) € Mpu(C), jk=1,2,...,n
su spojité (vo vSeobecnosti komplexné) funkcie na intervale I ¢ R. Ak b = 0
hovorime o homogénnej sustave prislichajucej systému (4.11). Nasledujuca veta
nam hovori o algebraickej Strukture rieSeni tohoto diferencialneho systému (4.11).

[Veta 4.4.1.}

Mnozina vSetkych (vo vSeobecnosti komplexnych) rieSeni homogénneho
systému prislichajicemu (4.11) tvori n-rozmerny vektorovy priestor.
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,{ Definicia 4.4.2. }

Vektorové funkcie h', ..., h" definované na intervale / nazyvame linearne
zavislé v intervale I, akk existuju konstanty cy, ... c,, ktoré nie su vSetky
rovné nule, také, Ze pre kazdé r € I plati

n

Z ¢;hi(f) = 0.

i=1

Ak funkcie nie st linedrne zavislé nazyvame ich linearne nezavislé.

~ Problém 4.4.3.

Zrejme h'(1) = (e¥,2¢") a h’(t) = (2¢*,4¢") si linedrne zdvislé v R.

Ukazte to.
Ukazte, ze h'(¢) = (¢/,0,2¢e"), h%(¢) = (e™!,3e7™,0), hi(f) = (e, e, e*) si
linearne nezavislé v R.
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,-{ Definicia 4.4.4. J

Kazdd n-ticu y',...,y" linedrne nezavislych rieSeni sdstavy (4.11) na-
zveme fundamentalny systém rieSeni (FSR). Maticu, ktorej stlpce tieto
rieSenia tvoria nazyvame fundamentilna matica a oznacime ju ®(7).

~ Priklad.

Majme systém

Y1 = Y2
Y2 = =i (4.12)

Potom

A(t):(_()l (l)) . CI)(t):( cos ¢ s1nt)

—sint cost

je fundamentdlna matica tohto systému.
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[Deﬁnicia 4.4.5.}

Adjungovana matica je transponovand matica algebraickych doplnkov
(kofaktorov). Teda adjA = CT, kde C; i = (=1)"/det A;;, kde A;; je Stvor-
cova matica, ktord ziskame z matice A odstranenim i-tého riadku a j-tého
stfpca.

Uvedieme si vyjadrenie derivacie determinantu matice A pomocou k nej adjungo-
n

vanej matici a derivicie samotnej matice A. Ked’ ze plati detA = Z aiCri pre

k=1
I'ubovol'né i, mame

ddetA = i i M da,-j = i i Cj,-daij.
=1 =1 Oai; =1 i=1

Dostaneme tak nasledujicu lemu.

Lema 4.4.6 (Jacobiho formula).]

Nech A je diferencovatel'né zobrazenie z R — R”" X R” (matica), potom
ddet A = tr(adj A dA).

) y : : ) oo : . a—1 _ adjA
Je zname, 7e ak je matica A regularna, potom pre jej inverziu plati A" = .
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~ Désledok 4.4.7.

Nech A je diferencovatel’'na a invertovatel'nd na I C R. Potom plati

d d
— detA = (detA)tr[A™' —A].
q; detA = (de )r( dr )

Nasledujuca veta nam vyjadruje determinant FSR homogénneho systému prisla-
chajicemu (4.11) v tvare sumy diagondlnych prvkov koeficentov matice A(?). Jej
dosledok nam poslizi pri vySetrovani linearnej zavislosti ¢i nezavislosti systému
vektorovych funkecii, ktoré su rieSeniami homogénneho systému diferencidlnych
rovnic.

[Veta 4.4.8 (Abelova-Liouvilleova formula).}

Nech ®(¢) je fundamentdlna matica homogénneho systému prislichaju-
cemu (4.11) na otvorenom intervale I, potom pre vSetky t, fy € I plati

det D7) = det D(tg) eo "AO ¥

Tento vzt'ah ma aj peknu geometricku interpreticiu, opisuje totiZ vyvoj objemu
rovnobeZnostena generovaného pociatoénymi vektormi y'(z), . .. y"(t).
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{Priklad (Pouzitie Abelovej-Liouvilleovej formuly).}

RieSme na I = (0, o) systém

1 =1
y :(1+x:—1)”
~—_——
A(x)

Predpokladajme, Ze sme jedno rieSenie

yﬂw=(3, xel,

uz nasli. Potom z toho, Ze tr A(x) = O pre x € I a kazdy vektor fundamen-
tdlnej matice

[y 1
O = ()’22()6) X)’ xel,

rieSi nas systém, mame ¢ := det D(x) = xy»1(x) — y»(x), x € I. Z toho a
tvaru systému vSak mame (y2;)'(x) = <, teda y(x) = c;Inx + ¢y, x € [
a navyse yy»(x) = cixlnx+ cox—cy, x € I. Vol'bacy =1 ac; = 0 ndm
dava linearne nezavislé rieSenie a tak

In x 1
xlnx—1 x

CD(x):( ), xel,

je hl'adané fundamentélne rieSenie.

Domovska stranka

Titulna strana

Obsah

Strana 133 z 165

Spat

Full Screen

Zatvorit'

IARRREENNE

Koniec


http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/DFR.html

Désledok 4.4.9. |

Ak detD(zy) # 0, tak det ®(r) # 0V r € I. Ak det D(7p) = 0, tak det D(¢) =
0.

{Poznémka 4.4.10.}

Vsimnime si, Ze det O(¥) je istou obdobou Wronského determinantu (wron-
skidnu) rieSeni pre rovnice vysSich radov, niekedy sa tento pojem pouziva
aj per systtmy DR. Z dodsledku aj vyplyva podobny zaver. Ak je wron-
skidn rieSeni daného systému nenulovy v jednom bode intervalu /, potom
je nenulovy na celom intervale, Co znamen4, Ze tieto rieSenia su linearne
nezavislé v I.
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[Veta 4.4.11 (Princip superpozicie).}

1. Ak sd y/ rieSenim ststav
Y =A@Oy+b @), j=1,2,...,n,
potom pre 'ubovol'né &isla o/ je @' y' +- - - + " y” je rieSenim ststavy
Yy =A@®y+a'b' +-- +a"b",

2. Ak je y, partikularne rieSenie sustavy (4.11), potom vSeobecné riese-
nie tejto sustavy je

Y=o+ ) ¢y
j=1

kde y',y2,...,y" je FSR prislu$nej homogénnej sistavy a ¢ st I'ubo-
vol'né konsStanty.

Teraz treba eSte vyriesit’ otazku, ako ziskame partikularne rieSenie y,, ak mame
FSR. Odpoved’ dava znovu, (podobne ako u linearnych diferencidlnych rovnic
vysSich rddov) metoda varidacie konstant.

Domovska stranka

Titulna strana

Obsah

Strana 135 z 165

Spat

Full Screen

Zatvorit'

Koniec

IARRREENNE


http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/DFR.html

Partikularne rieSenie y,(f) nehomogénneho systému (4.11) na intervale I hI'adame
v tvare y,(f) = ®(r) C(¢). NaSou ulohou je najst’ funkcie C(¢). Pri dosadzovani
funkcie y, do rovnice, ktorej] ma vyhovovat’ sa riadime tym, Ze pre operaciu de-
rivovania su¢inu matic plati rovnaké pravidlo ako pre derivovanie sicinu funkcii.
Takze po dosadeni mame

D' (H)C(t) + P(H)C' (1) = AD)D()C(¢) + b(?).

Ked Z7e vieme, Ze pre FSR plati ®'(f) = A()®(¢) a existuje matica ®~!(¢), dosta-
neme implikaciu

O(1)C'(r) =b(t) & C(t) = f(D_l(t)b(t) dr.

TakZe mame hl'adané partikularne rieSenie y,(f) = ®() f O~ 1(H)b(¢) dr.
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[Veta 4.4.12 (Varidcia konﬁtént).}

Nechy!,y?,...,y" je FSR homogénne;j ststavy prislusnej k (4.11), potom
pre kazdé€ spojité b existuju také funkcie c(¢), c(?), . . . , c,(¢), Ze funkcia

riesi (4.11)

n

y=) iy

J=1

RieSenie zaCiatoCnej ulohy

{

je dané rovnicou

Y =A@y +gYy),
y(to) = y°

y = O O (1) y° + ®(1) f D(s)~" g(s,y)ds

,—[ Dosledok 4.4.13 (RieSenie nehomogénnej nelinearnej rovnice). ]—

(4.13)
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,—{ Dosledok 4.4.14 (RieSenie nehomogénnej linedrnej rovnice). I

RieSenie zaCiatoCnej ulohy

{

ma tvar

y = O() O (t) y° + O(1) f @(s)"" b(s)ds

Yy =A@y + b(),
y(to) = y°

(4.14)
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4.4.15. Systémy linearnych diferencialnych rovnic s konstantnymi koeficientami

Majme systém 4.11, kde matica A(¢) nezavisi na ¢ a b(z) = 0. Teda majme systém
y =Ay. (4.15)

Pozrieme sa na metddu vlastnych vektorov - vypoctu rieSenia pomocou tzv. charak-
teristickej rovnice. Predpokladajme, Ze riesenie (4.15) je v tvare y(¢) = e’ h, t € I,
kde h # 0 je redlny alebo komplexny vektor a A je redlne alebo komplexné ¢islo.
Po dosadeni mdme y’ = Ae*’h = e** Ah, V¢e [. Teda \I-Ah =0, ¥ ¢ € I. Tato
sustava ma nenulové rieSenie h iba vtedy, ked’ jej matica bude singularna. Musi
teda platit’

P(\) = det(A\I — A) =0,

tj. tzv. charakteristicky polyném (stupna n) pre diferencidlny systém (4.15) je
rovny nule.
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1

1 2]27\,1:1,}\.:3

e matica A = [

e rovnobezné vektory s vl. vektormi
vi = (1,-1), vy = (1,1) (fialové,

..........

Pl AL modré) nemenia smer
PANI

SRPEEE M v , -
LN e Cervené vektory menia smer

.........

K<J>)>]>1) (Sbe(+]

[Veta 4.4.16 (Pripad navzajom roznych vlastych hodnét).}

Nech A, ..., A, (€ C) si navzdjom rozne vlastné hodnoty matice A, a v' je
vlastny vektor zodpovedajiici vlastnej hodnote A;, pricom v!, ..., v" st li-
nedrne nezavislé. Potom FSR (vo vSeobecnosti komplexny) diferencidlne;j
rovnice (4.15) md tvar yi(r) = eM'v/, i = 1,...,n.

{Poznémka 4.4.17 }

Zrejme

y(t) = Z Ciet'vi, C;eR
i=1

je tvar vSeobecného rieSenia systému (4.15).
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Tvrdenie vety 4.4.16 zostava v platnosti aj v pripade komplexnych korenov. Prob-
1ém je v tom, Ze rieSenie je potom v komplexnom tvare. Je vSak mozné skonStru-
ovat’ z nich rieSenia v redlnom tvare. Predpokladajme, Ze A = p + ig je korefiom
charakteristickej rovnice s prisluchajucim vlastnym vektorom. Zrejme aj A = p—ig
je jej korefiom. Vieme, Ze y(f) = ve je rieSenfm systému (4.15), ukdZzeme, Ze aj
y(t) = veM nim je. Vyplyva to priamo z toho, Ze A\ I —A)v = 0 & (A\I - A)v =
0 © (\I - AV = 0. VzhI'adom na linearitu priestoru rieSeni s rieSeniami aj
vSetky linearne kombindcie funkcii y(7), y(¢), teda aj funkcie

Rey() = X250 1y YO T

[Veta 4.4.18 (Pripad komplexnych vlastnych hodnét).}

Nech A = 0 +1iw je k-ndsobny korenl charakteristickej rovnice pre diferen-
cidlnu rovnicu (4.15), tj. polyném P(A) = det(AI—A) = 0, pricom k nemu
existuje k linedrne nezdvislych vlastnych vektorov: w/ = g/ +ih/, j =
1,...,k. Potom mnoZina rieSeni tvaru (a cos wt + b sin wt) e’ je vektorovy
podpriestor mnoZiny vSetkych rieSeni dimenzie 2k, pricom jeho baza je

p’(?) = (g’ cos wt — h/ sin wr) e,
r/(r) = (h/ coswt + g/sinwt) e, j=1,....k (4.16)
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O nieCo komplikovanejsi je postup v pripade nasobnych vlastnych Cisel. Vieme
vSak, Ze kazdému ndsobnému vlastnému Cislu musi zodpovedat’ presne tol’ko li-
nearne nezavislych rieSeni, akd je jeho ndsobnost’. Medzi nimi sa vzdy vyskytuje
aspoii jedno rieSenie tvaru he*’. MoZu vsak pribudniit’ d’alSie rieSenia, ktoré uz
tento tvar nemaju. Ak nastane situécia, ze vlastny podpriestor prisliuchajuci neja-
kej vlastnej hodnote nemd plnu dimenziu, musime ju dpolnit’ pomocou tzv. zovse-
obecnenych vlastnych vektorov.

[Deﬁnicia 4.4.19.]

Nenulovy vektor v sa nazyva zovSeobecneny vlastny vektor radu p ma-
tice A prislachajuci vlastnému Cislu A matice A, ak existuje p € N tak, Ze
(A -=ADPv = 0a (A - LI 'v £ 0. Usporiadand p—ticu (v!,v?,...v7),
vF = (A -ADP*v, k=1,2,..., p nazyvame ret’azec zovSeobecnenych
vlastnych vektorov rddu p matice A vytvoreny vektorom v.

{Poznémka 4.4.20 (O nulite matice).}

Pocet linedrne nezavislych vlastnych vlastnych vektorov zopdpovedaju-
cich ndsobnému Cislu A je ronvy nulite (rozdiel n — A(M — A)) matice

M- A.
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F[Poznémka 4.4.21.}

Plati (A = ADv! =0, (A —=ADVZ = v,...,(A = ADv""! = v"72 (A -
ADvP = vPl

[Veta 4.4.22 (Pripad zovSeobecnenych vlastnych hodnét).}

Nech (Vl, e Vm) je ret’azec zovSeobecnenych vlastnych vektorov matice
A zodpovedajici vlastnému ¢islu A matice A vytvoreny vlastnym vekto-
rom v. Potom vektorové funkcie (vo vSeobecnosti komplexné)

o ko yi k=i VI
S(Z)— Zm e ,.Kk=1,....m

i=1

su linearne nezavislé rieSenia rovnice (4.15).

Poznamka 4.4.23.}

Vo vSeobecnosti je FSR zjednotenim vSetkych mnozin linedrne nezavis-
lIych rieSeni zodpovedajucich vSetkym korenom charakteristickej rovnice.
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Pozrieme sa eSte na metodu neurcitych koeficientov pre nehomogénne rovnice s
konStantymi koeficientami.

 Veta 4.4.24.

Nech b(7) je stipec, ktorého zlozky si polynémy stupiia najviac m. Nech
nula je k-nasobny koren charakteristickej rovnice matice A. Potom exis-
tuje partikuldrne rieSenie systému y’ = Ay + b, ktorého zlozky su poly-
némy stupna najviac m + k.

Poznamka 4.4.25.}

Plati, Ze k = 0O, prave vtedy, ked’ det A # 0. Veta plati, aj ked’ prvky A a
popripade koeficienty polynému v zlozkach b(¢) su komplexné Cisla.

[ Veta 4.4.26.

Nech b(¢) je stfpec tvaru e* P,(t), kde @ € C a zlozky stfpca P,, su po-
lynémy stupiia najviac m. Potom substiticia y = e*u prevedie systém
y = Ay + e P,,(r) na nehomogénny systém, kde zlozky stlpca pravych
stran su polynémy stupna najviac m.
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| Veta 4.4.27.

Nech @, 8 € R. Ak jey = y' +iy? rieSenim ststavy y’ = Ay + e @BV P, .(¢),
potom je y' rieSenim ststavy y = Ay + e* cosStP,(f) a y* rieSenim
sistavy y’ = Ay + e sin 8t P,,,(¢).

~ Priklad.

HI'adajme partikuldrne rieSenie sustavy

Y1 =2y1 — Y2, Yo =—y1+2y,—5€sint.

Zrejme a = 1, § = 1 a upravend prav4 strana (0, —5e!*"). Zavedenim
substiticie § = ue!'*V" dostaneme (komplexny) systém

uy = (1 —uy —up, up=—-u;+ (1 —1iu, 5.

Tu pouZijeme vetu 4.4.24 a dostaneme tak partikularne rieSenie u, =
(2i — 1,31+ 1)T. Spitnou transformaciou dostaneme partikuldrne rieSenie
povodnej sustavy v (komplexnom) tvare

y1 = (2i — 1)e'(cost +1isint), J, = (3i+ 1)e'(cost +1isiny).
Takze nakoniec hl’adané realne riesenie:

y; =¢e'(2cost —sint), y, =¢e'(3cost + sint).
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4.5. Prvé integraly nelinearnych sistav

Urcit’ rieSenie diferencidlnych rovnic sa v podstate podari len vo vynimo¢nych
pripadoch. Niekedy sa ale podari urobit’ maly krok: podari sa ngjst’ taku funkciu
O(t,y), ktorad je konStatnd na kazdom rieSeni systému (4.2) (prisluSna konstanta
moZe byt pre rOzne rieSenia rozna). Takyto postup nemusi byt’ v§ak jednoduchy a
je teda uzitoCny vtedy, ak iny neméame. Také funkcie nazyvame prvymi integralmi
tejto sustavy, pricom Casto maju fyzikalny vyznam napriklad energie, hybnosti,
momentu hybnosti (konStantnost’ vyjadruje zakon zachovania tychto velicin).

~ Priklad.

Exemplarnym prikladom je systém rovnic, podl’a ktorych sa pohybuju Cas-
tice v konzervativnom poli. Rovnica

X(1) = -VU ()

ma prvy integral (v skalarnom pripade) O(x, v) = %2+ U(x), kde v(t) := x(1),
vyjadrujuci celkovu energiu systému.
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{Deﬁnicia 4.5.1.}

na intervale 1.

Prvym integralom sistavy (4.2) na otvorenej mnozine Q; ¢ Q c R*!
nazyvame takd funkciu ® € C!'(Q,R), pre ktord plati: Ak je y(¢),t € I
rieSenie na {2 sustavy (4.2), potom je funkcia O(¢) := O(¢, y(¢)) konStantna

Cylinder tvori prvy integradl (pre kon-

krétne c).
Spravanie sa rieSeni z nasledujuceho prikladu.

Fazovy portrét tvoria kruznice.

~ Priklad.

Uvazujme sustavu
4 4
X =y, y =-x.

4.5.

(4.17)

Zrejme x*+y? = ¢ pre riesenie (x, y) a teda prvym integralom danej ststavy
je valec a integralne krivky tvoria skrutkovice na nom, vid’. obrazky 4.5,
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Naprv si uvedieme tvrdenie, ktoré je Casto prakticky vyuZivané pri rieSeni neli-
nearnych systémov a vo svojej podstate suvisi s prvym integrdlom Specidlneho

systému.

[Veta 4.5.2.]

Nech f, g su spojité funkce, x,y : (a,b) — R, ty € (a,b), f(x(t),y(ty)) #
0.

1. Potom existuje okolie U bodu ¢, také, zZe ak (x, y) je rieSenie sustavy

X' =flxy), ¥ =gxy)
na U, potom je § = y o x_! na x(U) rieSenim rovnice

dy  g(z,y)

dz  f(z.y)

2. Pre kazdé okolie U bodu 1, plati, Ze pokial’ § je rieSenim rovnice
(4.18) na x(U) a x je rieSenim rovnice x’ = f(x,y(x)) na U, potom
funkcia y o x je rieSenim rovnice y’ = g(x,y) na U.

, Y(x(t0)) = y(t0). (4.18)

VSimnime si, Ze rovnicu (4.18) ziskame formélnym predelenim rovnic daného
planarneho systému. Veta v podstate hovori, Ze ak chceme néjst’ rieSenia dane;j
sustavy, mozeme najprv vyriesit’ rovnicu (4.18), ktorda nam da orbity rieSeni vo

fazovej rovine, a potom dopocitat’ zavislost’ na z.

Domovska stranka

Titulna strana

Obsah

Strana 148 z 165

Spat

Full Screen

Zatvorit'

IARRREENNE

Koniec


http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/DFR.html

Pouzitim pravidla o derivovani zloZenej funkcie dostaneme nasledujucu lemu,
ktora je uzitocna a dolezitd v tom, Ze funkcii ® mdézeme rozhodnut’, Ci je (nie
je) prvym integrdlom bez toho, aby sme poznali rieSenie.

Domovska stranka

,-[Lema 4.5.3 (Nutna a postaCujuca podmienka).}

Ak je pravd strana f(¢, y) stistavy (4.2) spojitd na Q c R"*!, potom funkcia L
® € C'(Q,R) je jej prvym integrdlom na Q & ak plati
Obsah
a0(1, —~ 00(1,

BV D =0, Vepe@ @19

ot P ayj

Je to fakticky parcialna diferencidlna rovnica prvého radu pre funkciu ©. Takze je

blizky vzt'ah medzi nimi a sustavami obycajnych diferencidlnych rovnic prvého Sttana 1492 169
rddu. Ak mame autonémny systém, potom tato podmienka hovori, zZe gradient
prvého integralu je kolmy na vektorové pole f (na pravi stranu systému). Spat
r-[Poznémka 4.5.4.} ~ Full Screen
KonsStantné prvé integraly su nezaujimavé. NekonStantné prvé integraly
definované na celej oblasti  existuju zriedka. Zvlastnu ddlezitost’ maju 2T

prvé integraly nezdvisiace explicitne na ¢.
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~ Priklad.

Uvazujme sustavu

Y =Y2 = Y3,
Y5 = Y3 =1,
V5 =Y1— Y2 (4.20)

S¢itanim tychto rovnic dostaneme (y; + y, + y3)’ = 0. To znamen4, Ze
funkcia ®(y) = y; +y2 + y3 je prvymi integrdlom sustavy (4.20). Iny prvy
integrél je O,(y) = y% + y% + y%. Ako ho mozZno ngjst’ ?

{Poznémka 4.5.5.}

Je zreymé, 7Ze ak su O, 0,, ..., O, prvé integraly sustavy (4.2), potom a]
Y (O(t,y), ©:(1,y),...,0(t,y)) nim je, pricom ¥ je I'ubovol'na spojite
diferencovatel'nd funkcia & premennych. Tento integrdl nam ale neddva
Ziadnu d’alSiu informéciu o rieSeni v porovnani s informaciou, ktord nam
davaju prvé integraly ©,0,,..., 0.

Ak chceme ngjst’ rieSenie sustavy (4.2) pomocou prvych integridlov je podstatné,
aby boli nezéavislé na mnoZzine Q.
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[Deﬁnicia 4.5.6.}

Hovorime, Ze prvé integraly ®1,®,,...,0;, k < n si nezavislé na mno-
zine €, ak Ostrogradského-Jacobiho matica ®F ma plnd hodnost’ k pre
vSetky (z,y) € Q.

{Priklad (Rabinovichov systém).}

Nasledujuci diferenidlny systém tvori parametricky model, ktory popisuje
interakcie troch kvazi-synchréonnch vin v plazme :

= -2y’ +yx+z-9,

X
y =2xy + vy — 0x,

z=-2z(x+ 1), (4.21)
kde y,0 € R. N4jst’ prvé integrély pre takéto systémy nemusi byt’ vobec
jednoduché. Specidlne pre y = 0,0 = 1 existuju dva explicitne zdvisiace
na ¢ prvé integraly

I =02 +y? +2)e”, L = zye’.

PresvedcCte sa o tom ! Pre (x,y,z) # (0,0,0) su ich gradienty linearne
nez4vislé. TaktieZ sa mdZete presvedcit, Ze pre y = 0 je z(y — 8/2)e*
d’alSim prvym integralom.
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Ne- In-

zévislost’ prvych integrdlov - 2 konkrétne hladiny tegraly z predchadzajuceho prikladu. Po-
a ich prienik v bode x. Ciatok je globdlny atraktor”.

“Tj. pre t — oo tam koncCia vSetky trajek-
térie (dosahujuc hladinu 7; = 0)

~ Problém 4.5.7.

Ukaézte, Ze existencia linedrneho prvého integralu pre linearny homogénny
systém s konStantnymi koeficientami koreSponduje s jeho degenerova-
nost’'ou, tj. systém (4.15) ma linearny prvy integrdl I(y) = b-y, b €
R" & detA =0.
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[Veta 4.5.8.}

Nech prava strana f(z,y) sustavy (4.2) spojite diferencovatel'nd na Q C
R’H—] . POtOIn Domovska stranka

(D ku V (to,yo) € Q 1 v nejakom jeho okoli n nezavislych pr-
vych integridlov, ak navySe uvazujeme autonomny systém, potom
ku V y?: f(y") # 0, 3 v nejakom jeho okoli (n — 1) nezavislych
prvych integralov nezavisiacich na t.

Titulna strana
Obsah

(D) Ak st O,0,,...,0, nezavislé v (to,yo) prvé integraly sustavy
(4.2), potom v nejakom jeho okoli sa di kazdy prvy integral
tejto sustavy napisat’ v tvare W (®(t,y), Ox(t,y), ..., 0,(t,y)), pri-
com ¥ je vhodna spojite diferencovatel'na funkcia. Navyse, exis-
tuje najviac (n — 1) nezavislych v bode (to,yo) prvych integralov Strana 1557 165
sustavy (4.2) nezavisiacich explicitne na ¢, okrem pripadu, kedy
f(t,y) je identicky nula na nejakom okoli bodu (to,yo). Ak je spar
f (to,yo) # 0a®,0,,...,0,_; su nezavisiace na t prvé integ-

Full Screen

raly, ktoré su nezavislé v bode (to,yo), potom kazdy nezdvisiaci
na ¢ prvy integral sa v nejakom okoli bodu y" d4 zapisat’ v tvare
Y (O,(y), ©2(y),...,0,-1(y)), pricom ¥ je vhodna spojite diferen-
covatel'na funkcia.
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4.6. Gradientné a Hamiltonove systémy

~ Priklad.

Vo fyzike je konzervativny systém s jednym stupfiom vol'nosti popisany
rovnicou typu X = g(x). Celkovd mechanicka energia £ = T + U =
%2 - fox g(s)ds je prvym integralom (sucet kinetickej a potencialnej ener-
gie systému). Prisluchajuci systém diferencidlnych rovnic je prikladom
vSeobecného Hamiltonovho systému a prvy integrdl sa v tomto pripade
nazyva Hamiltonova funkcia.

Najsledujuci diferencidlny systém suvisi s Hamiltonovskou formuldciou mecha-
niky, ktord je vSeobecnejSia nez lagrangeovska, z ktorej povodne vychadzala. Ha-
miltonova funkcia (sucet kinetickej a potenciélnej energie) mechanického systému
s n stupnami vol'nosti je definovand vzt’ahom:

H(Ql, q27 Qn, p17 p27 ""pn’ Z) = Z Qi pi — L(Ql, q27 Qn, QI, q27 ceey Qn, t),
i=1
kde L je Lagrangeova funkcia systému. Tento dynamicky systém opisuje vyvoj

fyzikédlnych systémov ako napriklad planetarny systém alebo elektron v elektro-
magnetickom poli.
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Hamiltonove kanonické rovnice

Nech H(p, q, 1) je diferencovatel’'na funkcia. Nasledujice rovnice tvoria pre me-
chanicky systém s n stupnami vol'nosti sustavu 2z diferencidlnych rovnic prvého
radu pre 2n neznamych funkcii Casu g;(¢), pi(¢),i = 1,2, ..., n, kde g; su zovSeobec-
nené suradnice a p; su zovSeobecnené hybnosti.

—p(1) = —5eHP®,q(0),n) =X

—q(1) = +5HP®,q0),n) =Y (4.22)

[Veta 4.6.1 (Zakon zachovania energie).}

Ak funkcia H nezavisi explicitne na ¢, potom je prvym integralom sys-
tému (4.22), tj. H(p(1), q(?)) = k, k € R na nejakom intervale / C R.

Ddésledok tejto vety je ten, Ze pre kazdu trajektoriu y tohto systému existuje kon-
Stanta k € R takd, Ze vy je suvislou komponentou hladiny funkcie H, tj. mnozZiny
H~1(k). Fazovy portrét moZno teda zistit' analyzou takychto hladin funkcie H.
Zrejme nutnou podmienkou pre systém (4.22) je %X + %Y = 0. (a aj postacuju-
cou v pripade systému 2 rovnic).
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 Problém 4.6.2.
Ukazte, ze v 2D pripade je nutnd podmienka aj postacujucou.

Ukézte, Ze nutnd podmienka pre nasledujuci systém je splnend, avSak sys-
tém nie je Hamiltonov.

q] =—q1, 45 =qi.

~ Priklad.

Ukazeme, Ze systém

X =y(13 - x* =),
Y = 12— x(13 = x* —y%), (4.23)
je Hamiltonov. Mame %X + %Y = —2xy + 2xy = 0 a teda podmienka je

splnend. Najdite Hamiltonidn H tohto systému a nacrtnite fizovy diagram
!
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~ Priklad.

1. Hamiltonova funkcia pre jednorozmerny pohyb vol'nej Castice (HB):

— _pP_ 1,2 _ P
H=pg-L=73-mg =

Domovska stranka

Titulna strana

2. Hamiltonova funkcia Castice s ndbojom ¢ v elektromagnetickom poli
s elektrickym potencidlom ¢ (magneticky vektorovy potencidl v nej Obsah
nevystupuje):

B )
H = smv° + qp

3. Hamiltonova funkcia relativistickej Castice (pre nenabitd Casticu od-
pada Clen s g):
H = 2+ qp

Strana 157 z 165
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Hamiltonove systémy mézu mat’ relativne zlozité vlastnosti. Jednoduchsie vlast-

nosti trajektorii maju tzv. gradientné systémy. Full Screen

Nech U € CK(Q,R), k > 1, kde Q c R" je otvorend mnoZina. Gradientny systém

na (2 je systém tvaru Zatvori
y =-VU(y).
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 Problém 4.6.3.

Nech W € C?*(U,R), uréte nutni podmienku na to, aby systém bol gra-
dientny. Ako je to s postacujicou podmienkou ?

A Poznamka 4.6.4.
V pripade dvojrozmernych systémov je gradientny systém v tvare
/ ou
X ~ 10 .
A7 o 1 [12Y
Yy By
a Hamiltonov systém v tvare
oOH
x’ 0 1|57
_ X
A1 ol 22
y 8y
. . . . . . I 0 O I
Pre iné dimenzie sa daju pouZzit’ matice a
01 (-1O0

Domovska stranka

Titulna strana

Obsah

Strana 158 z 165

Spat

Full Screen

Zatvorit'

Koniec

IARRREENNE


http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/DFR.html



http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/DFR.html

Apendix

| Definicia 4.6.5.

Suctom dvoch kriviek ki, ko, kde k; - I; = [a;, b;] = R",i=1,2, ki(b)) =
ky(ay) nazyvame krivku y : J = [a;,c1] = R", ¢| = by + by — ay, ktord je
dana predpisom

k() = { ky (1), tel,

ky(ay +t—by), t€J\ I =[by,c1].

Oznacujeme ju k = k; & k. Opac¢na krivku ku krivke k : I = [a,b] —
R" nazyvame krivku &k, kde interval I a parametrizicia sa zmeni na na
k(—t),t € [-b, —al].
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F{ Veta 4.6.6 (Green).

Nech I je Jordanova“ krivka s parametriziciou y : [a, b] — R?, ktor4 je po

astiach C! a pozitivne orientovand. Potom, ak T : A — R?, kde A = int v,

— 0T, 0T,
je spojité na A a _6 6 s spojito predlzr[el’ne na A tak
X

T T
ff(u—a—yl) d(x,y) = éTldx+T2dy:
r

_ f [T1(71(5), 72() ¥} (5) + Ta(y1(5), y2() ¥(s)] ds

“Teda jednoduchd (prosta) a uzavreta.
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~ Lema 4.6.7.

Nech f € C(J), J = (a,B) X [A,B], a,8 € R*, A, B € R. Potom pre

B
F(u):f f(u, x)dx
A

plati
D FeC(a,p)

.
I1) ak naviac a_f e C(J),tak F € C(a,p) a
u

B
F’(u):f Z—f(u,x)dx.
A u

~ Lema 4.6.8. |

Nech T € C(Q), Q € R% Potom m4 T potencial na Q prave vtedy, ked’

pre kazdua uzavreta krivku I' v Q je § Tdx+ T,dy =0.
r
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,—{ Veta 4.6.9 (ZovSeobecnena Lagrangeova veta o strednej hodnote). }—~

Nech f : R"™ — R je diferencovatel'na na otvorenej mnozine G C R™.
Nech a,b € G st také body, Ze ab' C G. Potom existuje bod & € ab, pre
ktory

f(b) = f(@) =(Vf(£),b—-a)=Vp_af(©).

“ab oznatuje tsecku spdjajicu body a, b.
be¢=(1-c)a+cb, ce(0,1)
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Definicia 4.6.10.

Metricky priestor je dvojica (M, d) kde M je (neprazdna) mnoZina a d je
metrika na M, tj. funkciad: M X M — R, pre ktora plati V x,y,z € M

l.d(x,y) =0 & x =y (axidbma totoZnosti),
2. d(x,y) = d(y, x) (symetria)
3. d(x,z) <d(x,y) + d(y, z) (trojuholnikova nerovnost’).

Metricky priestor nazyvame tplny, ak v iom kazda postupnost’, ktord je
cauchyovska® (v prisluSnej metrike), konverguje (v prisluSnej metrike).

“Ye>03IAN e NVm,n > N = d(x,, x,) < €.

r-[Poznémka 4.6.11.}
Ak X je kompakt, potom priestor C¥(X) s metrikou
k . . k . .
d(f, 9)cix) = ) suplfP) — g%l = ) deo( £, 87)
i=0 “€X i=0

je uplny metricky priestor. Pre k = 0 mame klasicky priestor (C(X), dw).
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r-[Poznémka 4.6.12.}

e D4 sa I'ahko ukdzat’, ze podpriestor uplného metrického priestoru je
uplny prave vtedy, ked’ je uzavrety“.

e Pre kazdy metricky priestor vieme skonStruovat’ jeho ziplnenie (po-
mocou tried ekvivalencii Cauchyovskych postupnosti), a to tak, ze
povodny priestor v nom bude husty.

e Dve metriky d;, d, na X nazveme ekvivalentné, akk 4¢ > 0, C > 0
cdi(x,y) < dy(x,y) < Cdi(x,y), Vx,y € X. V R" st vSetky metriky
ekvivalentné.

“Priestor je uzavrety ak sa rovnd uzdveru.
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