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III. Komplexné funkcie

Elementárne funkcie komplexnej premennej

(vi) Logaritmická funkcia :

Definícia
Logaritmická funkcia (označujeme Lg, alebo aj Ln) je inverzná
funkcia k exponenciálnej funkcii.

– definičným oborom logaritmickej funkcie je množina C \ {0};
– oborom hodnôt logaritmickej funkcie je C;
– logaritmom komplexného čísla z ∈ C \ {0} nazývame množinu
Lg z = {w ∈ C; z = ew}, jej prvky hodnoty logaritmu čísla z;
– z periodičnosti exponenciálnej funkcie máme, že ak w0 ∈ Lg z, tak

Lg z = {w ∈ C; w = w0 + 2kπi, k ∈ Z};

– (∀z ∈ C \ {0}) Lg z = ln |z|+ i Arg z
– základné vlastnosti logaritmu :

1. (∀z1, z2 ∈ C \ {0}) z1 6= z2 ⇒ Lg z1 6= Lg z2
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– logaritmom komplexného čísla z ∈ C \ {0} nazývame množinu
Lg z = {w ∈ C; z = ew}, jej prvky hodnoty logaritmu čísla z;
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– logaritmom komplexného čísla z ∈ C \ {0} nazývame množinu
Lg z = {w ∈ C; z = ew}, jej prvky hodnoty logaritmu čísla z;
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(vi) Logaritmická funkcia :

Definícia
Logaritmická funkcia (označujeme Lg, alebo aj Ln) je inverzná
funkcia k exponenciálnej funkcii.

– hlavná hodnota logaritmu: (∀z ∈ C \ {0}) lg z = ln |z|+ i arg z;
– (∀x > 0) lg x = ln x ;
– hlavná hodnota logaritmu je jednolistá na C \ {0};
– hlavná hodnota logaritmu je spojitá na množine

C \ {z ∈ C; Im z = 0 ∧ Rez ≤ 0};
– vetva logaritmu, ktorá jednoznačne zobrazuje C \ {0} do pásu

Pk := {z ∈ C : (2k − 1)π < Im z ≤ (2k + 1)π}, k ∈ Z,

sa nazýva k -ta vetva logaritmu, označuje sa Lgk ;
– každá k -ta vetva logaritmu je jednolistá na C \ {0};
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(vii) Všeobecná mocninová a všeobecná exponenciálna funkcia :

Definícia
Nech α ∈ C je l’ubovol’né číslo. Pre z ∈ C \ {0} funkciu

zα := {w ∈ C; w = eαs, kde s ∈ Lg z}

nazývame α-tá všeobecná mocnina.

– každý prvok množiny zα nazývame hodnota α-tej mocniny čísla z;
– podl’a poznámky o zápise viacznačných funkcií píšeme zα = eα Lg z ;
– zα je jednoznačná práve vtedy, ked’ α ∈ Z;
– zα je n-značná práve vtedy, ked’ α = m

n , kde m ∈ Z, n ∈ N a
(m, n) = 1;
– zα je nekonečnoznačná v zostávajúcich prípadoch;
– pre hlavnú hodnotu logaritmu dostávame hlavnú hodnotu α-tej
všeobecnej mocniny zα = eα lg z ;
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– zα je nekonečnoznačná v zostávajúcich prípadoch;
– pre hlavnú hodnotu logaritmu dostávame hlavnú hodnotu α-tej
všeobecnej mocniny zα = eα lg z ;

Ondrej Hutník Funkcie komplexnej premennej



III. Komplexné funkcie

Elementárne funkcie komplexnej premennej

(vii) Všeobecná mocninová a všeobecná exponenciálna funkcia :

Definícia
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– az je jednoznačná na Z, na niektorých množinách je n-značná a
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(viii) Goniometrické funkcie :

Definícia
Funkcie sínus a kosínus definujeme pre každé z ∈ C predpisom

sin z :=
eiz − e−iz

2i
, cos z :=

eiz + e−iz

2
.

– pre z = x ∈ R je sin z = sin x a cos z = cos x ;
– cos(−z) = cos z, sin(−z) = − sin z pre každé z ∈ C;
– sin z = 0 ⇔ z = kπ a cos z = 0 ⇔ z = π

2 + kπ, k ∈ Z;
– obe sú periodické funkcie s periódou 2π;
– obe sú jednoznačné a spojité funkcie na C;
– (komplexný) sínus a kosínus sú neohrani čené funkcie !!!
– tangens a kotangens definované "štandardne", t.j.

tgz :=
sin z
cos z

, z 6= (2k + 1)
π

2
cotgz :=

cos z
sin z

, z 6= kπ, k ∈ Z
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(ix) Hyperbolické funkcie :

Definícia
Pre každé z ∈ C definujeme hyperbolický sínus a hyperbolický
kosínus predpisom

sinh z :=
ez − e−z

2
, cosh z :=

ez + e−z

2
.

– pre každé z ∈ C platí:

sinh z = −i sin iz, sin z = −i sinh iz

cosh z = cos iz, cos z = cosh iz

– hyperbolický tangens a hyperbolický kotangens definované
"štandardne", t.j.

tghz :=
sinh z
cosh z

, cotghz :=
cosh z
sinh z
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(x) Cyklometrické funkcie :

Definícia
Cyklometrické funkcie arkussínus, arkuskosínus, arkustangens,
arkuskotangens sú definované pre z ∈ C predpismi:

Arcsinz := {w ∈ C; sin w = z},
Arccosz := {w ∈ C; cos w = z},
Arctgz := {w ∈ C; tgw = z},

Arccotgz := {w ∈ C; cotgw = z}.

– množinu Arcsinz nazývame arkussínus komplexného čísla z a jej
prvky hodnoty arkussínusu čísla z, podobne ostatné;
– cyklometrické funkcie sú nekonečnoznačné;
– pre každé z ∈ C platí:

Arcsinz = −i Lg
(

iz +
√

1− z2
)

, Arccosz = −i Lg
(

z +
√

z2 − 1
)
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prvky hodnoty arkussínusu čísla z, podobne ostatné;
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2
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