Zapo&tova pisomka ¢ 1 (UMV/FRPa/19)

1. Definujme logicki operdciu tabulkou pravdivostnich hodnot:

alb| avb
111 0
110 1
0|1 0
00 0

Overte, ¢i vgrok (aV(bV—a)) < (=b A a) je tautoldgia.
Priklad je za 1.5 b. Vyplnenim tabulky pravdivostnych hodnot dostavame

a|bl| —a|bV-a|avV(bV-a) | “bAa | (aV(bV—-a)) < (-bAa)
171] 0 1 0 0 1
1101 0 0 1 1 1
0|1} 1 0 0 0 1
010 1 0 0 0 1

A teda vyrok (aV(bV—-a)) < (—b A a) je naozaj tautologia.

2. V mnoZine R rieste nerovnicu vVx? — 4x — 12 > 3 + 2z.

Priklad je za 3 b. Podmienka: Kedze vyraz pod odmocninou musi byt nezaporny,
tak 72 — 4z — 12 = (x — 6)(x + 2) > 0, ¢o plati pre vietky z € (—o0, —2) U (6, +0c0).
Vysetrime hodnotu vyrazu na pravej strane nerovnosti.

Ak 3+2x <0, t) =< —%, potom druhd odmocnina z nezdporného cisla je vzdy
vicsia ako Tubovolné zaporné ¢islo, a preto nerovnica je splnena pre vsetky ¢isla z inter-
valu [(—00, —2) U (6, 400)] N (—00, —2) = (—o0, —2).

Ak 342x >0, tj. x> —%, potom umocnenim oboch stran nerovnice na druhu

dostaneme

22 —4r—12 > 9+ 122 + 42° <
0> 322+ 162 +21 <

0> 3(z+3) (x+§)

Poslednej nerovnosti vyhovuju ¢isla x € (—3, —%), a preto rieSenim tejto vetvy je

xe(%ﬁg>ﬁ<—;+u>ﬂK—m;&ﬂM&+wﬂ=ﬂ

Zhrnutim teda dostavame, Ze rieSenim pdvodnej nerovnosti je (—oo, —2)UD = (—o0, —2).

212 (sin2 x — 3cos® x)
2+ 1

3. Vysetrite pdrnost/nepdrnost a ohranicenost funkcie: h(z) =

Priklad je za 3 b. Je zrejmé, Ze D), = R, a teda staci overit podmienku ¢i h(—z) = h(zx)
alebo h(—z) = —h(z). Avsak

 2(—x)? (sin*(—z) — 3cos*(—x)) 227 (sin®x —3cos’x)
h(—z) = CoE Tl = o = h(x),

kde sme uplatnili parnost funkcie cos, t.j. cos(—z) = cosx a neparnost funkcie sin, t.j.
sin(—z) = —sinx pre kazdé x € R. Teda funkcia h je parna a nie je neparna.



Pozrime sa na absolitnu hodnotu funkcie h, t.j. pre kazdé x € R mame

24% (sin®x — 3cos’x)|  22%|sin*z — 3cos® x| - 22? (| sin® x| + 3| cos® z|)
241 B 2+ 1 - 2+ 1
2 | 2
_ 224 8@+ 1)
x4+l 7 2241

=38,
teda existuje K = 8 také, ze pre vsetky x € R je |h(z)| < K, t.j. h je ohrani¢ena na R.

4. Zistite, ¢ije funkcia g :y = 4—3arcsin(2x+1) prostda. Ak dno, ndjdite k nej inverzni
funkciu a urcte definicné obory oboch funkcit.

Priklad je za 3 b. Defini¢nym oborom je mnozina D, = {xr € R: 2z + 1| < 1} =
(—1,0). Pre Iubovolné z,z5 € (—1,0) mame

1 <Tee 2r1+1<215+1 & arcsin(2z; + 1) < arcsin(2x9 + 1)
& —3arcsin(2zy + 1) > —3 arcsin(2z, + 1)
& 4 —3arcsin(2zy + 1) > 4 — 3arcsin(2z, + 1)
g9(x1) > g(z2),

¢o znamena, Ze g je klesajuca funkcia na D, a teda je prosta na D,. Preto k nej inverzna
funkcia na D, existuje. Naviac hned vieme, ze H, = (¢9(0), g(—1)) = (4—37/2,4+37/2),
pretoze g(0) = 4 — 3arcsin(1) = 4 — 37/2 a z neparnosti funkcie arkussinus dostaneme
g(—1) =4 — 3arcsin(—1) = 4 4+ 3arcsin(l) = 4 + 37/2. Zo vztahu y = g(z) a x = g(y),
kdeg: Hy — D,, dostavame

y=4—3arcsin(2g(y) + 1) & Ty = arcsin(2g(y) + 1)
4

& sin (—3 y) =27(y) +1
. 4—y

sin (=2) —1

a teda inverzna funkcia k funkcii g : y = 4 — 3arcsin(2z + 1) na Dy, = (—1,0) ma tvar

in (£=¥) -1
g:x:%, yeHg:D§:<4—Sg,4+3g>.

5. Nech f(z) =Inx a g(z) = /1 — |z|. Ndjdite fog a go f a urcte ich definicné obory.
Priklad je za 2,5 b. Malo by byt jasné, ze Dy = (0,+00). Pre urCenie D, musime
vyriesit nerovnost 1 — [z| > 0, t.j. |2| <1 —1 <z <1, ¢ize D, = (—1,1). Vieme, ze
definiény obor kompozicie funkcii a, 8 je mnozina

Daoﬁ = {l’ € Dﬁ; ﬁ(l’) S Da}

a predpis (a o f)(z) = a(B(z)) pre kazdé x € D,yop. Preto

Doy ={z € (—1,1); /1 —]z] € (0,+00)} = (—1,1),
pretoze /1 — |x| > 0 prexz € (—1,1). Funkcia fog je potom dané predpisom (fog)(x) =
In+/1 — |z| pre € (—1,1). Dalej pre funkciu g o f je

Dyoy = {x € (0, +00); Inz € (—1,1)} = <%e> ,

lebo riesenim nerovnosti Inxz > —1 st vetky éisla o > e ! = é a nerovnosti Inx < 1

vietky ¢isla 0 < z < e! =e. Potom (go f)(z) = /1 —|Inz| pre z € (1,¢).



6. Dand je funkcia f 1y =

sin ('%‘ + 7T> ’ — 1. Pomocou transformdcii nacrtnite jej graf.

Priklad je za 2 b. Pouzitie jednotlivych transformécii a vyslednych grafov je vidiet
na nasledujicej postupnosti obrazkov.
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