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Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkcii

Funkcia: trochu histérie

We call herg~unctionof a variable magnitude, a quantity that is composed in any possible manner of this variable
magnitude & of constants.
Johann BernoulliOpera(1718) vol. 2, p. 241

@ reélne funkcie y = f(x) realnej premennej x boli od Cias Descarta
univerzalnym nastrojom pre Stadium geometrickych kriviek;
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@ v ére Leibniza-Bernoulliho-Eulera boli funkcie chapané ako kompozicie
elementarnych funkcii (Euler: "expressio analytica quomodocunque")

@ v 19. storo€i pod vplyvom Fourierovej rovnice vedenia tepla a
Dirichletovej Studie o Fourierovych radoch sa zacina uvazovat' Sirsi
koncept: "fubovolné hodnoty y definované v zavislosti of hodnét x"
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Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkcii

Funkcia ako zobrazenie — zékladné pojmy

If now to anyx there corresponds a unique, finjte... theny is called a function ok for this interval... This definition
does not require a common rule for the different parts of the curve; one can imagine the curve as being composed of the
most heterogeneous components or as being drawn without following any law.

Dirichlet: Uber die Darstellung ganz willkiirlicher Functionen durch Sinus- und Cosinusrétg3v)

Nech X, Y st mnoziny. Ak kazdému prvku x € X je urCitym spésobom
priradeny prave jeden prvok y € Y, hovorime, Ze na mnozine X je
definované zobrazenie f, zapisujeme y = f(x), x € X.
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Y nazyvame obor hodnét zobrazenia f, oznacujeme Hs;

©

prvky z H; nazyvame obrazy/zavislé premenné;

©

mnozinu v3etkych funkcii f : R — R budeme oznacovat R*
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@ parametricky: x = 2sint —sin2t,y = 2cost —cos2t,t € (-5, 75) ...
http://mathworld.wolfram.com/HeartCurve.html
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@ viacerymi rovnicami:
y Z, x>0
k(x) = lim arctgnx) = 0, x=0
nN—oo
-3, x<0
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@ tabulkou, grafom, slovne ...
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Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkcii

Dolezité: Kazda funkcia je jednoznacne uréena definicnym oborom a predpisom priradenia.
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Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkcii

Dolezité: Kazda funkcia je jednoznacne uréena definicnym oborom a predpisom priradenia.

|

Definicia
Nech f a g su funkcie s definicnymi obormi Dy a Dy.

(1) Absolitna hodnota |f| je funkcia definovana na D; predpisom
(vx € Dx) [f](x) = [f(x)].
(i) Sucet (rozdiel) f £ g je funkcia definovana na D; N Dy predpisom
(Vx € D NDg) (f £9)(x) =f(x) £ g(x).

(i) Sucin f - g je funkcia definovana na Dy N Dy predpisom

(vx € Dy N Dg) (f-g)(x) =f(x)-9g(x).
(iv) Podiel £ Je funkcia definovana na D N {x € Dg g(x) # 0} predpisom
fx)

(vx € Dr N {x € Dg; g(x) # 0}) —( )= G601
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Dolezité: Kazda funkcia je jednoznacne uréena definicnym oborom a predpisom priradenia.

Nech f a g su funkcie s definicnymi obormi Dy a Dy.

(1) Absolitna hodnota |f| je funkcia definovana na D; predpisom
(vx € Dx) [f](x) = [f(x)].
(i) Sucet (rozdiel) f £ g je funkcia definovana na D; N Dy predpisom
(Vx € D NDg) (f £9)(x) =f(x) £ g(x).
(i) Sucin f - g je funkcia definovana na Dy N Dy predpisom
(vx € Dy N Dg) (f-g)(x) =f(x)-9g(x).

(iv) Podiel £ Je funkcia definovana na D N {x € Dg g(x) # 0} predpisom
fx)

g(x)’

Hovorime, Ze funkcie f a g sa rovnaju, akk maju rovnaky definiény obor X a
(Wx € X) f(x) = g(x).

(vx € Df N {x € Dg;g(x) # 0}) —( ) =

.
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Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkcii

Operéacie = mlyn Cek na vytvaranie novych funkcii
Quantitas constans est quantitas determinata, perpetuo eundem valorem servans.

Leonhard Eulertntroductio in analysin infinitorunf1748)

@ konsStantna funkcia: je funkcia C, ktora kazdému realnemu cislu
priradzuje stale rovnaku (konStantn) hodnotu, t.j. C : y = ¢ pre kazdé
x € R, kde c € R;
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@ konstantna funkcia: je funkcia C, ktord kazdému realnemu cislu
priradzuje stale rovnaku (konstantnd) hodnotu, t.j. C : y = ¢ pre kazdé
x € R, kde c € R;

@ identita: je funkcia I, ktora kazdému redlnemu Cislu priradzuje to isté
reélne Cislo, t.j. | : y = x pre kazdé x € R;

Ondrej Hutnik



Uvod do reélnych funkcif

Operacie = mlyn ¢ek na vytvaranie novych funkcii

Quantitas constans est quantitas determinata, perpetuo eundem valorem servans.
Leonhard Eulertntroductio in analysin infinitorunf1748)

@ konstantna funkcia: je funkcia C, ktord kazdému realnemu cislu
priradzuje stale rovnaku (konstantnd) hodnotu, t.j. C : y = ¢ pre kazdé
x € R, kde c € R;

@ identita: je funkcia I, ktora kazdému redlnemu Cislu priradzuje to isté
reélne Cislo, t.j. | : y = x pre kazdé x € R;

@ polyném: je funkcia P definovana na R predpisom
P(x):=ag +aiX +...a,_1x""1 +ax",
kdea e R,i =0,1,...,n;
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Uvod do reélnych funkcif

Operacie = mlyn ¢ek na vytvaranie novych funkcii

(]

o

Quantitas constans est quantitas determinata, perpetuo eundem valorem servans.
Leonhard Eulertntroductio in analysin infinitorunf1748)

konstantna funkcia: je funkcia C, ktora kazdému realnemu ¢islu
priradzuje stale rovnaku (konstantnd) hodnotu, t.j. C : y = ¢ pre kazdé
X € R, kde ¢ € R;

identita: je funkcia |, ktora kazdému realnemu cislu priradzuje to isté
reélne Cislo, t.j. | : y = x pre kazdé x € R;

polyném: je funkcia P definovana na R predpisom
P(x):=ag +aiX +...a,_1x""1 +ax",
kdea e R,i =0,1,...,n;

racionalna lomena funkcia: je funkcia R definovana ako podiel dvoch
polynémov, t.j.
P(x) ag +a1X -+ apx"
= = , ag,..-,an,bo,...,bm €R
Q(X)  bo+biX + -+ bpxm’ O ns -0 m

kde aspon jedno z Cisel bj # 0; zrejme Dgr =R\ {x € R; Q(x) = 0}

R(x) :
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Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkcii

Graf funkcie a jeho transforméacie

Grafom funkcie f definovanej na mnozine X # () nazyvame mnozinu
Gr ={[x,yl:x e X,y =f(x)}.

_J1, xeQ
X(X)_{O, X eR\Q

Y,

1

PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805-1859)
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Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkcii

Graf funkcie a jeho transforméacie

Grafom funkcie f definovanej na mnozine X # () nazyvame mnozinu
Gr ={[x,yl:x e X,y =f(x)}.

) — 0, xe€R\QnN(0,1) alebox =0
A I S % je zlomok v zékladnom tvare

Y,
14

e BAE N fad N

0 1 &

GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826-1866)
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Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkcii

DalSie operacie s funkciami — cestovanie s prestupom

Nech f je funkcia definovana na X a g je definovana na Y. ZloZzena funkcia
g o f sa nazyva funkcia definovana na mnozine M = {x € X;f(x) € Y}
predpisom (Vx € M) (g o f)(x) := g(f(x)).

XK
G
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Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkcii

DalSie operacie s funkciami — cestovanie s prestupom

Nech f je funkcia definovana na X a g je definovana na Y. ZloZzena funkcia
g o f sa nazyva funkcia definovana na mnozine M = {x € X;f(x) € Y}
predpisom (Vx € M) (g o f)(x) := g(f(x)).

XK
G

@ funkciu f nazyvame vnutorna zlozka a funkciu g vonkajSia zloZka
kompozicie g o f;
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Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkcii

DalSie operacie s funkciami — cestovanie s prestupom

Nech f je funkcia definované na X a g je definovana na Y . ZloZena funkcia
g o f sa nazyva funkcia definovana na mnozine M = {x € X;f(x) € Y}
predpisom (Vx € M) (g o f)(x) := g(f(x))-

XK
G

@ funkciu f nazyvame vnutorna zlozka a funkciu g vonkajSia zloZka
kompozicie g o f;

@ sUcet a nasobenie funkcii st komutativne operacie v R¥, ale operacia
kompozicie nie je komutativna, t.j. f o g # g o f!
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Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkcii

DalSie operacie s funkciami — cestovanie s prestupom

Nech f je funkcia definovana na X a g je definovana na Y. ZloZzena funkcia
g o f sa nazyva funkcia definovana na mnozine M = {x € X;f(x) € Y}
predpisom (Vx € M) (g o f)(x) := g(f(x)).

XK
G

@ funkciu f nazyvame vnutorna zlozka a funkciu g vonkajSia zloZka
kompozicie g o f;

@ sUcet a nasobenie funkcii st komutativne operacie v R¥, ale operacia
kompozicie nie je komutativna, t.j. f o g # g o f!

Veta (0 asociativite skladania funkcif)

(\v/f,g,hE]RR)fo(goh)Z(fog)oh
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Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkeii

Ohrani ¢ené a neohrani ¢ené funkcie

Ked'ze funkcia f : X — Y je zobrazenie medzi dvoma mnozinami, mdZzeme na niektoré vlastnosti tohto zobrazenia nahliadat
cez vlastnosti, ktoré méa jeho obor hodnét Y .

Definicia
Nech f : X — Y je funkcia.
(i) Hovorime, Ze f je ohranicena zhora na mnozine M C Dy, akk
(3H e R)(Wx e M) f(x) < H.
(i) Hovorime, ze f je ohranicena zdola na mnozine M C Dy, akk
(3D € R)(¥x € M) D < f(x).
(i) Funkcia f sa nazyva ohranicena na M C Dy, akk je naM C Dy
ohranic¢ena zhora aj zdola.
(iv) Funkciu f nazyvame neohranicena na M C Ds, akk na M C Dy nie je
ohranicena.
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Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkeii

Ohrani ¢ené a neohrani ¢ené funkcie

Ked'ze funkcia f : X — Y je zobrazenie medzi dvoma mnozinami, mdZzeme na niektoré vlastnosti tohto zobrazenia nahliadat
cez vlastnosti, ktoré méa jeho obor hodnét Y .

Definicia
Nech f : X — Y je funkcia.
() Hovorime, Ze f je ohranicena zhora na mnozine M C Dy, akk
(3H e R)(Vx e M) f(x) < H.
(i) Hovorime, ze f je ohranicena zdola na mnozine M C Dy, akk
(3D € R)(¥x € M) D < f(x).
(i) Funkcia f sa nazyva ohranicena na M C Dy, akk je naM C Dy
ohranicena zhora aj zdola.
(iv) Funkciu f nazyvame neohranicena na M C Ds, akk na M C Dy nie je
ohranicena.

Veta (nutna a postacujuca podmienka ohrani¢enosti funkcie)
Funkcia f je ohranicena na M C D; prave vtedy, ked’

(3K € R,K > 0)(Vx € M) [f(x)| < K.
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Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkeii

Parne, nepéarne a periodické funkcie

Funkcia f definovana na M sa nazyva parna, akk
(i) (xeM) —x e M;
(i) (vx € M) f(—x) = f(x).

Poznamky a priklady:

@ graf G; parnej funkcie f je osovo simerny podfa y-ovej osi, pretoZze ak
P = [x,f(x)] € Gt, tak aj P’ = [—x,f(X)] € G;

@ Dirichletova funkcia x je parna;
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Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkeii

Parne, nepéarne a periodické funkcie

Funkcia f definovana na M sa nazyva neparna, akk
(i) (xeM) —x eM;
(i) (vx € M) f(=x) = —f(x).

v,

Poznamky a priklady:
@ graf G neparnej funkcie f je stredovo simerny podfa pociatku;
@ funkcia sgnje neparna;

@ existuje nekonecne vela funkcii, ktoré su parne a neparne zaroven —
vSetky su vSak len ziZenim funkcie C(x) = 0 na vhodnd mnoZzinu

Ondrej Hutnik Funkcia redlnej premennej



Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkeii

Parne, nepéarne a periodické funkcie

Funkciu f nazyvame periodicka, akk existuje p € R, p > 0, pre ktoré plati
() (vx eDf)x+peDbDsAx—p e Dy;
(i) (vx € Dy) f(x + p) = f(x).

Najmensie ¢islo p > 0 s touto vlastnostou sa nazyva perioda funkcie f.

—2a —a 0 a 2a T A / x
Poznamky a priklady: n

@ kazda konsStatna funkcia C je periodicka, ale nema perioédu (podobne
to plati pre Dirichletovu funkciu x);

@ najznamejSie periodické funkcie sin, cos, tg, cotg (uz ¢oskoro!)

@ Riemannova funkcia p sa da periodicky rozsirit na R, pricom jej
periéda bude p = 1;
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Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkeii

Monoténne funkcie
Monotony is the law of nature. Look at the monotonous manner in which the sun rises. The monotony of necessary
occupation is exhilarating and life giving.
Mahatma Gandhi
Definicia
Hovorime, Ze funkcia f je na mnozine M C Dy
(1) rastica, akk (Vx1,X2 € M, X1 < X2) f(X1) < f(X2);
(i) klesajuca, akk (Vx1,X2 € M, X1 < X2) f(x2) < f(x1);
(i) neklesajuca, akk (Vx1,%2 € M, X1 < Xz) f(x1) < f(X2);
(iv) nerastica, akk (VX1,X2 € M, X1 < Xp) f(X2) < f(xq).

Poznamky a priklady:

@ rastuce a klesajuce funkcie nazyvame rydzomonoténne, nerastiice a
neklesajuce nazyvame monoténne funkcie;

@ funkcia je konStantna prave vtedy, ked' je nerastica a neklesajuca
zaroven;

@ prazdna funkcia, t.j. funkcia f s Dy = (), ako aj kazda funkcia definovana
na jednoprvkovej mnozine s monotoénne;
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Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkeii

Monoténne funkcie

Monotony is the law of nature. Look at the monotonous manner in which the sun rises. The monotony of necessary
occupation is exhilarating and life giving.
Mahatma Gandhi

Definicia
Hovorime, Ze funkcia f je na mnozine M C Dy

(1) rastica, akk (Vx1,X2 € M, X1 < X2) f(X1) < f(X2);

(i) klesajuca, akk (Vx1,X2 € M, X1 < X2) f(x2) < f(x1);
(i) neklesajuca, akk (Vx1,%2 € M, X1 < Xz) f(x1) < f(X2);
(iv) nerastica, akk (VX1,X2 € M, X1 < Xp) f(X2) < f(xq).

Poznamky a priklady:

@ neexistuje funkcia definovana na aspon dvojprvkovej mnozine, ktora by
bola rastica a klesajica zaroven!
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Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkeii

Monoténne funkcie

Monotony is the law of nature. Look at the monotonous manner in which the sun rises. The monotony of necessary
occupation is exhilarating and life giving.
Mahatma Gandhi

Definicia
Hovorime, Ze funkcia f je na mnozine M C Dy

(1) rastica, akk (Vx1,X2 € M, X1 < X2) f(X1) < f(X2);

(i) klesajuca, akk (Vx1,X2 € M, X1 < X2) f(x2) < f(x1);
(i) neklesajuca, akk (Vx1,%2 € M, X1 < Xz) f(x1) < f(X2);
(iv) nerastica, akk (VX1,X2 € M, X1 < Xp) f(X2) < f(X1).

Poznamky a priklady:

@ neexistuje funkcia definovana na aspon dvojprvkovej mnozine, ktora by
bola rastica a klesajica zaroven!

Veta (o vztahu monotonnosti a ohranicenost)i

Kazda monotonna funkcia na uzavretom intervale je na tomto intervale
ohranicena.
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Injekcia alebo netreba sa bat' doktorov (matematiky)

Pripomenutie: Funkciaf : X — Y je zobrazenie medzi dvoma mnoZinami — vzormi a obrazmi.
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Injekcia alebo netreba sa bat' doktorov (matematiky)

Pripomenutie: Funkciaf : X — Y je zobrazenie medzi dvoma mnoZinami — vzormi a obrazmi.

Obrazom mnoZziny M C X pri zobrazeni f : X — Y nazyvame mnoZinu

f(M) = {y €Y ((x eM)A(y :f(x)))}.

Poznamka: mnozina f(M) teda obsahuije tie prvky oboru hodnét Y, ktoré st obrazmi prvkov z M
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Injekcia alebo netreba sa bat' doktorov (matematiky)

Pripomenutie: Funkciaf : X — Y je zobrazenie medzi dvoma mnoZinami — vzormi a obrazmi.

Obrazom mnoZziny M C X pri zobrazeni f : X — Y nazyvame mnoZinu
f(M) = {y €Y ((x eM)A(y :f(x)))}.

Poznamka: mnozina f(M) teda obsahuije tie prvky oboru hodnét Y, ktoré st obrazmi prvkov z M

Zobrazenie f : X — Y nazyvame
(1) injektivne, akk (Vxq,Xz € X, X1 # X2) f(X1) # f(X2);
(i) surjektivne, akk f(X) =Y;

(1) bijektivne, akk je injektivne a surjektivne zaroven.
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Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkeii

Injekcia alebo netreba sa bat' doktorov (matematiky)

Pripomenutie: Funkciaf : X — Y je zobrazenie medzi dvoma mnoZinami — vzormi a obrazmi.

Obrazom mnoZziny M C X pri zobrazeni f : X — Y nazyvame mnoZinu

f(M) = {y €Y ((x eM)A(y :f(x)))}.

Poznamka: mnozina f(M) teda obsahuije tie prvky oboru hodnét Y, ktoré st obrazmi prvkov z M

Zobrazenie f : X — Y nazyvame
(1) injektivne, akk (Vxq,Xz € X, X1 # X2) f(X1) # f(X2);
(i) surjektivne, akk f(X) =Y;

(1ll) bijektivne, akk je injektivne a surjektivne zaroven.

Poznamky:

@ injektivne zobrazenie sa nazyva aj prosté, surjektivne sa zvykne
oznacovat aj spojenim "f je na" (mnoZinu Y);

0 f: X — Y je surjektivne prave vtedy, ked' (Yy € Y)(Ix € X) y = f(x);

Ondrej Hutnik Funkcia redlnej premennej



Uvod do reélnych funkcii Niektoré triedy funkeii

Injekcia alebo netreba sa bat' doktorov (matematiky)

Pripomenutie: Funkciaf : X — Y je zobrazenie medzi dvoma mnoZinami — vzormi a obrazmi.

Zobrazenie f : X — Y nazyvame
(i) injektivne, akk (Vx1,X2 € X, X1 # X2) f(X1) # f(X2);
(i) surjektivne, akk f(X) =Y;

(i) bijektivne, akk je injektivne a surjektivne zaroven.

X Y X Y
A:% B: E ;:
X Y X Y
C: ;; ;: D:%
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Injekcia alebo netreba sa bat' doktorov (matematiky)

Pripomenutie: Funkciaf : X — Y je zobrazenie medzi dvoma mnoZinami — vzormi a obrazmi.

Zobrazenie f : X — Y nazyvame
(i) injektivne, akk (Vx1,X2 € X, X1 # X2) f(X1) # f(X2);
(i) surjektivne, akk f(X) =Y;

(i) bijektivne, akk je injektivne a surjektivne zaroven.

Veta (o vztahu rydzomonotonnosti a injekcie)

Ak f je rydzomonotdénna na M C Dy, tak f je injektivna na M.
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