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Operécie so spojitymi funkciami
Zopakovanie: funkcia f je spojita v bode Xo € Df, akk (Ve > 0)(38 > 0)(Vx € Df)(x € Os(xg) = f(x) € Oc(f(x)))

Veta (algebrické operacie so spojitostou funkcie)

Nech f, g su spojité v bode xg € Df N Dg. Potom f £ g, f - g a |f| sU spojité
v bode xq. Ak naviac g(Xo) # 0, tak aj é je spojita v bode Xg.
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Derivécia funkcie

Operécie so spojitymi funkciami
Zopakovanie: funkcia f je spojita v bode Xo € Df, akk (Ve > 0)(38 > 0)(Vx € Df)(x € Os(xg) = f(x) € Oc(f(x)))

Veta (algebrické operacie so spojitostou funkcie)

Nech f, g su spojité v bode xg € Df N Dg. Potom f £ g, f - g a |f| sU spojité
v bode xq. Ak naviac g(Xo) # 0, tak aj é je spojita v bode Xg.

Poznamky a priklady:

— konstantna funkcia konst: x — c, ¢ € R, je spojita v kazdom bode x, € R;
—identita id : x — X je spojita v kazdom bode x, € R;

— mocninna funkcia mogy : x — x™, m € Z, je spojita v kazdom bode X, € R \ {0}
(vynimky!);

— polyném P(x) = anx" + - - - + a1X + ap je spojitd funkcia v kazdom bode X, € R;
— racionalna funkcia R(x) = % je spojitd v kazdom xo € R\ {z € R; Q(z) = 0};
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Derivécia funkcie

Operécie so spojitymi funkciami
Zopakovanie: funkcia f je spojita v bode Xo € Df, akk (Ve > 0)(38 > 0)(Vx € Df)(x € Os(xg) = f(x) € Oc(f(x)))

Veta (algebrické operacie so spojitostou funkcie)

Nech f, g su spojité v bode xg € Df N Dg. Potom f £ g, f - g a |f| sU spojité
v bode xq. Ak naviac g(Xo) # 0, tak aj é je spojita v bode Xg.

Poznamky a priklady:

— konstantna funkcia konst: x — c, ¢ € R, je spojita v kazdom bode x, € R;
—identita id : x — X je spojita v kazdom bode x, € R;

— mocninna funkcia mogy : x — x™, m € Z, je spojita v kazdom bode X, € R \ {0}
(vynimky!);

— polyném P(x) = anx" + - - - + a1X + ap je spojitd funkcia v kazdom bode X, € R;
— racionalna funkcia R(x) = % je spojitd v kazdom xo € R\ {z € R; Q(z) = 0};

Veta (o spojitosti zloZenej funkcie)

Nech g je spojitd v bode xg € Dy a f je spojita v bode yo = g(Xo) € Dy.
Potom f o g je spojita v bode Xo.

Pozor: Veta o spojitosti zloZzenej funkcie dava iba postacujiicu podmienku spojitosti kompozicie, nie vSak nutnt (staci uvazovat

funkcie f = g = x)!
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Operécie so spojitymi funkciami

Veta (o spojitosti zloZenej funkcie)

Nech g je spojita v bode xo € Dy a f je spojita v bode yo = g(Xo) € Ds.
Potom f o g je spaojita v bode Xo.

Veta (o spojitosti zakladnych elementarnych funkcii)

VSetky zakladné elementarne funkcie su spaijité v kazdom bode svojho
defini€ného oboru.
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Operécie so spojitymi funkciami

Veta (o spojitosti zloZenej funkcie)

Nech g je spojita v bode xo € Dy a f je spojita v bode yo = g(Xo) € Ds.
Potom f o g je spaojita v bode Xo.

Veta (o spojitosti zakladnych elementarnych funkcii)

VSetky zakladné elementarne funkcie su spaijité v kazdom bode svojho
defini€ného oboru.

Co uz sme a ¢o este nie sme schopni zddvodnit:
/ konstantna funkcia, identita, mocninna funkcia mog, pre m € Z

Ondrej Hutnik Funkcia realnej premennej



Operécie so spojitymi funkciami

Veta (o spojitosti zloZenej funkcie)

Nech g je spojita v bode xo € Dy a f je spojita v bode yo = g(Xo) € Ds.
Potom f o g je spaojita v bode Xo.

Veta (o spojitosti zakladnych elementarnych funkcii)

VSetky zakladné elementarne funkcie su spaijité v kazdom bode svojho
defini€ného oboru.

Co uz sme a ¢o este nie sme schopni zddvodnit:

/ konstantna funkcia, identita, mocninna funkcia mog, pre m € Z
v/ polyném, racionalna lomené funkcia
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Operécie so spojitymi funkciami

Veta (o spojitosti zloZenej funkcie)

Nech g je spojita v bode xo € Dy a f je spojita v bode yo = g(Xo) € Ds.
Potom f o g je spaojita v bode Xo.

Veta (o spojitosti zakladnych elementarnych funkcii)

VSetky zakladné elementarne funkcie su spaijité v kazdom bode svojho
defini€ného oboru.

Co uz sme a ¢o este nie sme schopni zddvodnit:

/ konstantna funkcia, identita, mocninna funkcia mog, pre m € Z
v/ polyném, racionalna lomené funkcia
? exponencialna funkcia e*
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Operécie so spojitymi funkciami

Veta (o spojitosti zloZenej funkcie)

Nech g je spojita v bode xo € Dy a f je spojita v bode yo = g(Xo) € Ds.
Potom f o g je spaojita v bode Xo.

Veta (o spojitosti zakladnych elementarnych funkcii)

VSetky zakladné elementarne funkcie su spaijité v kazdom bode svojho
defini€ného oboru.

Co uz sme a &o este nie sme schopni zddévodnit:
/ konstantna funkcia, identita, mocninna funkcia mog, pre m € Z
v/ polyném, racionalna lomené funkcia
? exponencialna funkcia e*
v/ vSeobecna exponencialna funkciaa* = e "2 prea>0,a#lax € R
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Derivécia funkcie

Operécie so spojitymi funkciami

Veta (o spojitosti zloZenej funkcie)
Nech g je spojita v bode xo € Dy a f je spojita v bode yo = g(Xo) € Ds.
Potom f o g je spaojita v bode Xo.

Veta (o spojitosti zakladnych elementarnych funkcii)

VSetky zakladné elementarne funkcie su spaijité v kazdom bode svojho
defini€ného oboru.

Co uz sme a &o este nie sme schopni zddévodnit:
/ konstantna funkcia, identita, mocninna funkcia mog, pre m € Z
v/ polyném, racionalna lomené funkcia
? exponencialna funkcia e*
v/ vSeobecna exponencialna funkciaa* = e "2 prea>0,a#lax € R
2 funkcia sinus a kosinus: cosx = sin (3 — x) pre x € R

Ondrej Hutnik Funkcia redlnej premennej



Derivécia funkcie

Operécie so spojitymi funkciami

Veta (o spojitosti zloZenej funkcie)

Nech g je spojita v bode xo € Dy a f je spojita v bode yo = g(Xo) € Ds.
Potom f o g je spaojita v bode Xo.

Veta (o spojitosti zakladnych elementarnych funkcii)

VSetky zakladné elementarne funkcie su spaijité v kazdom bode svojho
defini€ného oboru.

Co uz sme a ¢o este nie sme schopni zdovodnit';

o

/ konstantna funkcia, identita, mocninna funkcia mog, pre m € Z

v/ polyném, racionalna lomené funkcia

? exponencialna funkcia e*

v/ vSeobecna exponencialna funkciaa* = e "2 prea>0,a#lax € R
2 funkcia sinus a kosinus: cosx = sin (3 — x) pre x € R

v/ ostatné goniometrické funkcie
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Derivécia funkcie

Operécie so spojitymi funkciami

Veta (o spojitosti zloZenej funkcie)

Nech g je spojita v bode xo € Dy a f je spojita v bode yo = g(Xo) € Ds.
Potom f o g je spaojita v bode Xo.

Veta (o spojitosti zakladnych elementarnych funkcii)

VSetky zakladné elementarne funkcie su spaijité v kazdom bode svojho
defini€ného oboru.

Co uZ sme a Co esSte nie sme schopni zdévodnit’:
/ konstantna funkcia, identita, mocninna funkcia mog, pre m € Z
v/ polyném, racionalna lomené funkcia
? exponencialna funkcia €*
v/ vSeobecna exponencialna funkciaa* = e "2 prea>0,a#lax € R
2 funkcia sinus a kosinus: cosx = sin (3 — x) pre x € R
v/ ostatné goniometrické funkcie
>

logaritmicka funkcia, vSeobecna mocninna funkcia mog, pre o € R,
cyklometrické a hyperbolometrické funkcie
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LECTIONES

ANALYSIS 1

The extent of this calculus is immense: it applies to curves both mechanical and geometrical; radical signs cause it no
difficulty, and even are often convenient; it extends to as many variables as one wishes; the comparison of infinitely small
quantities of all sorts is easy. And it gives rise to an infinity of surprising discoveries concerning curved or straight
tangents, questiori3e maximis & minimisinflexion points and cusps of curves, envelopes, caustics from reflexion or
refraction, &c. as we shall see in this work.

Marquis de L'HospitalAnalyse des infiniment peti{$696)
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Infinitezimalny po cet — motivacia

And | dare say that this is not only the most useful and most general problem in geometry that | know, but even that | ever

desired to know.
Descartest.a GeometrieAppendix to theDiscours de la method@ 637)

What contempt for the non-English! We have found these methods, without any help from the English.
Joh. Bernoulli:Opera vol. IV (1735), p. 70

Isaac Newton was not a pleasant man. His relations with other academics were notorious, with most of his later life spent

embroiled in heated disputes... A serious dispute arose with the German philosopher Gottfried Leibniz. Both Leibniz and

Newton had independently developed a branch of mathematics called calculus, which underlies most of modern physics...
Hawking: A Brief History of Timg1988)

Problém: Nechy = f(x) je dana krivka. V kazdom bode x chceme poznat
sklon krivky, dotyCnicu ku krivke a normalu ku krivke.

Motivacie:

— vypocet uhla, pod ktorym sa dve krivky pretinajui (Descartes);

— konstrukcia d'alekohladov (Galilei) a hodin (Huygens 1673);

— najdenie maxima a minima funkcie (Fermat 1638);

— rychlost a zrychlenie pohybu (Galilei 1638, Newton 1686);

— astrondmia, overenie gravitatného zakona (Kepler, Newton).
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Derivécia funkcie

Derivacia rodiaca sa :

— derivacia umoznuje popis fyzikalnych dejov a geometrické
spravanie sa funkcii

Isaac NEWTON (1643-1727) GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716)
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Derivacia uha najaca :

— derivacia udava rychlost zmien fyzikalnych veli¢in =- derivacia
umoznuje merat' rychlost dejov najréznejSieho druhu
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Derivécia funkcie

Derivécia tvarujuca
— derivacia funkcie v bode je smernica jej dotyCnice v danom bode,

t.j. udava ako rychlo funkcia rastie alebo klesa
— druha derivacia udava mieru konvexnosti €i konkavnosti =
derivéacia je vhodny nastroj pre popis kriviek najroznejSieho druhu
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Derivécia funkcie

Derivécia zjednoduSujica

— derivacia slizi na aproximaciu funkcie, ak ju nahradime jej
dotyCnicou =- namiesto vSeobecne komplikovanych zavislosti
medzi veli¢inami pracujeme s linearnymi funkciami a rovnicami
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Derivécia funkcie

Derivacia vSeabklopujuca

— ked'Ze vacsina fyzikalnych dejov prebieha tak, Zze zmena jednej
veliiny vyvolava zmenu Ci pritomnost’ inej veli€iny, je derivacia
ideélnym prostriedkom pre formulovanie fyzikalnych zakonov =
popisuje vSetko, ¢o nas obklopuje
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Derivécia funkcie

Malické pripomenutie z geometrie

VSeobecny tvar priamky: ax +by +c=0

Smernicovy tvar priamky: 'y =kx +q,kdek =—-2aq=—-gpreb#0
— k nazyvame smernica, pricom k = tgy, kde ¢ je smerovy uhol priamky
— koeficient |g| udava velkost Gseku, ktory priamka vytina na osi oy

Specialne: rovnica priamky so smernicou m a prechadzajiica bodom [xo, yo]
matvary = yo + m(X — Xp).

lv=2x+2
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Derivécia funkcie

Malické pripomenutie z geometrie

VSeobecny tvar priamky: ax +by +c =0

Smernicovy tvar priamky: 'y =kx +q,kdek =—-2aq=—-gpreb#0
— k nazyvame smernica, pricom k = tgy, kde ¢ je smerovy uhol priamky
— koeficient |g| udava velkost Gseku, ktory priamka vytina na osi oy

Specialne: rovnica priamky so smernicou m a prechadzajiica bodom [xo, yo]
matvary = yo + m(xX — Xp).

Uloha: Pre dant funkciu f a bod X € D; chceme néajst doty¢nicu ku grafu
funkcie v bode [xo, f(Xo0)]-
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Derivécia funkcie

Pozor na predbiehanie (hlavne cez plnd  Ciaru)!

Pripomenutie: pravé okolie 6 (xg) a lavé okolie &~ (xg) bodu xq

Definicia (f predbieha g v bode xg)

Nech | = Ds N Dgy. Hovorime, Ze funkcia f predbieha funkciu g v bode
Xo € |, akk existuje O(xp) také, Ze pre vSetky x € | N 0~ (Xp) je

f(x) < g(x) apre vietky x € I N 0 (xo) je f(x) > g(x).
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Derivécia funkcie

Pozor na predbiehanie (hlavne cez plnd  Ciaru)!

Pripomenutie: pravé okolie 6 (xg) a lavé okolie &~ (xg) bodu xq

Definicia (f predbieha g v bode xg)

Nech | = Ds N Dgy. Hovorime, Ze funkcia f predbieha funkciu g v bode
Xo € |, akk existuje O(xp) také, Ze pre vSetky x € | N 0~ (Xp) je

f(x) < g(x) apre vietky x € I N 0 (xo) je f(x) > g(x).

Priklady:
(i) funkcia sin predbieha cos v bode 7;
(if) priamka y = 0 predbieha funkciu sin v bode r;
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Derivéacia funkcie
Definicia (derivacie funkcie)
Hovorime, Ze funkcia f méa derivaciu v bode xq € Dy, akk existuje mg € R
také, ze
(i) pre kazdé m; < mq funkcia f predbieha priamku
p1: Yy = f(Xo) + My(X — Xg) v bode Xo;
(i) pre kazdé m, > mq priamka py: y = f(xo) + ma(x — Xo) predbieha
funkciu f v bode xg.

Aplet: http://danaernst.com/CalculusApplets/SecantTangent
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Derivécia funkcie

Derivacia funkcie

Definicia (derivacie funkcie)

Hovorime, Ze funkcia f ma derivaciu v bode xqo € Dy, akk existuje mg € R
také, ze
(i) pre kazdé m; < mg funkcia f predbieha priamku
p1: Yy = f(Xo) + Mi(X — Xg) v bode Xo;
(i) pre kazdé my > mq priamka py: y = f(Xo) + mz2(X — Xo) predbieha
funkciu f v bode Xxq.

Uloha : Zapiste definiciu ako kvantifikovany vyrok!
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Derivécia funkcie

Derivacia funkcie

Definicia (derivacie funkcie)

|
N

Hovorime, Ze funkcia f ma derivaciu v bode xqo € Dy, akk existuje mg € R
také, ze
(i) pre kazdé m; < mg funkcia f predbieha priamku
p1: Yy = f(Xo) + Mi(X — Xg) v bode Xo;
(i) pre kazdé my > mq priamka py: y = f(Xo) + mz2(X — Xo) predbieha
funkciu f v bode Xxq.

Uloha : Zapiste definiciu ako kvantifikovany vyrok!

RieSenie: Funkcia f mé& derivaciu v bode xq € Dy, akk (Img € R)
(I)(ijl < mo)(ﬂﬁl Xo))

(
0 (vx € 07 (xo))f(
0 (Vx € 07 (x0)) f(

f(x) —
f(x) -
(i) (Ymz > mp)(302(%0))
f(x) -
f(x) -

(f(Xo) + m1(x —x0)) <O
X (f(x0) + My(X — X%g)) > 0
0 (Vx € O, (X0)) f(x) — (f(Xo) + m2(X — Xo)) >

0 (VX € 05 (%0))f(x) — (f(Xo) + M2(X — Xo)) <
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Derivécia funkcie

Derivacia funkcie

Definicia (derivacie funkcie)

Hovorime, Ze funkcia f méa derivaciu v bode xq € Dy, akk existuje mg € R
také, ze
(i) pre kazdé m; < mq funkcia f predbieha priamku
p1:y =f(xo) +mi(X — Xg) v bode Xo;
(i) pre kazdé m, > mq priamka py: y = f(Xg) + m2(X — Xo) predbieha
funkciu f v bode xg.

Poznamky :

(a) Ak existuje také mq z definicie, funkciu f sa nazyvame diferencovatelna
v bode xo a piSeme mp = f'(xg). Ak f je diferencovatefna v kazdom bode
mnoziny, hovorime, Ze je diferencovatelna na mnozine.
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Derivécia funkcie

Derivacia funkcie

Definicia (derivacie funkcie)

Hovorime, Ze funkcia f méa derivaciu v bode xq € Dy, akk existuje mg € R
také, ze
(i) pre kazdé m; < mq funkcia f predbieha priamku
p1:y =f(xo) +mi(X — Xg) v bode Xo;
(i) pre kazdé m, > mq priamka py: y = f(Xg) + m2(X — Xo) predbieha
funkciu f v bode xg.

Poznamky :

(a) Ak existuje také mq z definicie, funkciu f sa nazyvame diferencovatelna
v bode xo a piSeme mp = f'(xg). Ak f je diferencovatefna v kazdom bode
mnoziny, hovorime, Ze je diferencovatelna na mnozine.

(b) Jednoznacnost’: ak také mg existuje, tak je jediné!
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Derivécia funkcie

Derivacia funkcie

Definicia (derivacie funkcie)

Hovorime, Ze funkcia f méa derivaciu v bode xq € Dy, akk existuje mg € R
také, ze
(i) pre kazdé m; < mq funkcia f predbieha priamku
p1:y =f(xo) +mi(X — Xg) v bode Xo;
(i) pre kazdé m, > mq priamka py: y = f(Xg) + m2(X — Xo) predbieha
funkciu f v bode xg.

Poznamky :

(a) Ak existuje také mq z definicie, funkciu f sa nazyvame diferencovatelna
v bode xo a piSeme mp = f'(xg). Ak f je diferencovatefna v kazdom bode
mnoziny, hovorime, Ze je diferencovatelna na mnozine.

(b) Jednoznacnost’: ak také mg existuje, tak je jediné!
Priklady a kontrapriklady
(i) N&jdite derivaciu funkcie f(x) = x? v bode xo = 3.
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Derivécia funkcie

Derivacia funkcie

Definicia (derivacie funkcie)

Hovorime, Ze funkcia f méa derivaciu v bode xq € Dy, akk existuje mg € R
také, ze
(i) pre kazdé m; < mg funkcia f predbieha priamku
p1:y =f(xo) +mi(X — Xg) v bode Xo;
(i) pre kazdé m, > mq priamka py: y = f(Xg) + m2(X — Xo) predbieha
funkciu f v bode xg.

Poznamky :

(a) Ak existuje také mq z definicie, funkciu f sa nazyvame diferencovatelna
v bode xo a piSeme mp = f'(xg). Ak f je diferencovatefna v kazdom bode
mnoziny, hovorime, Ze je diferencovatelna na mnozine.

(b) Jednoznacnost’: ak také mg existuje, tak je jediné!
Priklady a kontrapriklady

(i) N&jdite derivaciu funkcie f(x) = x? v bode xo = 3.

(i) Je funkcia f(x) = |x| diferencovatelna v bode x, = 0?
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Derivécia funkcie

Derivécia funkcie

Pripomenutie: Hovorime, Ze funkcia f ma derivaciu v bode xg € Dy, akk existuje my € R také, Ze
(i) pre kazdé m; < mg funkcia f predbieha priamku p; : y = f(xg) + m1(X — Xg) v bode Xq;
(i) pre kazdé my, > mg priamka p,: y = f(Xg) + my(x — Xp) predbieha funkciu f v bode xg.

Definicia (dotyCnica grafu funkcie v bode)

Nech f je diferencovatelna v bode xo. Priamka y = f(xo) + f’(Xo)(X — Xo)
so smernicou f’(xg) prechadzajuca bodom [xo, f(Xo)] Sa nazyva dotycnica
ku grafu funkcie f v bode [xo, f(Xo)].
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Derivécia funkcie

His positis calculi regulae erunt tales:
Leibniz: Nova methodus pro maximis et minimi§L684)

Veta (o zakladnych aritmetickych operaciach s derivaciami)

Nech f a g maju derivaciu v bode xq. Potom funkcie f =g af - g maji
derivéciu v bode xq a plati

() (F+9)(x0) = f'(X0) + g'(x0);

Ondrej Hutnik Funkcia realnej premennej



Derivécia funkcie

His positis calculi regulae erunt tales:
Leibniz: Nova methodus pro maximis et minimi§L684)

Veta (o zakladnych aritmetickych operaciach s derivaciami)

Nech f a g maju derivaciu v bode xq. Potom funkcie f =g af - g maji
derivéciu v bode xq a plati

() (F£9)(x0) = f'(X0) + g'(x0);
(i) (f-9)'(x0) = f'(x0) - g(X0) + f(%0) - g'(X0).

Ondrej Hutnik Funkcia realnej premennej



Derivécia funkcie

His positis calculi regulae erunt tales:

Leibniz: Nova methodus pro maximis et minimi§L684)

Veta (o zakladnych aritmetickych operaciach s derivaciami)

Nech f a g maju derivaciu v bode xq. Potom funkcie f =g af - g maji
derivaciu v bode xq a plati

() (f £9)'(x0) = f'(x0) £ 9'(X0);
(1) (f-9)'(x0) ='(x0) - g(Xo) + f(Xo0) - g’ (o).
Ak naviac g(xo) # 0, tak funkcia é ma derivaciu v bode xq a plati

(i) (;) (xg) = [ 00)- g(Xcé)z&SxO) g/(%)
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Derivécia funkcie

His positis calculi regulae erunt tales:
Leibniz: Nova methodus pro maximis et minimi§L684)

Veta (o zakladnych aritmetickych operaciach s derivaciami)

Nech f a g maju derivaciu v bode xq. Potom funkcie f =g af - g maji
derivaciu v bode xq a plati

() (f £9)'(x0) = f'(x0) £ 9'(X0);
(1) (f-9)'(x0) ='(x0) - g(Xo) + f(Xo0) - g’ (o).
Ak naviac g(xo) # 0, tak funkcia g ma derivaciu v bode xq a plati

Veta (o derivacii zlozenej funkcie)

Nech g méa derivaciu v bode xq a f ma derivaciu v bode yo = g(xo). Potom
funkcia f o g ma derivaciu v bode xg a plati

(fog) (x0) =f'(g(x0)) - 9’ (Xo)-

Intelektualna ukazka (Shrek):  Shrek: Zlobri st ako cibule... Oslik: Smrdia?  Shrek: Nie, maju vrstvy!
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Derivécia funkcie

Derivacie zakladnych elementarnych funkcii na mnozine*

v (c)=0,kdec eR

v (x¥) =ax*l kde a € R
/(ax)’:axlna kdea>0,a#1
v (log,x) = =, kdea>0,a #1
v (sinx)’ = cosx

v (cosx) = —sinx
v (th) - coszx
v (cotgx)’ = —

i ! _ 1 _
v (arcsinx) = Ti prex € (—1,1)

I 1 _

v (arccosx) = i prex € (—1,1)
v (arctgx)’ = 1+X2
v (arccotk)’ = — 157
v (sinhx)" = coshx (tghx)' = W
v (coshx)’ = sinhx (cotghx )’ = —m

* ak nie je povedané inak, mysli sa tu na celom definicnom obore!

Ondrej Hutnik



	Derivácia funkcie

