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Derivacia funkcie — zopakovanie

Definicia (derivacie funkcie)

Hovorime, Ze funkcia f méa derivaciu v bode xq € Dy, akk existuje mp € R
také, ze
(i) pre kazdé m; < mg funkcia f predbieha priamku
p1: Yy =f(Xo) + mi(X — Xg) v bode Xo;
(i) pre kazdé m, > mq priamka p,: y = f(xo) + ma(Xx — Xo) predbieha
funkciu f v bode Xxq.

doty¢nica so smernicou mg = f'(zo)

priamky so smernicou mensou ako my

Aplet: http://danaernst.com/CalculusApplets/SecantTangent
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Pripomenutie: Hovorime, Ze funkcia f ma derivaciu v bode xo € Dy, akk existuje my € R také, ze
pre kazdé m; < mq funkcia f predbieha priamku p; : y = f(Xg) + my (X — Xp) v bode xg;
pre kazdé mp > mq priamka py: y = f(Xg) + ma(x — Xg) predbieha funkciu f v bode xg.

His positis calculi regulae erunt tales:
Leibniz: Nova methodus pro maximis et minimi§l684)

Zhrnutie — zakladné "pravidla" o vypocte derivacie

Za prislusnych podmienok (presné znenia jednotlivych viet pozri
v predchadzajucej prednaske) plati:

() (f£9)'(x0) =f'(X0) £ 9'(x0);

(i) (f-9)'(xo) = f'(x0) - 9(xo0) + f(x0) - 9'(Xo);
Y _ F'(Xo) - 9(%0) — f(Xo) - 9'(x0).
(iii) <§> (%o)

9%(xo)
(iv) (fog)'(x0) =f'(9(x0)) - 9'(Xo).
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Pripomenutie: Hovorime, Ze funkcia f ma derivaciu v bode xo € Dy, akk existuje my € R také, ze
pre kazdé m; < mq funkcia f predbieha priamku p; : y = f(Xg) + my (X — Xp) v bode xg;
pre kazdé mp > mq priamka py: y = f(Xg) + ma(x — Xg) predbieha funkciu f v bode xg.

His positis calculi regulae erunt tales:
Leibniz: Nova methodus pro maximis et minimi§l684)

Zhrnutie — zakladné "pravidla" o vypocte derivacie

Za prislusnych podmienok (presné znenia jednotlivych viet pozri
v predchadzajucej prednaske) plati:

(i) (f £9)'(x0) ='(x0) £ g'(x0);

(i) (f-g)(xo) =f'(X0) - g(X0) + f(Xo0) - 9"(Xo);
(Y (%) - g(%o) — F(Xo) - 9'(Xo) .
@ (g) ) = eSSl
(iv) (f2g)'(x0) =f'(9(x0)) - 9'(Xo)-

Priklad: Najdite (a upravte!) derivaciu funkcie f na mnozine M, ak
X 1 (1+2x)?> V3 4x — 1

F(x) = — SN Chul) SR L
M) =T e T2 " T rac 6 U5
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Zhrnutie: derivacie zakladnych elementarnych funkcii na mnozine*

v (c)=0,kdec eR

v (x¥) =ax*"l kde a € R
/(ax)’:axlna kdea>0,a#1
v (log,x) = =, kdea>0,a #1
v (sinx)’ = cosx

v (cosx) = —sinx
v (th) - coszx
v (cotgx)’ = —

i ! _ 1 _
v (arcsinx) = Ti prex € (—1,1)

I 1 _

v (arccosx) = i prex € (—1,1)
v (arctgx)’ = 1+X2
v (arccotk)’ = — 157
v (sinhx)" = coshx (tghx)' = W
v (coshx)’ = sinhx (cotghx )’ = —m

* ak nie je povedané inak, mysli sa tu na celom definicnom obore!
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Derivacia funkcie

Geometricka interpretacia derivacie
Uloha: Najdite rovnicu doty¢nice t ku grafu funkcie f v danom bode Xg.

doty¢nica so smernicou mg = f'(xg)
priamky so smernicou vicsou ako mg
priamky so smernicou mensou ako my
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Derivacia funkcie

Geometricka interpretacia derivacie

Uloha: Najdite rovnicu doty¢nice t ku grafu funkcie f v danom bode Xg.

Definicia (dotyCnica grafu funkcie v bode)

Nech f je diferencovatelna v bode xq. Priamka y = f(xo) + f'(Xo)(X — Xo)
so smernicou f’(xg) prechadzajuca bodom [xo, f(Xo)] Sa nazyva dotycnica
ku grafu funkcie f v bode [Xo, f(Xo)].

doty¢nica so smernicou mg = f'(xg)
priamky so smernicou vicsou ako mg
priamky so smernicou mensou ako my
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Derivacia funkcie

Infinitezimalny po Cet — okolnosti vzniku a motivacia

Derivacia zjednoduSujuca

— derivacia slizi na aproximaciu funkcie, ak ju nahradime jej dotycnicou
= namiesto vSeobecne komplikovanych zavislosti medzi veli¢inami
pracujeme s linearnymi funkciami a rovnicami
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Ako spolu suvisia uvedené vzorce na obrazku?
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Derivacia funkcie

Geometricka interpretacia derivacie

Pripomenutie: Hovorime, Ze funkcia f ma derivaciu v bode xg € Dy, akk existuje my € R také, ze
(i) pre kazdé m; < mg funkcia f predbieha priamku p; : y = f(Xg) + m1 (X — Xg) v bode Xq;
(i) pre kazdé m, > mq priamka p,: y = f(Xg) + my(x — Xp) predbieha funkciu f v bode xg.

Definicia (dotyCnica grafu funkcie v bode)

Nech f je diferencovatelna v bode xo. Priamka y = f(xo) + f'(Xo)(X — Xo)
so smernicou f’(Xo) prechadzajlica bodom [xo, f(Xo)] Sa nazyva dotycnica ku grafu
funkcie f v bode [xo, f(Xo0)].

normala = priamka kolmé na dotyCnicu (ak existuje) prechadzajica bodom [xo, f (xo)]

y ] 5
' y=fx) Y oy—rw ’ , Y=S®
i
Fxo)q n
fixo) g fxo)t '
o X0 A o X0 x o X0 X
t:y —f(xo) =f'(X0)(X — Xo) t:y ="f(xo) t:X =Xo
n:y —f(x0) = — 55 (X — %o) n:X=Xo n:y =f(xo)
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Derivacia funkcie

Derivacie vySSich radov
But the velocities of the velocities, the second, third, fourth, and fifth velocities, etc., exceed, if | mistake not, all human

understanding. The further the mind analyseth and pursueth these fugitive ideas the more it is lost and bewildered; ...
Bishop BerkeleyThe Analys(1734)

Definicia — n-ta derivacia funkcie v bode

Nech f ma na mnozine M C D derivécie f/,...,f"™ ne N, n> 2. Akf"=Y je
diferencovatelna v bode xo € M, tak jej derivaciu nazyvame n-tou derivaciou funkcie

f v bode xo € M a oznagujeme (" (xo) := (f“‘f”(x))

’
X=Xg
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Derivacia funkcie

Derivacie vySSich radov
But the velocities of the velocities, the second, third, fourth, and fifth velocities, etc., exceed, if | mistake not, all human

understanding. The further the mind analyseth and pursueth these fugitive ideas the more it is lost and bewildered; ...
Bishop BerkeleyThe Analys(1734)

Definicia — n-ta derivacia funkcie v bode

Nech f ma na mnoZine M C D; derivacie f',...,f"Y neN,n>2 Akf"Yje
diferencovatelna v bode xo € M, tak jej derivaciu nazyvame n-tou derivaciou funkcie

f v bode xo € M a oznagujeme (" (xo) := (f“‘f”(x))

’
X=Xg

Priklad: Na&jdite druht derivaciu funkcie f(x) = x|x| v bode xo = 0.
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Derivacia funkcie

Derivacie vySSich radov
But the velocities of the velocities, the second, third, fourth, and fifth velocities, etc., exceed, if | mistake not, all human

understanding. The further the mind analyseth and pursueth these fugitive ideas the more it is lost and bewildered; ...
Bishop BerkeleyThe Analys(1734)

Definicia — n-ta derivacia funkcie v bode

Nech f ma na mnoZine M C D; derivacie f',...,f"Y neN,n>2 Akf"Yje
diferencovatelna v bode xo € M, tak jej derivaciu nazyvame n-tou derivaciou funkcie

f v bode xo € M a oznagujeme (" (xo) := (f“‘f”(x))

’
X=Xg

Priklad: Na&jdite druht derivaciu funkcie f(x) = x|x| v bode xo = 0.

Veta (o narabani s derivaciami vysSich radov)

Nech m,n € Ny a f, g st diferencovatelné na M C D; N Dy do takého radu, aby
derivacie v tvrdeni existovali. Potom pre kazdé x € M plati

0 (1) () = £ x);

() (f£9)M(x) = fO(x) £ g (x);
(i) (a-H)M(x) = a-fV(x) pre kazdé o € R;

(V) Leibnizovo pravidio  (f - g)™(x) = 3 (1)f®(x) - g" ™M (x).

k=0
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VyuZzitie derivacie pri vySetrovani spravania sa funkcie

... Ini leni muzi museli zloZzitymi cestami hadat' t6o Clovek skiseny v pomto fite urobi na troch riadkoch...
Leibniz

- predstavenie zakladnych mysSlienok

y

/

Q@ uvazujme funkciuy = f(x)
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Derivacia funkcie

VyuZzitie derivacie pri vySetrovani spravania sa funkcie

... Ini weni muzi museli

zlozitymi cestami hladat téo ¢lovek skiseny v pomto fite urobi na troch riadkoch...
Leibniz

- predstavenie zakladnych mysSlienok

y

/

v

X

v derivaciay = f

'(x) > 0 (t.j. smernica dotyCnice tg je kladnd)

= dotyCnica zviera s osou oy uhol ¢ € (0, )
= funkciay = f(x) je rastlca
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VyuZzitie derivacie pri vySetrovani spravania sa funkcie

... Ini leni muzi museli zloZzitymi cestami hadat' t6o Clovek skiseny v pomto fite urobi na troch riadkoch...
Leibniz

- predstavenie zakladnych mysSlienok

y

X

v derivaciay = f/(x) < 0 (t.j. smernica dotyCnice tg¢ je zaporna)
= dotyCnica zviera s 0sou 0x uhol ¢ € (—73,0)
= funkciay = f(x) je klesajuca
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VyuZzitie derivacie pri vySetrovani spravania sa funkcie

... Ini L€eni muzi museli zloZitymi cestami hladat téo €lovek skiseny v pomto fite urobi na troch riadkoch...
Leibniz

- predstavenie zakladnych myslienok

y

/

v' lokélne maximum (= bod, v okoli ktorého nie je Ziadna vacsia
funkéné hodnota) ma spojita funkcia v bode, kde meni monoténnost
v' lokélne minimum (= bod, v okoli ktorého nie je Ziadna mensia
funkéné hodnota) ma spojita funkcia v bode, kde meni monoténnost
v ak f ma v bode x, lokalny extrém, potom f’(xp) = 0 alebo
neexistuje
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Derivacia funkcie

VyuZzitie derivacie pri vySetrovani spravania sa funkcie

... Ini leni muzi museli zloZzitymi cestami hadat' t6o Clovek skiseny v pomto fite urobi na troch riadkoch...
Leibniz

- predstavenie zakladnych mysSlienok

y

/

vy =f"(x) <0 (tj.y =f'(x) ma zapornu derivaciu, teda f’ klesa)
= rast funkcie f sa spomaluje, pripadne sa meni na pokles, ktory sa
zrychl'uje

v' graf funkcie f lezi v okoli bodu dotyku pod svojou dotycnicou, t.j.

f je rydzokonkavna

X
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Derivacia funkcie

VyuZzitie derivacie pri vySetrovani spravania sa funkcie
... Inf u€eni muzi museli zlozitymi cestami hladat too Elovek skiseny v pomto fite urobi na troch riadkoch...
Leibniz

- predstavenie zakladnych mysSlienok

y

X

vy =1"(x)>0(tj.y =f'(x) ma kladnu derivaciu, teda f’ rastie)

= pokles funkcie f sa spomaluje, pripadne sa meni na rast, ktory sa
zrychl'uje

v graf funkcie f leZi v okoli bodu dotyku nad svojou dotycnicou, t.j.

f je rydzokonvexna
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VyuZzitie derivacie pri vySetrovani spravania sa funkcie

... Ini leni muzi museli zloZzitymi cestami hadat' t6o Clovek skiseny v pomto fite urobi na troch riadkoch...
Leibniz

- predstavenie zakladnych mysSlienok

y

/

v konvexnost' sa meni na konkavnost' (a naopak) len v bode, kde sa
meni znamienko druhej derivacie, t.j. v bode, kde je druha derivacia
nulova alebo ma bod nespojitosti (teda druha derivacia neexistuje)

X
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