Derivéacia funkcie

Funkcia realnej premennej

(prezentacia k prednaske FRPa/19)

prof. RNDr. Ondrej Hutnik, PhD.t

Londrej.hutnik@upijs.sk
umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/FRPa.html
Prednéska 6

Tento material vznikol za podpory grantu VVGS-2019-1389.

23. oktébra 2023

Ondrej Hutnik Funkcia realnej premennej


umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/FRPa.html

a) Vyznam znamienka prvej derivacie

The extent of this calculus is immense: it applies to curves both mechanical and geometrical; radical signs cause it no
difficulty, and even are often convenient; ... and it gives rise to an infinity of surprising discoveries concerning curved or
straight tangents, questioB® maximis & minimisinflexion points...

Marquis de L'HospitalAnalyse des infiniment petits696)

Definicia (rydzomonoténnosti v bode)

Nech f je definovana na nejakom okoli &'(xp). Hovorime, Ze
(i) f jerastica v bode o, akk f predbieha priamku p : y = f(Xo) v bode Xo;

(i) f je klesajica v bode xq, akk p : y = f(xg) predbieha f v bode Xo.
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(i) f jerastica v bode o, akk f predbieha priamku p : y = f(Xo) v bode Xo;
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Uloha: Zapiste definiciu ako kvantifikovany vyrok!
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Definicia (rydzomonoténnosti v bode)

Nech f je definovana na nejakom okoli &'(xp). Hovorime, Ze
(i) f jerastica v bode o, akk f predbieha priamku p : y = f(Xo) v bode Xo;

(i) f je klesajica v bode xq, akk p : y = f(xg) predbieha f v bode Xo.

Uloha: Zapiste definiciu ako kvantifikovany vyrok!

RieSenie: Funkcia f je rastica v bode xq € D¢, akk (30(xo))
0 (VYx € 0 (x0))f(x) < f(xo0)
0 (Vx € 01 (x0))f(x) > f(Xo).
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Definicia (rydzomonoténnosti v bode)

Nech f je definovana na nejakom okoli &'(xp). Hovorime, Ze

(i) f jerastica v bode o, akk f predbieha priamku p : y = f(Xo) v bode Xo;
(i) f je klesajica v bode xq, akk p : y = f(xg) predbieha f v bode Xo.

Veta (diferencovatel'nost’ a rydzomonoténnost v bode)

Nech f je diferencovatelna v xg.

Ak f'(Xo) > 0, tak f je rastica v bode Xo.

Ak f'(xo) < 0, tak f je klesajlica v bode xo.
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Nech f je definovana na nejakom okoli &'(xp). Hovorime, Ze
(i) f jerastica v bode o, akk f predbieha priamku p : y = f(Xo) v bode Xo;
(i) f je klesajica v bode xq, akk p : y = f(xg) predbieha f v bode Xo.

Veta (diferencovatel'nost’ a rydzomonoténnost v bode)

Nech f je diferencovatelna v xg.

Ak f'(Xo) > 0, tak f je rastica v bode Xo.

Ak f'(xo) < 0, tak f je klesajlica v bode xo.

Geometricka interpretacia: Ak doty€nica ku grafu funkcie f v bode xg je rastiica (klesajlca)
funkcia, samotné funkcia f je v tomto bode rastuca (klesajuca). Ak f’(xo) = 0, spravanie sa

funkcie f v bode xq nie je uréené doty¢nicou.
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Derivacia funkcie

a) Vyznam znamienka prvej derivacie

Veta (monoténnost' v bode implikuje monoténnost' na intervale)

Nech f je spojita na (a, b) a rastlca [klesajuca] v kazdom bode %, € (a,b).
Potom f je rastlca je [klesajuca] na (a, b).
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/ > <

X X

Pozndmka: dosledok sa neda obratit, pretoZe rastica funkcia na (a, b)
nemusi mat kladnu derivaciu na (a, b)! Napr. f(x) = x3 na R.
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Derivacia funkcie

a) Vyznam znamienka prvej derivacie

Definicia (stacionarny bod a bod zvratu)

(i) Bod xo € Dy, v ktorom f/(xo) = 0, nazveme stacionarny bod funkcie f.
(i) Nech f je diferencovatelna na nejakom &*(xo). Hovorime, Ze bod xo € je
bodom zvratu funkcie f, akk f” meni znamienko v bode Xg.
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a) Vyznam znamienka prvej derivacie

Definicia (stacionarny bod a bod zvratu)

(i) Bod xo € Dy, v ktorom f/(xo) = 0, nazveme stacionarny bod funkcie f.
(i) Nech f je diferencovatelna na nejakom &*(xo). Hovorime, Ze bod xo € je
bodom zvratu funkcie f, akk f” meni znamienko v bode Xg.

Uloha: Zapiste definiciu ako kvantifikovany vyrok!

RieSenie: Bod xp € Ds je bodom zvratu diferencovatelnej funkcie f, akk
(36(x0))

9 [(Vx € 0~ (%)) f'(X) < 0] A[(VX € 6T (x0))f'(x) > O]
alebo

0 [(Vx € 07 (x0))f'(X) > O] A [(Vx € OF(x0))f'(x) < 0]
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a) Vyznam znamienka prvej derivacie

Definicia (stacionarny bod a bod zvratu)

(i) Bod xo € Dy, v ktorom f/(xo) = 0, nazveme stacionarny bod funkcie f.
(i) Nech f je diferencovatelna na nejakom &*(xo). Hovorime, Ze bod xo € je
bodom zvratu funkcie f, akk f” meni znamienko v bode Xg.

Uloha: Zapiste definiciu ako kvantifikovany vyrok!

RieSenie: Bod xp € Ds je bodom zvratu diferencovatelnej funkcie f, akk
(36(x0))

9 [(Vx € 0~ (%)) f'(X) < 0] A[(VX € 6T (x0))f'(x) > O]
alebo

0 [(Vx € 07 (x0))f'(X) > O] A [(Vx € OF(x0))f'(x) < 0]

Poznamky:

(i) Stacionarny bod funkcie nemusi byt bodom zvratu funkcie!
(i) Ak vSak f’ je spojita v bode Xxq, tak bod zvratu X je aj stacionarny bod
(preco?)
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Derivacia funkcie

a) Vyznam znamienka prvej derivacie

Definicia (lezat nad/lezat pod)

Nech f, g su funkcie definované na M. Hovorime, Ze graf f lezi nad [pod] grafom g
v blizkosti bodu xo € M, akk existuje &'(xo) také, Ze (Vx € 0" (xo)) f(x) > g(x)
[F(x) <g(x)].
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Definicia (lezat nad/lezat pod)

Nech f, g su funkcie definované na M. Hovorime, Ze graf f lezi nad [pod] grafom g
v blizkosti bodu xo € M, akk existuje &(xo) také, ze (Vx € 0*(xo)) f(x) > g(x)
[F(x) <g(x)].

Definicia (ostry lokalny extrém funkcie)
Hovorime, Ze

(i) bod xo je bodom lokalneho minima funkcie f, akk graf f lezi nad grafom funkcie
p :y = f(xo) v blizkosti bodu Xo;

(1) bod xo je bodom lokalneho maxima funkcie f, akk graf f lezi pod grafom
funkcie p : y = f(Xo) v blizkosti bodu Xo.
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Derivacia funkcie

a) Vyznam znamienka prvej derivacie

Definicia (lezat nad/lezat pod)

Nech f, g su funkcie definované na M. Hovorime, Ze graf f lezi nad [pod] grafom g
v blizkosti bodu xo € M, akk existuje &(xo) také, ze (Vx € 0*(xo)) f(x) > g(x)
[F(x) <g(x)].

Definicia (ostry lokalny extrém funkcie)

Hovorime, Ze
(1) bod Xo je bodom lokalneho minima funkcie f, akk graf f leZi nad grafom funkcie
p:y = f(xo) v blizkosti bodu xo;
(1) bod xo je bodom lokalneho maxima funkcie f, akk graf f lezi pod grafom
funkcie p : y = f(xq) v blizkosti bodu Xo.

Uloha: Zapiste definiciu ako kvantifikovany vyrok!
RieSenie: Bod Xxp je bodom lokalneho minima funkcie f, akk
(30(%0))(Vx € ™ (X0) N Dx) f(x) > f(xo)
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Derivacia funkcie

a) Vyznam znamienka prvej derivacie

Definicia (lezat nad/leZat pod)

Nech f, g su funkcie definované na M. Hovorime, Ze graf f lezi nad [pod] grafom g
v blizkosti bodu xo € M, akk existuje &(xo) také, ze (Vx € 0*(xo)) f(x) > g(x)
[F(x) <g(x)].

Definicia (ostry lokalny extrém funkcie)

Hovorime, Ze
(1) bod Xo je bodom lokalneho minima funkcie f, akk graf f leZi nad grafom funkcie
p:y = f(xo) v blizkosti bodu xo;
(1) bod xo je bodom lokalneho maxima funkcie f, akk graf f lezi pod grafom
funkcie p : y = f(xq) v blizkosti bodu Xo.

Uloha: Zapiste definiciu ako kvantifikovany vyrok!
RieSenie: Bod Xxp je bodom lokalneho minima funkcie f, akk
(36(%0))(Vx € " (X0) N Dx) f(x) > f(xo)

Poznamka: Analogicky sa daji zaviest neostré lokalne extrémy, ak umoznime
v definicii f(x) > g(x), resp. f(x) < g(x) — so zmenou terminolégie!

Ondrej Hutnik Funkcia redlnej premennej



Derivacia funkcie

a) Vyznam znamienka prvej derivacie

Veta (body zvratu a lokalne extrémy)

Nech f je spojitd v bode X, a diferencovatelna na &*(xo). Ak Xo je bod zvratu funkcie
f, tak xo je bodom lokalneho extrému funkcie f. PresnejSie,

(i) ak f” meni znamienko zo zaporného na kladné, tak f ma v bode X, ostré
lokalne minimum;

(i) ak f” meni znamienko z kladného na zaporné, tak f ma v bode x, ostré lokalne
maximum.

y y
—
——
X X
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a) Vyznam znamienka prvej derivacie

Veta (body zvratu a lokalne extrémy)

Nech f je spojitd v bode X, a diferencovatelna na &*(xo). Ak Xo je bod zvratu funkcie
f, tak xo je bodom lokalneho extrému funkcie f. PresnejSie,

(i) ak f” meni znamienko zo zaporného na kladné, tak f ma v bode X, ostré
lokalne minimum;

(i) ak f” meni znamienko z kladného na zaporné, tak f ma v bode x, ostré lokalne
maximum.

y y
—
——
X X

Veta (lokalne extrémy cez druhl derivaciu)

Nech X, je stacionarny bod funkcie f a f je dvakrat diferencovatefna v xo.
(i) Akf”(xo0) > 0, tak f ma& v bode xo ostré lokalne minimum.
(i) Ak f”(xo0) < 0, tak f m& v bode xo ostré lokalne maximum.
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b) Konvexnost' a konkavnost funkcie
There are in a plane certain terminated bent lines, which either lie wholly on the same side of the straight lines joining

their extremities, or have not part of them on the other side.
ArchimedesOn the sphere and cylinder

It seems to me that the notion of convex function is just as fundamental as positive function or increasing function. If am
not mistaken in this, the notion ought to find its place in elementary expositions of the theory of real functions
JensenOm konvexe Funktioner og Uligheder mellem Middelvaef@ig®5)

Superkratka histéria konvexnosti:
@ staroveké Grécko: objav pravidelnych konvexnych mnohostenov
= Platonske telesa (kocka, Stvorsten, osemsten, dvanast'sten,
dvadsat'sten)
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b) Konvexnost' a konkavnost funkcie
There are in a plane certain terminated bent lines, which either lie wholly on the same side of the straight lines joining

their extremities, or have not part of them on the other side.
ArchimedesOn the sphere and cylinder

It seems to me that the notion of convex function is just as fundamental as positive function or increasing function. If am
not mistaken in this, the notion ought to find its place in elementary expositions of the theory of real functions
JensenOm konvexe Funktioner og Uligheder mellem Middelvaef@ig®5)

Superkratka histéria konvexnosti:
@ staroveké Grécko: objav pravidelnych konvexnych mnohostenov
= Platonske telesa (kocka, Stvorsten, osemsten, dvanast'sten,
dvadsat'sten)

@ LEONHARD EULER (1707-1783): v uzavretom konvexnom
mnohostene platiV —E +F =2

@ OTTO STOLZ (1842-1905) poznal uz roku 1893 vztah medzi
konvexnou a diferencovatelnou funkciou

@ konvexna funkcia ma v rodnom liste oficialne rok narodenia 1906
a otca JOHANA L. W. V. JENSENA (1859-1925)
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Derivacia funkcie

b) Konvexnost' a konkavnost funkcie

Definicia (rydzokonvexnosti v bode)

Nech f je definovana na intervale |. Hovorime, Ze f je rydzokonvexna v bode
Xo € |, akk graf f leZi v blizkosti bodu xo nad grafom nejakej priamky p
prechadzajucej bodom [Xo, f(Xo)]-

y y=r)

px2)q

S (x2)q
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b) Konvexnost' a konkavnost funkcie

Definicia (rydzokonvexnosti v bode)

Nech f je definovana na intervale |. Hovorime, Ze f je rydzokonvexna v bode
Xo € |, akk graf f leZi v blizkosti bodu xo nad grafom nejakej priamky p
prechadzajucej bodom [Xo, f(Xo)]-

Uloha: Zapiste definiciu ako kvantifikovany vyrok!
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Derivacia funkcie

b) Konvexnost' a konkavnost funkcie

Definicia (rydzokonvexnosti v bode)

Nech f je definovana na intervale |. Hovorime, Ze f je rydzokonvexna v bode
Xo € |, akk graf f leZi v blizkosti bodu xo nad grafom nejakej priamky p
prechadzajucej bodom [Xo, f(Xo)]-

Uloha: Zapiste definiciu ako kvantifikovany vyrok!
RieSenie: Funkcia f je rydzokonvexna v bode xq € |, akk
(36(%0))(3p : y = f(X0) + M(X —X0))(VX € O (%0) N Dr)f(x) > p(x)

y y=r y y=r)

px2)q

S (x2)q
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Derivacia funkcie

b) Konvexnost' a konkavnost funkcie

Definicia (rydzokonvexnosti v bode)

Nech f je definovana na intervale |. Hovorime, Ze f je rydzokonvexna v bode
Xo € |, akk graf f leZi v blizkosti bodu xo nad grafom nejakej priamky p
prechadzajucej bodom [Xo, f(Xo)]-

Uloha: Zapiste definiciu ako kvantifikovany vyrok!
RieSenie: Funkcia f je rydzokonvexna v bode xq € |, akk

(36(%0))(3p : y = f(X0) + M(X —X0))(VX € O (%0) N Dr)f(x) > p(x)
y y=r y y=rw

px2)q

S (x2)q

0| xi x2  ox3 X Ol x; x ox3 X [ X1 x X

Poznédmka: Ak nahradime poziadavku f lezi nad priamkou p za f lezi pod priamkou p, dostavame definiciu rydzokonkavnej

funkcie v bode. Analogicky zavedieme nerydzu verziu tychto pojmov (konvexna/konkavna funkcia v bode).
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