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VI. Integralny po cet

Integralny po Cet

@ integralny pocet je omnoho starSi ako diferencialny pocet, pretoze
vypocCty obsahov, objemov, povrchov, dizok kriviek, atd’. siahaju az do
starovekého Grécka

Ondrej Hutnik Funkcia redlnej premennej



VI. Integralny po cet

Integralny po Cet
@ integralny pocet je omnoho starsi ako diferencialny pocCet, pretoze
vypocty obsahov, objemov, povrchov, dizok kriviek, atd’. siahaju az do
starovekého Grécka
@ vyznamné postavy dejin, ktoré prispeli k rieSeniu tychto uloh:
ARCHIMEDES, KEPLER, CAVALIERI, VIVIANI, FERMAT, GULDIN,
GREGORY, BARROW...

Ondrej Hutnik



VI. Integralny po cet

Integralny po Cet

@ integralny pocet je omnoho starsi ako diferencialny pocet, pretoze
vypocty obsahov, objemov, povrchov, dizok kriviek, atd’. siahaju az do
starovekého Grécka

@ vyznamné postavy dejin, ktoré prispeli k rieSeniu tychto uloh:
ARCHIMEDES, KEPLER, CAVALIERI, VIVIANI, FERMAT, GULDIN,
GREGORY, BARROW...

@ NEWTON, LEIBNIZ a JOHANN BERNOULLI nezavile na sebe objavili, Ze
integrovanie je opacna operacia k derivovaniu = snahy mnohych
ucencov sa tak redukuji na zopar pravidiel derivovania!!!
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Integralny po Cet

@ integralny pocet je omnoho starsi ako diferencialny pocet, pretoze
vypocty obsahov, objemov, povrchov, dizok kriviek, atd’. siahaju az do
starovekého Grécka

@ vyznamné postavy dejin, ktoré prispeli k rieSeniu tychto Gloh:
ARCHIMEDES, KEPLER, CAVALIERI, VIVIANI, FERMAT, GULDIN,
GREGORY, BARROW...

@ NEWTON, LEIBNIZ a JOHANN BERNOULLI nezavile na sebe objavili, Ze
integrovanie je opacna operacia k derivovaniu = snahy mnohych
ucencov sa tak redukuji na zopar pravidiel derivovania!!!

Motivacia alebo Naco je to dobré?

Ak sa hmotny bod pohybuje po Ciselnej osi tak, ze v Case t je jeho
suradnica s(t), potom jeho rychlost v €ase t je v(t) = s’(t). Ak vSak
pozname zavislost v = v(t) rychlosti bodu od ¢asu, chceme njst zavislost
s = s(t) jeho saradnice od €asu, Cize hfadame funkciu s(t) s vlastnostou
s’(t) = v(t), tj. antiderivaciu k funkcii v(t).
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All this was in the two plague years of 1665 and 1666, for in those days | was in the prime of my age for invention, and
minded mathematics and philosophy more than at any other time since.
Newton o svojomAnnus mirabilis
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All this was in the two plague years of 1665 and 1666, for in those days | was in the prime of my age for invention, and
minded mathematics and philosophy more than at any other time since.
Newton o svojomAnnus mirabilis
Problém: Nech f je spojitd, nezdporna funkcia na intervale (a, b),
chceme urcit' plochu "krivociareho lichobeZnika" ohraniceného osou

X, priamkami x = a, x = b a grafom funkcie f.

Y
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All this was in the two plague years of 1665 and 1666, for in those days | was in the prime of my age for invention, and
minded mathematics and philosophy more than at any other time since.
Newton o svojomAnnus mirabilis
Problém: Nech f je spojitd, nezdporna funkcia na intervale (a, b),
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Jedna cesta je pouzit tzv. exhaustacnu metddu: "vycCerpat" plochu.
Spresnenim tejto myslienky vznikol Riemannov ur City integral .
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All this was in the two plague years of 1665 and 1666, for in those days | was in the prime of my age for invention, and
minded mathematics and philosophy more than at any other time since.
Newton o svojomAnnus mirabilis
Problém: Nech f je spojitd, nezdporna funkcia na intervale (a, b),
chceme urcit' plochu "krivociareho lichobeZnika" ohraniceného osou

X, priamkami x = a, x = b a grafom funkcie f.

Y

Jedna cesta je pouzit tzv. exhaustacnu metddu: "vycCerpat" plochu.
Spresnenim tejto myslienky vznikol Riemannov ur City integral .

Ako vSak rieSil problém Newton vo svojom ,,Annus mirabilis*?
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All this was in the two plague years of 1665 and 1666, for in those days | was in the prime of my age for invention, and
minded mathematics and philosophy more than at any other time since.
Newton o svojomAnnus mirabilis

Problém: Nech f je spojita, nezaporna funkcia na (a, b). Chceme
najst funkciu obsahu P uUtvaru pod touto krivkou.

Y
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All this was in the two plague years of 1665 and 1666, for in those days | was in the prime of my age for invention, and
minded mathematics and philosophy more than at any other time since.
Newton o svojomAnnus mirabilis

Problém: Nech f je spojita, nezaporna funkcia na (a, b). Chceme
najst funkciu obsahu P uUtvaru pod touto krivkou.

Yy pre t €< a,b) oznac¢ime P(t) plochu tdtvaru
{lz,y]:a<z<t,0<y< f(a)}
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ak x vzrastie z t na ¢t + h, ( malé h > 0)
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All this was in the two plague years of 1665 and 1666, for in those days | was in the prime of my age for invention, and
minded mathematics and philosophy more than at any other time since.
Newton o svojomAnnus mirabilis

Problém: Nech f je spojita, nezaporna funkcia na (a, b). Chceme
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Ondrej Hutnik Funkcia redlnej premennej



VI. Integralny po cet

All this was in the two plague years of 1665 and 1666, for in those days | was in the prime of my age for invention, and
minded mathematics and philosophy more than at any other time since.
Newton o svojomAnnus mirabilis

Problém: Nech f je spojita, nezaporna funkcia na (a, b). Chceme
najst funkciu obsahu P uUtvaru pod touto krivkou.

Yy pre t €< a,b) oznac¢ime P(t) plochu tdtvaru
{lz,y]:a<z<t,0<y< f(a)}

ak x vzrastie z t na ¢t + h, ( malé h > 0)
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All this was in the two plague years of 1665 and 1666, for in those days | was in the prime of my age for invention, and
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All this was in the two plague years of 1665 and 1666, for in those days | was in the prime of my age for invention, and
minded mathematics and philosophy more than at any other time since.
Newton o svojomAnnus mirabilis

Problém: Nech f je spojita, nezaporna funkcia na (a, b). Chceme
najst’ funkciu obsahu P Gtvaru pod touto krivkou.

Yy pre t €< a,b) oznac¢ime P(t) plochu tdtvaru
{[z.y]:a<z<t,0<y<f(a)}
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All this was in the two plague years of 1665 and 1666, for in those days | was in the prime of my age for invention, and
minded mathematics and philosophy more than at any other time since.
Newton o svojomAnnus mirabilis

Problém: Nech f je spojita, nezaporna funkcia na (a, b). Chceme
najst’ funkciu obsahu P Gtvaru pod touto krivkou.

Yy pre t €< a,b) oznac¢ime P(t) plochu tdtvaru
{[z.y]:a<z<t,0<y<f(a)}

ak x vzrastie z t na t + h, ( malé h > 0)
zmeni sa obsah o... P(t + h) — P(t)
pre odhad zmeny obsahu pouzijeme spojitost f
v bode t..(Ve > 0)(36 > 0)(Vz)
(t<az<t+d=f(t)—e< f(z) < f(t)+¢€)
T pre h <0

h(f(t) —€) < P(t+h)— P(t) < h(f(t) +e€)

‘w _ f(t)’ et limp_ge ZEHZPO _ 5
P,(t) = f(t)7 te< avb)

to znamend, Ze P je jedna z primitivnych funkci{ k f a to té, ze P(a) =0
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Antiderivacia = primitivna funkcia

Definicia primitivnej funkcie

Nech f, F su definované na otvorenom intervale | C R. Hovorime, Ze F je
primitivna funkcia k funkcii f na I, akk (¥x € 1) F’(x) = f(x).
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Priklady:

(i) Funkcia F(x) = 3x2 + 2x — 7 je primitivna funkcia k funkcii
f(x) =6x +2naR.
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Definicia primitivnej funkcie
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(i) Funkcia G(x) = 3¥X je primitivna funkcia k g(x) = x %/ na (0, 1).
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Antiderivacia = primitivna funkcia

Definicia primitivnej funkcie

Nech f, F su definované na otvorenom intervale | C R. Hovorime, Ze F je
primitivna funkcia k funkcii f na I, akk (vx € 1) F’(x) = f(x).

Priklady:

(i) Funkcia F(x) = 3x2 + 2x — 7 je primitivna funkcia k funkcii
f(x) =6x +2naR. Ale aj F(x) = 3x2 + 2x je k nej primitivna...

(i) Funkcia G(x) = 3¥X je primitivna funkcia k g(x) = x %/ na (0, 1).
(il) Funkcia 5
H(x) = xesing, X #0,
0, x =0,
je primitivna funkcia k funkcii

h(x) = 2xsint —cosi, x#0,
0, x =0,

na R.
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Antiderivacia = primitivna funkcia

Definicia primitivnej funkcie

Nech f, F su definované na otvorenom intervale | C R. Hovorime, Ze F je
primitivna funkcia k funkcii f na I, akk (vx € 1) F’(x) = f(x).

Priklady:

(i) Funkcia F(x) = 3x2 + 2x — 7 je primitivna funkcia k funkcii
f(x) =6x +2naR. Ale aj F(x) = 3x2 + 2x je k nej primitivna...

(i) Funkcia G(x) = 3¥X je primitivna funkcia k g(x) = x %/ na (0, 1).
(il) Funkcia 5
H(x) = xesing, X #0,
0, x =0,
je primitivna funkcia k funkcii

h(x) = 2xsint —cosi, x#0,
0, x =0,

na R.

Pozorovanie: Funkcie f, g st spojité, h nie je spojita (kde?) — napriek tomu vSetky maju primitivne funkcie (kde?)!
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Antiderivacia = primitivna funkcia

Definicia primitivnej funkcie

Nech f, F su definované na otvorenom intervale | C R. Hovorime, ze F je
primitivna funkcia k funkcii f na I, akk (¥x € 1) F’(x) = f(x).

Pozorovanie: Funkcia F(x) = 3x2 + 2x — 7 je primitivna funkcia k funkcii f(x) = 6x +2naR, ale aj F(x) = 3x% + 2x je
k nej primitivna... Korko (r6znych) primitivnych funkcii méze mat funkcia na otvorenom intervale?
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Antiderivacia = primitivna funkcia

Definicia primitivnej funkcie

Nech f, F su definované na otvorenom intervale | C R. Hovorime, Ze F je
primitivna funkcia k funkcii f na I, akk (¥x € 1) F’(x) = f(x).

Pozorovanie: Funkcia F(x) = 3x2 + 2x — 7 je primitivna funkcia k funkcii f(x) = 6x +2naR, ale aj F(x) = 3x% + 2x je
k nej primitivna... Korko (r6znych) primitivnych funkcii méze mat funkcia na otvorenom intervale?

Veta (0 jednoznacnosti primitivnej funkcie az na konstantu)

Nech F je primitivna funkcia k funkcii f na otvorenom intervale | C R.
Funkcia G je primitivna funkcia k funkcii f na | prave vtedy, ked’

(3c e R)(¥x € 1)G(x) = F(x) +c.
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Antiderivacia = primitivna funkcia

Definicia primitivnej funkcie

Nech f, F su definované na otvorenom intervale | C R. Hovorime, Ze F je
primitivna funkcia k funkcii f na I, akk (¥x € 1) F’(x) = f(x).

Pozorovanie: Funkcia F(x) = 3x2 + 2x — 7 je primitivna funkcia k funkcii f(x) = 6x +2naR, ale aj F(x) = 3x% + 2x je
k nej primitivna... Korko (r6znych) primitivnych funkcii méze mat funkcia na otvorenom intervale?
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Funkcia G je primitivna funkcia k funkcii f na | prave vtedy, ked’
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Upozornenie: Veta neplati na lubovolnej mnozine!!!
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Antiderivacia = primitivna funkcia

Definicia primitivnej funkcie

Nech f, F su definované na otvorenom intervale | C R. Hovorime, Ze F je
primitivna funkcia k funkcii f na I, akk (vx € 1) F’(x) = f(x).

Pozorovanie: Funkcia F(x) = 3x2 + 2x — 7 je primitivna funkcia k funkcii f(x) = 6x +2naR, ale aj F(x) = 3x% + 2x je
k nej primitivna... Korko (r6znych) primitivnych funkcii méze mat funkcia na otvorenom intervale?

Veta (o jednoznacnosti primitivnej funkcie az na konstantu)

Nech F je primitivna funkcia k funkcii f na otvorenom intervale | C R.
Funkcia G je primitivna funkcia k funkcii f na | prave vtedy, ked’

(3c e R) (¥x €1)G(x) = F(x) +c.

Upozornenie: Veta neplati na lubovolnej mnozine!!! Napr. k funkcii
f(x) =2x naM = (0,1) U (2, +o0) je primitivna funkcia F (x) = x?, ale aj

G(x) {xz, x € (0,1),

x24+1, x€(2,4+0),
ale neexistuje ¢ € R také, aby (Vx € M) G(x) = F(x) +c.
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Neur ity integral

... notam| pro summis, ut adhibetur nothpro differentiis ..
z listu Leibniza Johannovi Bernoullimu, 8. marca 1696

.... quod autem ... vocabuluimtegralis etiamnum usurpaverim ...
z listu Johanna Bernoulliho Leibnizovi, 7. april 1696

And whereas Mr. Leibniz preefixes the lettetto the Ordinate of a curve to denote the Summ of the Ordinates or area of
the Curve, | did some years before represent the same thing by inscribing the Ordinate in a square ... My symbols
therefore ... are the oldest in the kind.

z listu Newtona Keillovi, 20. april 1714

Definicia neurcitého integralu

Mnozinu vSetkych primitivnych funkcii k funkcii f na otvorenom intervale |
nazyvame neurcity integral funkcie f na intervale | a oznacujeme /f(x) dx.

Sed exiis quz in
methodo tangentium expofui, patet efle d, § xx=xdx; ergo contra ¥
n=fxdx (ut enim poteftates & radicesin vulgaribus calculis, ficnos
bis famma & differentiz feu (& d, reciproca funt.)
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Neur ity integrél — poznamky k ozna Ceniu

/f(x)dx = {8() = F(x) +c, kde(vx € )F/(x) =f(x) ac < B}
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Neur ity integrél — poznamky k ozna Ceniu
/f(x)dx = {8() = F(x) +c, kde(vx € )F/(x) =f(x) ac < B}

@ hoci sa interval | nevyskytuje v oznaceni neurcitého integralu, je
dolezité uvadzat, kde sa vypocet deje!!! (napr. sgnna intervale
1 = (0, -I-OO) al, = (—1, 1))
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Neur ity integrél — poznamky k ozna Ceniu
/f(x)dx = {8() = F(x) +c, kde(vx € )F/(x) =f(x) ac < B}

@ hoci sa interval | nevyskytuje v oznaceni neurcitého integralu, je
dolezité uvadzat, kde sa vypocet deje!!! (napr. sgnna intervale
1 = (0, -I-OO) al, = (—1, 1))

@ znak | pochadza od Leibniza a pévodne znamenal nieco trochu iné
(s€itavanie nekonecne malych velicin)
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Neur City integral — poznamky k ozna Ceniu
/f(x)dx = {8() = F(x) +c, kde(vx € )F/(x) =f(x) ac < B}

@ hoci sa interval | nevyskytuje v oznaceni neurcitého integralu, je
dolezité uvadzat, kde sa vypocet deje!!! (napr. sgnna intervale
Iy = (07+OO) aly = (717 1))

@ znak | pochadza od Leibniza a povodne znamenal nieco trochu iné
(s€itavanie nekonecne malych velicin)

@ funkciu f : | — R nazyvame integrand
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Neur City integral — poznamky k ozna Ceniu
/f(x)dx = {8() = F(x) +c, kde(vx € )F/(x) =f(x) ac < B}
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@ funkciu f : | — R nazyvame integrand

@ symbol dx oznacuje integraCnu premennu
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VI. Integralny po cet

Neur City integral — poznamky k ozna Ceniu
/f(x)dx = {8() = F(x) +c, kde(vx € )F/(x) =f(x) ac < B}

@ hoci sa interval | nevyskytuje v oznaceni neurcitého integralu, je
dolezité uvadzat, kde sa vypocet deje!!! (napr. sgnna intervale
Iy = (07+OO) al,= (717 1))

@ znak | pochadza od Leibniza a povodne znamenal nieco trochu iné
(s€itavanie nekonecne malych velicin)

@ funkciu f : | — R nazyvame integrand
@ symbol dx oznacuje integraCnu premennu

@ oznacenia [f(x)dx, [f(t)dt, [ f(a)da vyjadruju to isté! Tak preco
nepisat len [ f?
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VI. Integralny po cet

Neur City integral — poznamky k ozna Ceniu
/f(x)dx = {8() = F(x) +c, kde(vx € )F/(x) =f(x) ac < B}

@ hoci sa interval | nevyskytuje v oznaceni neurcitého integralu, je
dolezité uvadzat, kde sa vypocet deje!!! (napr. sgnna intervale
Iy = (07+OO) al,= (717 1))

@ znak | pochadza od Leibniza a povodne znamenal nieco trochu iné
(s€itavanie nekonecne malych velicin)

@ funkciu f : | — R nazyvame integrand
@ symbol dx oznacuje integraCnu premennu

@ oznacenia [f(x)dx, [f(t)dt, [ f(a)da vyjadruju to isté! Tak preco
nepisat len [ f?

@ F je jeden konkrétny reprezentant mnoziny primitivnych funkcii
k funkcii f na |
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VI. Integralny po cet

Neur City integral — poznamky k ozna Ceniu
/f(x)dx = {8() = F(x) +c, kde(vx € )F/(x) =f(x) ac < B}

@ hoci sa interval | nevyskytuje v oznaceni neurcitého integralu, je
dolezité uvadzat, kde sa vypocet deje!!! (napr. sgnna intervale
Iy = (07+OO) al,= (717 1))

@ znak | pochadza od Leibniza a povodne znamenal nieco trochu iné
(s€itavanie nekonecne malych velicin)

@ funkciu f : | — R nazyvame integrand
@ symbol dx oznacuje integraCnu premennu

@ oznacenia [f(x)dx, [f(t)dt, [ f(a)da vyjadruju to isté! Tak preco
nepisat len [ f?

@ F je jeden konkrétny reprezentant mnoziny primitivnych funkcii
k funkcii f na |

@ c € R je aditivna (integracna) konstanta (podfa Vety o jednoznacnosti)
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VI. Integralny po cet

Dohoda : napriek uvedenému sa zapisy typu

X2
/xdx={?+c;xel,ceR}

2
i . X
nepouzivajd, zvykne sa pisat len /x dx = > +cprex el,ceR.
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VI. Integralny po cet

Dohoda : napriek uvedenému sa zapisy typu

X2
/xdx={?+c;xel,ceR}

2
i . X
nepouzivajd, zvykne sa pisat len /x dx = > +cprex €l,c eR.

Zdévodnenie : nech .7 (1) je mnoZina vSetkych funkcii na otvorenom
intervale | a pre #,% C 7 (1) ak € R definujme ,mnozinové" operacie

F+9 ={f+9,feF gec9}
k-7 :={k-f;f e #},
¢ = {f € 7(l);f je konStantnf
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VI. Integralny po cet

Dohoda : napriek uvedenému sa zapisy typu

X2
/xdx:{2+c;xel,ceR}

2
nepouzivaju, zvykne sa pisat len /x dx = X? +cprex €l,c eR.

Zdévodnenie : nech .7 (1) je mnoZina vSetkych funkcii na otvorenom
intervale | apre .#,¢ C Z(l) ak € R definujme ,mnozZinové" operacie

F+9 ={f+9,feF gec¥}
k-7 :={k-f;f e 7},
¢ = {f € 7(l);f je konStantnf
Ak F je primitivna k f na |, podfa definicie neurcitého integralu plati

/f(x)dx ={F(x)+c;ceR}={F(x)+c;ce ¥}
={F}+%=F+¢%,
t.j. zapis /f(x) dx = F(x) + ¢ je Uplne v poriadku, ak integracnu konstantu

c interpretujeme ako mnozinu vSetkych konstantnych funkcii na |
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VI. Integralny po cet

Tabul'ka neur citych integralov zakladnych elementarnych funkcii

\//dx:x+cprexeR

N Xa+1
//x dx_a+1+cprea7£—1axe(0,+oo)

//1dx_{lnx+c, x € (0, +c0),

X In(—x)+¢, x € (—o0,0)

//adx_

//sinxdx:—cosx+cprexeR

//cosxdx:sinx+cprexeR

1 _ _
\//@dxztgx'“:prex6(—§+k7f7§+k7r),kdekeZ

\// ,1 dx = —cotgx + ¢ pre x € (km,(k + 1)7), kde k € Z
sin?x
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Tabul'ka neur citych integralov zakladnych elementarnych funkcii
1
v /mdx = arctgx + ¢ = —arccotgx +c pre X € R
1
v /7dx —arcsinx +c¢ = —arccosx +cprex € (—1,1
V1 —x? P ( )
v /sinhxdx =coshx +cprex e R

v /coshxdx =sinhx +cprex € R

v / - 12 dx = —cotghx + ¢ pre x € (—o0,0) ax € (0, +o0)
sinh® x
1

//ﬁdx:ftgthrcprexeR
cosh” x

1
\//7dx:ar sinlk +¢c =In(x + vVx2+1)+cprex €R
1 9 ( )+cp
1
v | ———=dx =argcoshx +c =In(x + v/x2—-1)+cprex € (1,+
| = &~ (x+ VA= 1)+ prex € (1, +0)
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VI. Integralny po cet
Metody vypo Ctu neur Citych integralov
Pripomenutie : neurcity integral funkcie f na otvorenom intervale | je mnozina vSetkych primitivnych funkcii k f na |
Znamy fakt: derivacia stctu (rozdielu) je stcet (rozdiel) derivacii, ak tieto derivacie existujd
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VI. Integralny po cet
Metody vypo Ctu neur Citych integralov
Pripomenutie : neurcity integral funkcie f na otvorenom intervale | je mnozina vSetkych primitivnych funkcii k f na |
Znamy fakt: derivacia stctu (rozdielu) je stcet (rozdiel) derivacii, ak tieto derivacie existujd

Veta (o linearite neurcitého integralu)

Nech F; st primitivne funkcie k funkciém final,kdei=1,2,...,na

ai,...,an € R, Potom funkcia Z «;Fi je primitivna funkcia k funkcii Z aifi
i=1l =1
nal.
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VI. Integralny po cet
Metody vypo Ctu neur Citych integralov
Pripomenutie : neurcity integral funkcie f na otvorenom intervale | je mnozina vSetkych primitivnych funkcii k f na |
Znamy fakt: derivacia stctu (rozdielu) je stcet (rozdiel) derivacii, ak tieto derivacie existujd

Veta (o linearite neurcitého integralu)

Nech F; st primitivne funkcie k funkciém final,kdei=1,2,...,na

ai,...,an € R, Potom funkcia Z «;Fi je primitivna funkcia k funkcii Z aifi
i=1l =1
nal.

Poznamka: v reci neurcitych integralov veta hovori, Ze neurcity integral je
linearny operator, t.j.

/ zn:aifi(X) dX:Zn:ai/fi(X)dL x el,

ak integraly napravo existuju!!!
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VI. Integralny po cet

Metody vypo Ctu neur Citych integralov
Pripomenutie : neurcity integral funkcie f na otvorenom intervale | je mnozina vSetkych primitivnych funkcii k f na |
Znamy fakt: derivacia stctu (rozdielu) je stcet (rozdiel) derivacii, ak tieto derivacie existujd

Veta (o linearite neurcitého integralu)
Nech F; st primitivne funkcie k funkciém final,kdei=1,2,...,na

ai,...,an € R, Potom funkcia Z «;Fj je primitivna funkcia k funkcii Z aifi
i=1l =1
nal.

Poznamka: v reci neurcitych integralov veta hovori, Ze neurcity integral je
linearny operator, t.j.

/ zn:aifi(x) dX:Zn:ai/fi(X)dL x el,

ak integraly napravo existuju!!!

Pozorovanie:

— Mnozina vSetkych funkcii f : | — R, ktoré maju neurcity integral, tvori
vektorovy priestor nad pofom R.

— Mnozina vSetkych neurcitych integralov na | tvori abelovski grupu.
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VI. Integralny po cet
Metody vypo Ctu neur Citych integralov
Pripomenutie : neurcity integral funkcie f na otvorenom intervale | je mnozina vSetkych primitivnych funkcii k f na |
Znamy fakt: derivacia stctu (rozdielu) je stcet (rozdiel) derivacii, ak tieto derivacie existujd

Veta (o linearite neurcitého integralu)

Nech F; st primitivne funkcie k funkciém final,kdei=1,2,...,na

ai,...,an € R, Potom funkcia Z «;Fi je primitivna funkcia k funkcii Z aifi
i=1l =1
nal.

Priklady: Najdite neurcité integraly

(+] /(1;_2x)2dx;
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VI. Integralny po cet
Metody vypo Ctu neur Citych integralov
Pripomenutie : neurcity integral funkcie f na otvorenom intervale | je mnozina vSetkych primitivnych funkcii k f na |
Znamy fakt: derivacia stctu (rozdielu) je stcet (rozdiel) derivacii, ak tieto derivacie existujd

Veta (o linearite neurcitého integralu)

Nech F; st primitivne funkcie k funkciém final,kdei=1,2,...,na

ai,...,an € R, Potom funkcia Z «;Fi je primitivna funkcia k funkcii Z aifi
i=1l =1
nal.

Priklady: Najdite neurcité integraly

(+] /(1;_2x)2dx;

COS 2X
0 [ ——dx;
sin“ 2x
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Metody vypo Ctu neur Citych integralov
Pripomenutie : neurcity integral funkcie f na otvorenom intervale | je mnozina vSetkych primitivnych funkcii k f na |
Znamy fakt: derivacia stctu (rozdielu) je stcet (rozdiel) derivacii, ak tieto derivacie existujd

Veta (o linearite neurcitého integralu)

Nech F; st primitivne funkcie k funkciém final,kdei=1,2,...,na

ai,...,an € R, Potom funkcia Z «;Fi je primitivna funkcia k funkcii Z aifi
i=1l =1
nal.

Priklady: Najdite neurcité integraly

w2
Q /Md)(,
X
(+] /—C_oszzx dx;
sin“ 2x

X2
Q P
/1+x2 ox;
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VI. Integralny po cet
Metody vypo Ctu neur Citych integralov
Pripomenutie : neurcity integral funkcie f na otvorenom intervale | je mnozina vSetkych primitivnych funkcii k f na |
Znamy fakt: derivacia stctu (rozdielu) je stcet (rozdiel) derivacii, ak tieto derivacie existujd

Veta (o linearite neurcitého integralu)

Nech F; st primitivne funkcie k funkciém final,kdei=1,2,...,na

ai,...,an € R, Potom funkcia Z «;Fi je primitivna funkcia k funkcii Z aifi
i=1l =1
nal.

Priklady: Najdite neurcité integraly

)2
[+ /—(1 2x) dx;
X
(+] /—C_oszzx dx;
sin“ 2x
X2
Q P
/1+x2 ox;
1 1
(<] /<m—5—x> dx;
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VI. Integralny po cet
Metddy vypo €tu neur Citych integrélov
Pripomenutie : neurcity integral funkcie f na otvorenom intervale | je mnozina vSetkych primitivnych funkcii k f na |
Znamy fakt: za prislusnych predpokladov derivécia kompozicie ma tvar (f o g)’ (x) = /(g(x))g’(x)

Veta (substitu¢na metdda pre neurcity integral I)

Nech F(t) je primitivna funkcia k funkcii f(t) na intervale J, g € 2(1) a
(vx €1) g(x) € J. Potom F o g je primitivna funkcia k funkcii (f og) - g’ nal.
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VI. Integralny po cet
Metddy vypo €tu neur Citych integrélov
Pripomenutie : neurcity integral funkcie f na otvorenom intervale | je mnozina vSetkych primitivnych funkcii k f na |
Znamy fakt: za prislusnych predpokladov derivécia kompozicie ma tvar (f o g)’ (x) = /(g(x))g’(x)

Veta (substitu¢na metdda pre neurcity integral I)

Nech F(t) je primitivna funkcia k funkcii f(t) na intervale J, g € 2(1) a
(vx €1) g(x) € J. Potom F o g je primitivna funkcia k funkcii (f og) - g’ nal.

Poznamka: v re€i neurcitych integralov veta hovori o substitdcii g(x) = t, t.j.

/(f 0 9)(x)g’ (x) dx = /f(t)dt CE(t)t+c=(Fog)X)+c, xel.
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VI. Integralny po cet
Metddy vypo €tu neur Citych integrélov
Pripomenutie : neurcity integral funkcie f na otvorenom intervale | je mnozina vSetkych primitivnych funkcii k f na |
Znamy fakt: za prislusnych predpokladov derivécia kompozicie ma tvar (f o g)’ (x) = /(g(x))g’(x)

Veta (substitu¢na metdda pre neurcity integral I)

Nech F(t) je primitivna funkcia k funkcii f(t) na intervale J, g € 2(1) a
(vx €1) g(x) € J. Potom F o g je primitivna funkcia k funkcii (f og) - g’ nal.

Poznamka: v re€i neurcitych integralov veta hovori o substitdcii g(x) = t, t.j.
/(f 0 9)(x)g’ (x) dx = /f(t)dt _F(t)+c=(Fog)x)+c, xel.

Castokrat sa pouziva aj substit(icia x = g(t), kedy je potrebné vetu preformulovat nasledovne:

Veta (substitu¢na metéda pre neurcity integral I1)

Ak g : J — | je diferencovatelna na J, pricom (Vt € J) g/(t) #0,a ¢ je
primitivna funkcia k (f og) - g’ na I, potom ¢ o g je primitivna funkcia k f na .

V reci neurcitych integrélov m& veta o substitdcii x = g(t) tvar
[1008 = [(Foag e =) +c = (@) +c, xel
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Metddy vypo €tu neur Citych integrélov
Pripomenutie : neurcity integral funkcie f na otvorenom intervale | je mnozina vSetkych primitivnych funkcii k f na |
Znamy fakt: za prislusnych predpokladov derivécia kompozicie ma tvar (f o g)’ (x) = /(g(x))g’(x)

Veta (substitu¢na metdda pre neurcity integral I)
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(vx €1) g(x) € J. Potom F o g je primitivna funkcia k funkcii (f og) - g’ nal.
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/(f 0 9)(x)g’ (x) dx = /f(t)dt _F(t)+c=(Fog)x)+c, xel.

Priklady: Najdite neurcité integraly

arctgfx
° .
/ 14+x2 o;
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Metddy vypo €tu neur Citych integrélov
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Znamy fakt: za prislusnych predpokladov derivécia kompozicie ma tvar (f o g)’ (x) = /(g(x))g’(x)

Veta (substitu¢na metdda pre neurcity integral I)

Nech F(t) je primitivna funkcia k funkcii f(t) na intervale J, g € 2(1) a
(vx €1) g(x) € J. Potom F o g je primitivna funkcia k funkcii (f og) - g’ nal.

Poznamka: v re€i neurcitych integralov veta hovori o substitdcii g(x) = t, t.j.
/(f 0 9)(x)g’ (x) dx = /f(t)dt _F(t)+c=(Fog)x)+c, xel.

Priklady: Najdite neurcité integraly
arctgfx
° .
/ 14+x2 o;
. / dx )
xInxIn(Inx)’
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Metddy vypo €tu neur Citych integrélov
Pripomenutie : neurcity integral funkcie f na otvorenom intervale | je mnozina vSetkych primitivnych funkcii k f na |
Znamy fakt: za prislusnych predpokladov derivécia kompozicie ma tvar (f o g)’ (x) = /(g(x))g’(x)

Veta (substitu¢na metdda pre neurcity integral I)

Nech F(t) je primitivna funkcia k funkcii f(t) na intervale J, g € 2(1) a
(vx €1) g(x) € J. Potom F o g je primitivna funkcia k funkcii (f og) - g’ nal.

Poznamka: v re€i neurcitych integralov veta hovori o substitdcii g(x) = t, t.j.
/(f 0 9)(x)g’ (x) dx = /f(t)dt _F(t)+c=(Fog)x)+c, xel.

Priklady: Najdite neurcité integraly

arctgfx

° .

/ 14+x2 o;

. / dx )

xInxIn(Inx)’
dx
(*) / Z X2 > pre a # 0;
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