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VI. Integralny po cet

Antiderivacia = primitivna funkcia — zopakovanie

Primitivna funkcia

Nech f, F su definované na otvorenom intervale | C R. Hovorime, Ze F je
primitivna funkcia k funkcii f na I, akk (vx € I) F’(x) = f(x).
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Primitivna funkcia

Nech f, F su definované na otvorenom intervale | C R. Hovorime, Ze F je
primitivna funkcia k funkcii f na I, akk (¥x € 1) F’(x) = f(x).

Veta (o0 jednoznacnosti primitivnej funkcie az na konstantu)

Nech F je primitivna funkcia k funkcii f na intervale |. Funkcia G je
primitivna funkcia k funkcii f na | prave vtedy, ked'

(3c e R) (¥x €1)G(x) = F(x) +c.
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Antiderivacia = primitivna funkcia — zopakovanie

Primitivna funkcia

Nech f, F su definované na otvorenom intervale | C R. Hovorime, Ze F je
primitivna funkcia k funkcii f na I, akk (¥x € 1) F’(x) = f(x).

Veta (o0 jednoznacnosti primitivnej funkcie az na konstantu)

Nech F je primitivna funkcia k funkcii f na intervale |. Funkcia G je
primitivna funkcia k funkcii f na | prave vtedy, ked'

(3c e R) (¥x €1)G(x) = F(x) +c.

<

Zistenie: Veta neplati na lubovolnej mnozine!!! Napr. k funkcii f(x) = 2x na
M = (0,1) U (2, +0o0) je primitivna funkcia F (x) = x?, ale aj

G(x) {xz, x € (0,1),

x24+1, x€(2,4+0),

ale neexistuje ¢ € R také, aby (Vx € M) G(x) = F(x) +c.

Ondrej Hutnik



Neur City integral — zopakovanie

... notam|" pro summis, ut adhibetur nothpro differentiis ...
z listu Leibniza Johannovi Bernoullimu, 8. marca 1696
.... quod autem ... vocabuluimtegralis etiamnum usurpaverim ...
z listu Johanna Bernoulliho Leibnizovi, 7. april 1696
Utile erit scribi [ pro omn. ut/ ¢ pro omn.£, id est summa ipsorure.

Leibnizov nepublikovany rukopidnalyseos tetragonisticae pars secun2@. oktéber 1675

Neurcity integral

Mnozinu vSetkych primitivnych funkcii k funkcii f na | nazyvame neurcity

integrél funkcie f na intervale | a ozna¢ujeme /f(x)dx.

Sed exiis qua in
methodo tangentiumn expofui, patet efle d, L xx=xdx; ergo contra }

n=fxdx (ut enim poteftates & radicesin vulgaribus calculis, fic no=
bis fumma & differentiz feu & d, reciprocz funt.)

Leibniz: De geometria recondita et analysi indivisibilium atque infinitorium (1686)
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VI. Integralny po cet

Neur ity integrél — poznamky k ozna Ceniu

/f(x)dx = {8() = F(x) +c, kde(vx € )F/(x) =f(x) ac < B}

@ hoci sa interval | nevyskytuje v oznaceni neurcitého integralu, je
dolezité uvadzat, kde sa vypocet deje!!! (napr. sgnna intervale
I, =(0,+x) al, =(-1,1))

@ funkciu f : | — R nazyvame integrand

@ symbol dx oznacuje integracnt premennu (no v skutocnosti tu ide
o diferencial!)

@ F je jeden konkrétny reprezentant mnoziny primitivnych funkcii
k funkcii f na |

@ c € R je aditivna (integracna) konstanta (podfa Vety VI.1)

J.aspiri dn=
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Metody vypo Ctu neur Citych integralov

Znamy fakt: derivacia sUctu (rozdielu) je stcet (rozdiel) derivacii, ak tieto derivacie existuji

Veta (o linearite neurcitého integralu)

Nech F; st primitivne funkcie k funkciém final,kdei=1,2,....,na
ay,...,an € R. Potom funkcia Z aiFj je primitivna funkcia k funkcii Z a;fi

i=1 i=1
nal.
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Metody vypo Ctu neur Citych integralov

Znamy fakt: derivacia sUctu (rozdielu) je stcet (rozdiel) derivacii, ak tieto derivacie existuji

Veta (o linearite neurcitého integralu)

Nech F; st primitivne funkcie k funkciém final,kdei=1,2,....,na
ay,...,an € R. Potom funkcia Z aiFj je primitivna funkcia k funkcii Z a;fi

i=1 i=1
nal.

Poznamka: v reci neurCitych integralov veta hovori, Ze neur€ity integral je linearny operator, t.j.

/ (zn: aifi(x> dx = a./f(x)dx x €l

i=1

ak integraly napravo existuju!!!
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Metody vypo Ctu neur Citych integralov

Znamy fakt: derivacia sUctu (rozdielu) je stcet (rozdiel) derivacii, ak tieto derivacie existuji

Veta (o linearite neurCitého integralu)

Nech F; st primitivne funkcie k funkciém final,kdei=1,2,....,na
ay,...,an € R. Potom funkcia Z aiFj je primitivna funkcia k funkcii Z a;fi

i=1 i=1
nal.

Poznamka: v reci neurCitych integralov veta hovori, Ze neur€ity integral je linearny operator, t.j.
/ (Z a,f(x) dx 7204, /f(x)dx x el
h i=1

ak integraly napravo existuju!!!
Znamy fakt: za prislusnych predpokladov derivacia kompozicie mé tvar (f o g)’(x) = f/(g(x))g’ (x)

Veta (substitucna metdda pre neurcity integral I)

Nech F(t) je primitivna funkcia k funkcii f(t) na intervale J, g € (1) a
(¥x €1) g(x) € J. Potom F o g je primitivna funkcia k funkcii (f cg) - g’ na I.

Poznamka: v reci neurcitych integralov veta hovori o substitlcii g(x) = t, t.

/(f 0 9)(x)g’ (x) dx = / ft)dt = F(t) + ¢ = (F o g)(X) +¢, x € 1.

Ondrej Hutnik Funkcia redlnej premennej



VI. Integralny po cet
Metody vypo Ctu neur Citych integralov
Pripomenutie : neurcity integral funkcie f na otvorenom intervale | je mnozina vSetkych primitivnych funkcii k f na |
Znamy fakt: derivacia sGginu ma tvar (f - g)’(x) = f/(x)g(x) + f(x)g’ (x), ak tieto derivécie existuji

Veta (metdda per partes pre neurcity integral)

Nech u,v € 2(I) a ¢ je primitivna funkcia k funkcii u’v na intervale I. Potom
uv — & je primitivna funkcia k funkcii uv’ na intervale I.
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VI. Integralny po cet

O moznej neelementarnosti antiderivacii elementarnych funkcii

— derivacia polynému je opat polyném
— derivacia racionalnej funkcie je opat racionalna funkcia
— derivacia elementéarnej funkcie je opat’ elementarna funkcia
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Pri integrovani toto uz platit nemusi!

v integral z polynédmu je opéat polynom (mnozina polynémov!)
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O moznej neelementarnosti antiderivacii elementarnych funkcii
— derivacia polynému je opat polyném

— derivacia racionalnej funkcie je opat racionalna funkcia

— derivacia elementéarnej funkcie je opat’ elementarna funkcia

Pri integrovani toto uz platit nemusi!
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X integral z racionalnej funkcie nemusi byt racionalna funkcia, napr.
J xdx =1In[x|+c alebo [+ dx = arctgx + ¢

— integral z racionalnej funkcie je vSak vzdy elementarnou funkciou
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racionalne &islo, ale druh& odmocnina nie, napr. v/2
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VL. Integrélny po cet

O moznej neelementarnosti antiderivacii elementarnych funkcii

— derivacia polynému je opat polyném

— derivacia racionalnej funkcie je opat racionalna funkcia

— derivacia elementéarnej funkcie je opat’ elementarna funkcia

Pri integrovani toto uz platit nemusi!

v integral z polynédmu je opéat polynom (mnozina polynémov!)

X integral z racionalnej funkcie nemusi byt racionalna funkcia, napr.
J xdx =1In[x|+c alebo [+ dx = arctgx + ¢

— integral z racionalnej funkcie je vSak vzdy elementarnou funkciou

X integral z elementarnej funkcie nemusi byt elementarna funkcia
= podobna situécia: druha mocnina racionalneho Cisla je vzdy
racionalne &islo, ale druh& odmocnina nie, napr. v/2

@ matematicka Statistika: Poissonov integral [ e dx;
o fyzika pevnych latok: Fermiho integral [ & dx;
o optika: Fresnelove integraly [sinx?dx a [ cosx?dx;
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O moznej neelementarnosti antiderivacii elementarnych funkcii

— derivacia polynému je opat polyném

— derivacia racionalnej funkcie je opat racionalna funkcia

— derivacia elementéarnej funkcie je opat’ elementarna funkcia

Pri integrovani toto uz platit nemusi!

v integral z polyndmu je opéat polynom (mnozina polynémov!)

X integral z racionalnej funkcie nemusi byt racionalna funkcia, napr.
J xdx =1In[x|+c alebo [+ dx = arctgx + ¢

— integral z racionalnej funkcie je vSak vzdy elementarnou funkciou

X integral z elementarnej funkcie nemusi byt elementarna funkcia
= podobna situécia: druha mocnina racionalneho Cisla je vzdy
racionalne &islo, ale druh& odmocnina nie, napr. v/2

@ eliptické integraly prvého a druhého druhu:

/d—(p, /\/l—kzsinzgpdgo, k € (0,1), ¢ € (0,2x)
\/1—k2sin? ¢
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VL. Integrélny po cet

O moznej neelementarnosti antiderivacii elementarnych funkcii
— derivacia polynému je opat polyném
— derivacia racionalnej funkcie je opat racionalna funkcia
— derivacia elementéarnej funkcie je opat’ elementarna funkcia
Pri integrovani toto uz platit nemusi!
v integral z polyndmu je opéat polynom (mnozina polynémov!)
X integrél Z racionalnej funkcie nemusi byt racionalna funkcia, napr.
J xdx =1In[x|+c alebo [+ dx = arctgx + ¢
mtegral Z racionalnej funkC|e je vSak vzdy elementarnou funkciou

X integral z elementarnej funkcie nemusi byt elementarna funkcia
= podobna situécia: druha mocnina racionalneho Cisla je vzdy
racionalne &islo, ale druh& odmocnina nie, napr. v/2

@ mnohé iné, napr.:

[o [Re [fee [Fa [a
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VI. Integralny po cet

Integrovanie niektorych tried funkcii

nikomu nepotrebnu techniku vyptu neutitych integralovgo je anachronizmus, lebo ak sa niekedy v d'alSej praxi
stretn(i s podobnou tlohou, jednoducho pouziji existujicegkyriMyslim si, Ze tato witka je nespravodliva... Cela
vec spdiva v tom, ZeStudenta Studujliceho matematiku treba kdestitaakladné elementy analytickych transformacif,
pestovat viiom schopnost prejavit vynaliezavost v tychto transformaciach, rozvijadm ugity analyticky cit—a
vypocet neutitych integralov dava na tent@él jednoduchy a zarowedostat@ne obsazny material. Nie je znanéén
by bolo mozné tito latku nahradit s tym istym efektom ugitosti. Nahradit vygovanie veduce k ovladaniu
analytickych transformécii viaovanim, ako pouzivat existujlce priky, je zjavne ne€elné — vycvik k tejto zréinosti
nemoZze byt vlastnym predmetom \§avania...
Kudrjavcev:Uvahy o stiéasnej matematike a jej vyugoy&HN Bratislava, 1990

Problem 3: IfX denotes an arbitrary rational functionxofdescribe a method by which the expressiodx can be
integrated.

Euler:Opera Omniavol.Xl, p. 28, 1768
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najdenie primitivnej funkcie sa udeje v troch krokoch:
(1) redukcia na pripad stP < stQ, kde stP je stupen polynomu P;

(2) faktorizacia Q a rozklad racionalnej funkcie R na parcialne zlomky;

Ondrej Hutnik
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Integrovanie niektorych tried funkcii

nikomu nepotrebnu techniku vyptu neutitych integralovgo je anachronizmus, lebo ak sa niekedy v d'alSej praxi
stretn(i s podobnou tlohou, jednoducho pouziji existujicegkyriMyslim si, Ze tato witka je nespravodliva... Cela
vec spdiva v tom, ZeStudenta Studujliceho matematiku treba kdestitaakladné elementy analytickych transformacif,
pestovat viiom schopnost prejavit vynaliezavost v tychto transformaciach, rozvijadm ugity analyticky cit—a
vypocet neutitych integralov dava na tent@él jednoduchy a zarowedostat@ne obsazny material. Nie je znanéén
by bolo mozné tito latku nahradit s tym istym efektom ugitosti. Nahradit vygovanie veduce k ovladaniu
analytickych transformécii viaovanim, ako pouzivat existujlce priky, je zjavne ne€elné — vycvik k tejto zréinosti
nemoZze byt vlastnym predmetom \§avania...
Kudrjavcev:Uvahy o stiéasnej matematike a jej vyugoy&HN Bratislava, 1990

Problem 3: IfX denotes an arbitrary rational functionxofdescribe a method by which the expressiodx can be
integrated.
Euler:Opera Omniavol.XI, p. 28, 1768

Ciel : ukazat, Ze integral racionalnej funkcie je vzdy elementarna funkcia, t.j.
vieme integrovat' l'ubovolna racionalnu funkciu

Jednotlivé kroky algoritmu  : ak R(X) = gg; je racionalna funkcia, tak

najdenie primitivnej funkcie sa udeje v troch krokoch:
(1) redukcia na pripad stP < stQ, kde stP je stupen polynomu P;
(2) faktorizacia Q a rozklad racionalnej funkcie R na parcialne zlomky;

(3) integrovanie parcialnych zlomkov.

Ondrej Hutnik



VI. Integralny po cet

() Integrovanie racionalnych funkcii

Ked' nemamco robit, pracujem. .
Karel Capek

Nejestvuje nt, o by neprekonala usilovna praca a vytrvalé Usilie.
Seneca

(1) Ak R(x) = P09 nie je rydzoracionalna funkcia, mozno ju zapisat v tvare

~ Q)
suctu polynéomu a rydzoracionalnej funkcie
P(x) Z(x)
—==V(X)+ —/—=, stZ <stQ,
Q) ~ Ty <

pricom polynémy V a Z najdeme delenim polynémoy, t.j. V je cela Cast a Z
je zvySok po deleni polynému P polynémom Q.

Ondrej Hutnik
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~ Q)
suctu polynéomu a rydzoracionalnej funkcie
P(x) Z(x)
—==V(X)+ —/—=, stZ <stQ,
Q) ~ Ty <

pricom polynémy V a Z najdeme delenim polynémoy, t.j. V je cela Cast a Z
je zvySok po deleni polynému P polynémom Q.
XS

-1
Priklad: Vydel .
riklad: Vydelte N
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() Integrovanie racionalnych funkcii

Ked' nemamco robit, pracujem. .
Karel Capek

Nejestvuje nt, €o by neprekonala usilovna praca a vytrvalé Usilie.
Seneca

(1) Ak R(x) = 58‘(; nie je rydzoracionalna funkcia, mozno ju zapisat' v tvare
suctu polynéomu a rydzoracionalnej funkcie

gg; =V(x)+ égg, stZ < stQ,
pricom polynémy V a Z najdeme delenim polynémoy, t.j. V je cela Cast a Z
je zvySok po deleni polynému P polynémom Q.
x3 -1
X+1°
(2) Rychlokurz algebry polynémov nad pofom  : nech P, je polynébm
stupna n nad pofom R

Priklad: Vydelte

Ondrej Hutnik
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pricom polynémy V a Z najdeme delenim polynémoy, t.j. V je cela Cast a Z
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X+1°

(2) Rychlokurz algebry polynémov nad pofom  : nech P, je polynébm
stupna n nad pofom R

Priklad: Vydelte

— ak « je realny koren polynému P, tak

Pa(x) = (X — a)Qn-1(x), kdeQu_1(a) # 0;
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X+1°

(2) Rychlokurz algebry polynémov nad pofom  : nech P, je polynébm
stupna n nad pofom R

Priklad: Vydelte

— ak « je k-nasobny realny koren polynému P, tak
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Ondrej Hutnik



VI. Integralny po cet

() Integrovanie racionalnych funkcii

Ked' nemamco robit, pracujem. .
Karel Capek

Nejestvuje nt, €o by neprekonala usilovna praca a vytrvalé Usilie.
Seneca

(1) Ak R(x) = P09 nie je rydzoracionalna funkcia, mozno ju zapisat v tvare

~ Q)
suctu polynéomu a rydzoracionalnej funkcie
P(x) Z(x)
—==V(X)+ —/—=, stZ <stQ,
Q) ~ Ty <

pricom polynémy V a Z najdeme delenim polynémoy, t.j. V je cela Cast a Z
je zvysok po deleni polynému P polynémom Q.

x3 -1

X+1°

(2) Rychlokurz algebry polynémov nad pofom  : nech P, je polynébm
stupna n nad pofom R

Priklad: Vydelte

—ak o =a+ib je koren polynému Py, tak aja = a — i b je koref a
Pa(X) = (x2+px+0)Qn_2(x), kdex?+px+qg = (x—a)(x—a) ap?—4q < 0;
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() Integrovanie racionalnych funkcii

Ked' nemamco robit, pracujem. .
Karel Capek
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x3 -1

X+1°

(2) Rychlokurz algebry polynémov nad pofom  : nech P, je polynébm
stupna n nad pofom R

Priklad: Vydelte

—ak a = a+ib je k-nasobny koren polynomu P, kde 1 < k < n, tak
Pn(x) = (X24+px+0)*Qn_2k(x), kdex?+px+q = (x—a)(x—a) ap?—4q < 0;
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() Integrovanie racionalnych funkcii

Ked' nemamco robit, pracujem. .
Karel Capek

Nejestvuje nt, €o by neprekonala usilovna praca a vytrvalé Usilie.
Seneca

(1) Ak R(x) = P09 nie je rydzoracionalna funkcia, mozno ju zapisat v tvare
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suctu polynéomu a rydzoracionalnej funkcie
P(x) Z(x)
—==V(X)+ —/—=, stZ <stQ,
Q) ~ Ty <

pricom polynémy V a Z najdeme delenim polynémoy, t.j. V je cela Cast a Z
je zvysok po deleni polynému P polynémom Q.

x3 -1

X+1°

(2) Rychlokurz algebry polynémov nad pofom  : nech P, je polynébm
stupna n nad pofom R

Priklad: Vydelte

— polyném P,, sa da jednoznacne (az na poradie Cinitefov) rozlozit nad R:
ki (X — ) (X2 4 pox + Q1)L (X2 4 psX 4 Qs)";

Ondrej Hutnik

Pn(x) = an(X — az)



VI. Integralny po cet

(a) Integrovanie racionalnych funkcii

The above quantity ppads
qgss — ppaa
reduces immediately, without any change, to two logarithmical fractions, by separating it thus:
ppads L pds L pds

qgss —ppaa gs—pa gs+pa

priloha k listu Johanna Bernoulliho, 1699

Rozklad na parcialne zlomky — reélne korene a ich nasobnost

Nech % je rydzoracionélna funkcia a « € R je k-nasobny korer polynému
Q. tj. Q(x) = (x — a)*Q(x), kde Q(«) # 0. Potom existujii &isla
A1, A, ..., Ac € R apolynom P stupna menSieho ako Q také, ze pre kazdé
X € R, pre ktoré je Q(x) # 0, plati
P(x A A A P(x
C)_ A, 2 et "k+~().
Qx) x-a (x—a) (x —a) " Q(x)

Ondrej Hutnik Funkcia redlnej premennej



VI. Integralny po cet

(a) Integrovanie racionalnych funkcii

The above quantity ppads
qgss — ppaa
reduces immediately, without any change, to two logarithmical fractions, by separating it thus:

ppads 3 pds L pds

qgss —ppaa gs—pa gs+pa

priloha k listu Johanna Bernoulliho, 1699

Rozklad na parcialne zlomky — reélne korene a ich nasobnost

Nech % je rydzoracionalna funkcia a o € R je k-nasobny koren polynému
Q. tj. Q(x) = (x — a)*Q(x), kde Q(«) # 0. Potom existujii &isla

A1, A, ..., Ac € R apolynom P stupna menSieho ako Q také, ze pre kazdé
X € R, pre ktoré je Q(x) # 0, plati

P(x) A Az A P(x)
Qx) x—a  x—aP T x—aF 3
X2 —3x +2

Priklad: RozloZte na parcialne zlomky funkciu R = ————
i zloz parci z y funkciu R(x) B2 T x

Ondrej Hutnik Funkcia redlnej premennej



VI. Integralny po cet

(a) Integrovanie racionalnych funkcii

The above quantity ppads
qgss — ppaa
reduces immediately, without any change, to two logarithmical fractions, by separating it thus:
ppads L pds L pds

qgss —ppaa gs—pa gs+pa

priloha k listu Johanna Bernoulliho, 1699

Rozklad na parcialne zlomky — komplexné korene a ich ndsobnost

Nech % je rydzoracionélna funkcia a a € C je I-ndsobny koren polynému

Q. ti- Q(X) = (x? + px +q)'Q(x), kde X2 + px + ¢ = (x — a)(x — @)

Q(a) #0. Potom existujl Cisla Mg, N, ..., M;,N; € R a polyném P stupia

mensieho ako Q také, Ze pre kazdé x € R, pre ktoré je Q(x) # 0, plati
P(x)  Mix+N; MaX + Na Mix + N, P(x)

QX) ~XZpxtq  (Cpxtq? ) | g’

Ondrej Hutnik Funkcia redlnej premennej
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(a) Integrovanie racionalnych funkcii

The above quantity ppads
qqgss — ppaa
reduces immediately, without any change, to two logarithmical fractions, by separating it thus:
ppads L pds L pds

qgss —ppaa gs—pa gs+pa

priloha k listu Johanna Bernoulliho, 1699

Rozklad na parcialne zlomky — komplexné korene a ich ndsobnost
Nech % je rydzoracionélna funkcia a a € C je I-ndsobny koren polynému

Q. ti- Q(X) = (x? + px +q)'Q(x), kde X2 + px + ¢ = (x — a)(x — @)
Q(a) #0. Potom existujl Cisla Mg, N, ..., M;,N; € R a polyném P stupia
mensieho ako Q také, Ze pre kazdé x € R, pre ktoré je Q(x) # 0, plati

P(x)  Mix+N; MaX + Na Mix + N, P(x)
~ X2 2 2t T e =
Q(x) x2+px+q (x2+px+q) (x2+px+a)  Q(x)
q ) = 8z . - 2X
Priklad: RozloZte na parciéalne zlomky funkciu R(x) = A+ AT X2

Ondrej Hutnik Funkcia redlnej premennej
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(a) Integrovanie racionalnych funkcii

Veta (o rozklade rydzoracionalnej funkcie na parcialne zlomky)

Nech % je rydzoracionalna funkcia a

Q(X) = an(x — ) ... (X — ) (X2 4+ pox +q1)" ... (X% + psX + Qs)",

kde a, # 0, ki, l; € N, aj, pj, gj € R st navzajom rozne a pj2 < 4q;. Potom
existujd AF ™ e Rprem=1,2,... .k —1,i=12....ram " N"eR
pren=1,2,....i—-1,j=1,2,...,s také, Ze (Vx € R,Q(x) # 0) plati

Q(x) (X —a) (X —ap)k (X —ar) (X — )k
Mix+Np Mix + NJ
X2 4 p1X + Q1 (X2 4+ p1x + Q1)
Max + N& MgX + N§
X2+ PpsX +Gs | (X24psX +Qs)s

W

Ondrej Hutnik Funkcia redlnej premennej




VI. Integralny po cet

(a) Integrovanie racionalnych funkcii

(3) integrovanie parcialnych zlomkov je potom uz jednoduchou vecou:

x—a |In(x-a)+c, xe/(a+)

(i)/ dx {In(—x +a)+c, x€(—o0,a)

Ondrej Hutnik Funkcia realnej premennej
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(a) Integrovanie racionalnych funkcii

(3) integrovanie parcialnych zlomkov je potom uz jednoduchou vecou:

(i)/ dx {In(—x +a)+c, x€(—o0,a)

x—a |In(x-a)+c, xEe€(a +oo)
; dx 1 1
(ii) / Xx—ay 1-n(x_ap? +c pre x € (—oo, a) alebo

X € (a,+0), kden e N, n>1;
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(a) Integrovanie racionalnych funkcii

(3) integrovanie parcialnych zlomkov je potom uz jednoduchou vecou:

x—a |In(x-a)+c, xe/(a+)

(i)/ dx {In(—x +a)+c, x€(—o0,a)

. dx 1 1
(i) /(X—a)"zl—n(x—a)"*lJrc pre x € (—oo,a) alebo
X € (a,+0), kden e N, n>1;
Ax +B A 2B — Ap 2X+p
i = = dx==In(x®+px+q)+ arct +c
()/x2+px+q 5 P e A

pre x € R, kde p? < 4q;
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() Integrovanie racionalnych funkcii

(3) integrovanie parcialnych zlomkov je potom uz jednoduchou vecou:

/ dx _{In(—x+a)+c, X € (—00,a)

x—a |In(x—a)+c, xe(a+o0)

dx 1 1
/ (x —a)" “1_n (x —a)n-1 +c pre x € (—oo,a) alebo

X € (a,+0), kden e N, n>1;
2X+p

+cC
VA4q - p?

/ﬂdx—éln(szrprrq)Jr 2B —Ap arctg
X2 +px +q 2 /4q — p?

pre x € R, kde p? < 4q;
/ AX + B dx —
(X2+px+q)"

A 1 " (B _ Ap)/ dx
2(1—n) (x2+px+q)"t 2 (x* +px +q)"
X € (—o0,+00), kde p2 <4ganeN,n > 1;

+c pre
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VI. Integralny po cet

(a) Integrovanie racionalnych funkcii — zhrnutie

Problem 3: IfX denotes an arbitrary rational functionxofdescribe a method by which the expressiodx can be

integrated.
Euler:Opera Omniavol.Xl, p. 28, 1768

Vysledok : integral racionalnej funkcie je vzdy elementarna funkcia, t.j.
vieme integrovat' ubovolnu racionalnu funkciu

Priklady: Né&jdite neurcité integraly

. x3-1
<|)/X+1 o:

Ondrej Hutnik Funkcia redlnej premennej
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(a) Integrovanie racionalnych funkcii — zhrnutie

Problem 3: IfX denotes an arbitrary rational functionxofdescribe a method by which the expressiodx can be

integrated.
Euler:Opera Omniavol.Xl, p. 28, 1768

Vysledok : integral racionalnej funkcie je vzdy elementarna funkcia, t.j.
vieme integrovat' ubovolnu racionalnu funkciu

Priklady: Najdite neurcité integraly
x3—1
. o
U / X+ 1
) x’ _
(i / T @ &

2% .
(iii) / m dx;
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(a) Integrovanie racionalnych funkcii — zhrnutie

Problem 3: IfX denotes an arbitrary rational functionxofdescribe a method by which the expressiodx can be

integrated.
Euler:Opera Omniavol.Xl, p. 28, 1768

Vysledok : integral racionalnej funkcie je vzdy elementarna funkcia, t.j.
vieme integrovat' ubovolnu racionalnu funkciu

Priklady: Né&jdite neurcité integraly

. x3-1

7
2% .
(iii) /—(1+X)(1—|—x2)2 dx;

T / 3X +1
(x2 4 2x +5)3
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