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VI. Integrálny po čet

Antiderivácia = primitívna funkcia – zopakovanie

Primitívna funkcia

Nech f , F sú definované na otvorenom intervale I ⊆ R. Hovoríme, že F je
primitívna funkcia k funkcii f na I, akk (∀x ∈ I) F ′(x) = f (x).

Veta (o jednoznačnosti primitívnej funkcie až na konštantu)

Nech F je primitívna funkcia k funkcii f na intervale I. Funkcia G je
primitívna funkcia k funkcii f na I práve vtedy, ked’

(∃c ∈ R) (∀x ∈ I) G(x) = F (x) + c.

Zistenie: Veta neplatí na l’ubovol’nej množine!!! Napr. k funkcii f (x) = 2x na
M = (0, 1) ∪ (2,+∞) je primitívna funkcia F (x) = x2, ale aj

G(x) =

{
x2, x ∈ (0, 1),

x2 + 1, x ∈ (2,+∞),

ale neexistuje c ∈ R také, aby (∀x ∈ M) G(x) = F (x) + c.
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Antiderivácia = primitívna funkcia – zopakovanie

Primitívna funkcia

Nech f , F sú definované na otvorenom intervale I ⊆ R. Hovoríme, že F je
primitívna funkcia k funkcii f na I, akk (∀x ∈ I) F ′(x) = f (x).
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VI. Integrálny po čet

Neur čitý integrál – zopakovanie

... notam
∫

pro summis, ut adhibetur notad pro differentiis ...
z listu Leibniza Johannovi Bernoullimu, 8. marca 1696

.... quod autem ... vocabulumintegralisetiamnum usurpaverim ...
z listu Johanna Bernoulliho Leibnizovi, 7. apríl 1696

Utile erit scribi
∫

pro omn. ut
∫

` pro omn.̀ , id est summa ipsorum̀.
Leibnizov nepublikovaný rukopisAnalyseos tetragonisticae pars secunda, 29. október 1675

Neurčitý integrál

Množinu všetkých primitívnych funkcií k funkcii f na I nazývame neurčitý

integrál funkcie f na intervale I a označujeme
∫

f (x) dx .

Leibniz: De geometria recondita et analysi indivisibilium atque infinitorium (1686)
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VI. Integrálny po čet

Neur čitý integrál – poznámky k ozna čeniu∫
f (x) dx :=

{
F(x) = F (x) + c, kde (∀x ∈ I) F ′(x) = f (x) a c ∈ R

}
hoci sa interval I nevyskytuje v označení neurčitého integrálu, je
dôležité uvádzat’, kde sa výpočet deje!!! (napr. sgnna intervale
I1 = (0,+∞) a I2 = (−1, 1))
funkciu f : I → R nazývame integrand
symbol dx označuje integračnú premennú (no v skutočnosti tu ide
o diferenciál!)
F je jeden konkrétny reprezentant množiny primitívnych funkcií
k funkcii f na I
c ∈ R je aditívna (integračná) konštanta (podl’a Vety VI.1)
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VI. Integrálny po čet

Metódy výpo čtu neur čitých integrálov
Známy fakt: derivácia súčtu (rozdielu) je súčet (rozdiel) derivácií, ak tieto derivácie existujú

Veta (o linearite neurčitého integrálu)

Nech Fi sú primitívne funkcie k funkciám fi na I, kde i = 1, 2, . . . , n a

α1, . . . , αn ∈ R. Potom funkcia
n∑

i=1
αiFi je primitívna funkcia k funkcii

n∑
i=1

αi fi

na I.

Poznámka: v reči neurčitých integrálov veta hovorí, že neurčitý integrál je lineárny operátor, t.j.

∫  n∑
i=1

αi fi (x)

 dx =
n∑

i=1

αi

∫
fi (x) dx, x ∈ I,

ak integrály napravo existujú!!!

Známy fakt: za príslušných predpokladov derivácia kompozície má tvar (f ◦ g)′(x) = f ′(g(x))g′(x)

Veta (substitučná metóda pre neurčitý integrál I)

Nech F (t) je primitívna funkcia k funkcii f (t) na intervale J, g ∈ D(I) a
(∀x ∈ I) g(x) ∈ J. Potom F ◦ g je primitívna funkcia k funkcii (f ◦ g) · g′ na I.

Poznámka: v reči neurčitých integrálov veta hovorí o substitúcii g(x) = t , t.j.∫
(f ◦ g)(x)g′(x) dx =

∫
f (t) dt = F (t) + c = (F ◦ g)(x) + c, x ∈ I.

Ondrej Hutník Funkcia reálnej premennej



VI. Integrálny po čet
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Nech Fi sú primitívne funkcie k funkciám fi na I, kde i = 1, 2, . . . , n a

α1, . . . , αn ∈ R. Potom funkcia
n∑

i=1
αiFi je primitívna funkcia k funkcii

n∑
i=1

αi fi

na I.
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Nech F (t) je primitívna funkcia k funkcii f (t) na intervale J, g ∈ D(I) a
(∀x ∈ I) g(x) ∈ J. Potom F ◦ g je primitívna funkcia k funkcii (f ◦ g) · g′ na I.
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Poznámka: v reči neurčitých integrálov veta hovorí o substitúcii g(x) = t , t.j.∫
(f ◦ g)(x)g′(x) dx =

∫
f (t) dt = F (t) + c = (F ◦ g)(x) + c, x ∈ I.

Ondrej Hutník Funkcia reálnej premennej



VI. Integrálny po čet

Metódy výpo čtu neur čitých integrálov
Pripomenutie : neurčitý integrál funkcie f na otvorenom intervale I je množina všetkých primitívnych funkcií k f na I

Známy fakt: derivácia súčinu má tvar (f · g)′(x) = f ′(x)g(x) + f (x)g′(x), ak tieto derivácie existujú

Veta (metóda per partes pre neurčitý integrál)

Nech u, v ∈ D(I) a Φ je primitívna funkcia k funkcii u′v na intervale I. Potom
uv − Φ je primitívna funkcia k funkcii uv ′ na intervale I.

Poznámka: v reči neurčitých integrálov veta hovorí, že ak u, v ∈ D(I), tak∫
u(x)v ′(x) dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x) dx , x ∈ I,

ak existuje aspoň jeden z neurčitých integrálov v uvedenej rovnosti

Príklady: Nájdite neurčité integrály∫
x ex dx ;∫
ln x dx ;

umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/MANb/integraly.pdf
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Poznámka: v reči neurčitých integrálov veta hovorí, že ak u, v ∈ D(I), tak∫
u(x)v ′(x) dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x) dx , x ∈ I,

ak existuje aspoň jeden z neurčitých integrálov v uvedenej rovnosti

Príklady: Nájdite neurčité integrály∫
x ex dx ;∫
ln x dx ;

umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/MANb/integraly.pdf

Ondrej Hutník Funkcia reálnej premennej

umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/MANb/integraly.pdf


VI. Integrálny po čet
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Nech u, v ∈ D(I) a Φ je primitívna funkcia k funkcii u′v na intervale I. Potom
uv − Φ je primitívna funkcia k funkcii uv ′ na intervale I.
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VI. Integrálny po čet

O možnej neelementárnosti antiderivácií elementárnych funkcií

– derivácia polynómu je opät’ polynóm
– derivácia racionálnej funkcie je opät’ racionálna funkcia
– derivácia elementárnej funkcie je opät’ elementárna funkcia

Pri integrovaní toto už platit’ nemusí!

X integrál z polynómu je opät’ polynóm (množina polynómov!)
X integrál z racionálnej funkcie nemusí byt’ racionálna funkcia, napr.∫ 1

x dx = ln |x |+ c alebo
∫ 1

1+x2 dx = arctgx + c
– integrál z racionálnej funkcie je však vždy elementárnou funkciou
X integrál z elementárnej funkcie nemusí byt’ elementárna funkcia
= podobná situácia: druhá mocnina racionálneho čísla je vždy
racionálne číslo, ale druhá odmocnina nie, napr.

√
2

matematická štatistika: Poissonov integrál
∫

e−x2
dx ;

fyzika pevných látok: Fermiho integrál
∫ x

ex+1 dx ;
optika: Fresnelove integrály

∫
sin x2 dx a

∫
cos x2 dx ;
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∫
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Integrovanie niektorých tried funkcií
...nemôžeme nespomenút’ výčitky, ktoré neraz zaznievajú na adresu matematikov, totiž, že učia študentov ovládat’
nikomu nepotrebnú techniku výpočtu neuřcitých integrálov,̌co je anachronizmus, lebo ak sa niekedy v d’alšej praxi
stretnú s podobnou úlohou, jednoducho použijú existujúce príručky. Myslím si, že táto vý̌citka je nespravodlivá... Celá
vec spǒcíva v tom, žeštudenta študujúceho matematiku treba kdesi naučit’ základné elementy analytických transformácií,
pestovat’ vňom schopnost’ prejavit’ vynaliezavost’ v týchto transformáciách, rozvíjat’ vňom uřcitý analytický cit– a
výpočet neuřcitých integrálov dáva na tento účel jednoduchý a zároveň dostatǒcne obsažný materiál. Nie je známe,čím
by bolo možné túto látku nahradit’ s tým istým efektom užitočnosti. Nahradit’ vyǔcovanie vedúce k ovládaniu
analytických transformácií vyǔcovaním, ako používat’ existujúce príručky, je zjavne neú̌celné – výcvik k tejto zrǔcnosti
nemôže byt’ vlastným predmetom vyučovania...

Kudrjavcev:Úvahy o súčasnej matematike a jej vyučovaní, SPN Bratislava, 1990

Problem 3: IfX denotes an arbitrary rational function ofx , describe a method by which the expressionX dx can be
integrated.

Euler:Opera Omnia, vol.XI, p. 28, 1768

Ciel’ : ukázat’, že integrál racionálnej funkcie je vždy elementárna funkcia, t.j.
vieme integrovat’ l’ubovol’nú racionálnu funkciu

Jednotlivé kroky algoritmu : ak R(x) = P(x)
Q(x) je racionálna funkcia, tak

nájdenie primitívnej funkcie sa udeje v troch krokoch:

(1) redukcia na prípad stP < stQ, kde stP je stupeň polynómu P;

(2) faktorizácia Q a rozklad racionálnej funkcie R na parciálne zlomky;

(3) integrovanie parciálnych zlomkov.
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(2) faktorizácia Q a rozklad racionálnej funkcie R na parciálne zlomky;

(3) integrovanie parciálnych zlomkov.

Ondrej Hutník Funkcia reálnej premennej



VI. Integrálny po čet
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(2) faktorizácia Q a rozklad racionálnej funkcie R na parciálne zlomky;

(3) integrovanie parciálnych zlomkov.

Ondrej Hutník Funkcia reálnej premennej



VI. Integrálny po čet
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pestovat’ vňom schopnost’ prejavit’ vynaliezavost’ v týchto transformáciách, rozvíjat’ vňom uřcitý analytický cit– a
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(a) Integrovanie racionálnych funkcií

Ked’ nemámčo robit’, pracujem.
Karel Čapek

Nejestvuje nǐc, čo by neprekonala usilovná práca a vytrvalé úsilie.
Seneca

(1) Ak R(x) = P(x)
Q(x) nie je rýdzoracionálna funkcia, možno ju zapísat’ v tvare

súčtu polynómu a rýdzoracionálnej funkcie

P(x)

Q(x)
= V (x) +

Z (x)

Q(x)
, stZ < stQ,

pričom polynómy V a Z nájdeme delením polynómov, t.j. V je celá čast’ a Z
je zvyšok po delení polynómu P polynómom Q.

Príklad: Vydel’te
x3 − 1
x + 1

.

(2) Rýchlokurz algebry polynómov nad pol’om : nech Pn je polynóm
stupňa n nad pol’om R

– ak α je reálny koreň polynómu Pn, tak

Pn(x) = (x − α)Qn−1(x), kde Qn−1(α) 6= 0;
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Nejestvuje nǐc, čo by neprekonala usilovná práca a vytrvalé úsilie.
Seneca

(1) Ak R(x) = P(x)
Q(x) nie je rýdzoracionálna funkcia, možno ju zapísat’ v tvare
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Pn(x) = (x − α)Qn−1(x), kde Qn−1(α) 6= 0;

Ondrej Hutník Funkcia reálnej premennej



VI. Integrálny po čet
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Nejestvuje nǐc, čo by neprekonala usilovná práca a vytrvalé úsilie.
Seneca

(1) Ak R(x) = P(x)
Q(x) nie je rýdzoracionálna funkcia, možno ju zapísat’ v tvare
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Pn(x) = (x − α)Qn−1(x), kde Qn−1(α) 6= 0;

Ondrej Hutník Funkcia reálnej premennej



VI. Integrálny po čet
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súčtu polynómu a rýdzoracionálnej funkcie

P(x)

Q(x)
= V (x) +

Z (x)

Q(x)
, stZ < stQ,

pričom polynómy V a Z nájdeme delením polynómov, t.j. V je celá čast’ a Z
je zvyšok po delení polynómu P polynómom Q.

Príklad: Vydel’te
x3 − 1
x + 1

.

(2) Rýchlokurz algebry polynómov nad pol’om : nech Pn je polynóm
stupňa n nad pol’om R

– ak α = a + i b je k -násobný koreň polynómu Pn, kde 1 ≤ k ≤ n, tak

Pn(x) = (x2+px+q)k Qn−2k (x), kde x2+px+q = (x−α)(x−α) a p2−4q < 0;
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VI. Integrálny po čet

(a) Integrovanie racionálnych funkcií

Ked’ nemámčo robit’, pracujem.
Karel Čapek

Nejestvuje nǐc, čo by neprekonala usilovná práca a vytrvalé úsilie.
Seneca

(1) Ak R(x) = P(x)
Q(x) nie je rýdzoracionálna funkcia, možno ju zapísat’ v tvare

súčtu polynómu a rýdzoracionálnej funkcie

P(x)

Q(x)
= V (x) +

Z (x)

Q(x)
, stZ < stQ,

pričom polynómy V a Z nájdeme delením polynómov, t.j. V je celá čast’ a Z
je zvyšok po delení polynómu P polynómom Q.

Príklad: Vydel’te
x3 − 1
x + 1

.

(2) Rýchlokurz algebry polynómov nad pol’om : nech Pn je polynóm
stupňa n nad pol’om R

– polynóm Pn sa dá jednoznačne (až na poradie činitel’ov) rozložit’ nad R:

Pn(x) = an(x − α1)
k1 . . . (x − αr )

kr (x2 + p1x + q1)
l1 . . . (x2 + psx + qs)

ls ;
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VI. Integrálny po čet

(a) Integrovanie racionálnych funkcií

The above quantity ppads

qqss − ppaa

reduces immediately, without any change, to two logarithmical fractions, by separating it thus:

ppads

qqss − ppaa
=

1
2 pds

qs − pa
−

1
2 pds

qs + pa
. . .

príloha k listu Johanna Bernoulliho, 1699

Rozklad na parciálne zlomky – reálne korene a ich násobnost’

Nech P(x)
Q(x) je rýdzoracionálna funkcia a α ∈ R je k -násobný koreň polynómu

Q, t.j. Q(x) = (x − α)k Q̃(x), kde Q̃(α) 6= 0. Potom existujú čísla
A1, A2, . . . , Ak ∈ R a polynóm P̃ stupňa menšieho ako Q̃ také, že pre každé
x ∈ R, pre ktoré je Q(x) 6= 0, platí

P(x)

Q(x)
=

A1

x − α
+

A2

(x − α)2 + · · ·+ Ak

(x − α)k +
P̃(x)

Q̃(x)
.

Príklad: Rozložte na parciálne zlomky funkciu R(x) =
x2 − 3x + 2
x3 + 2x2 + x

.
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VI. Integrálny po čet

(a) Integrovanie racionálnych funkcií
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reduces immediately, without any change, to two logarithmical fractions, by separating it thus:

ppads

qqss − ppaa
=

1
2 pds

qs − pa
−

1
2 pds

qs + pa
. . .

príloha k listu Johanna Bernoulliho, 1699

Rozklad na parciálne zlomky – komplexné korene a ich násobnost’

Nech P(x)
Q(x) je rýdzoracionálna funkcia a α ∈ C je l-násobný koreň polynómu

Q, t.j. Q(x) = (x2 + px + q)lQ̃(x), kde x2 + px + q = (x − α)(x − α) a
Q̃(α) 6= 0. Potom existujú čísla M1, N1, . . . , Ml , Nl ∈ R a polynóm P̃ stupňa
menšieho ako Q̃ také, že pre každé x ∈ R, pre ktoré je Q(x) 6= 0, platí

P(x)

Q(x)
=

M1x + N1

x2 + px + q
+

M2x + N2

(x2 + px + q)2 + · · ·+ Mlx + Nl

(x2 + px + q)l +
P̃(x)

Q̃(x)
.

Príklad: Rozložte na parciálne zlomky funkciu R(x) =
2x

(1 + x)(1 + x2)2 .
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Q̃(α) 6= 0. Potom existujú čísla M1, N1, . . . , Ml , Nl ∈ R a polynóm P̃ stupňa
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VI. Integrálny po čet

(a) Integrovanie racionálnych funkcií

Veta (o rozklade rýdzoracionálnej funkcie na parciálne zlomky)

Nech P
Q je rýdzoracionálna funkcia a

Q(x) = an(x − α1)
k1 . . . (x − αr )

kr (x2 + p1x + q1)
l1 . . . (x2 + psx + qs)

ls ,

kde an 6= 0, ki , lj ∈ N, αi , pj , qj ∈ R sú navzájom rôzne a p2
j < 4qj . Potom

existujú Aki−m
i ∈ R pre m = 1, 2, . . . , ki − 1, i = 1, 2, . . . , r a M lj−n

j , N lj−n
j ∈ R

pre n = 1, 2, . . . , lj − 1, j = 1, 2, . . . , s také, že (∀x ∈ R, Q(x) 6= 0) platí

P(x)

Q(x)
=

A1
1

(x − α1)
+ · · ·+

Ak1
1

(x − α1)k1
+ · · ·+ A1

r

(x − αr )
+ · · ·+ Akr

r

(x − αr )kr

+
M1

1 x + N1
1

x2 + p1x + q1
+ · · ·+

M l1
1 x + N l1

1

(x2 + p1x + q1)l1
+ . . .

+
M1

s x + N1
s

x2 + psx + qs
+ · · ·+ M ls

s x + N ls
s

(x2 + psx + qs)ls
.
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VI. Integrálny po čet

(a) Integrovanie racionálnych funkcií

(3) integrovanie parciálnych zlomkov je potom už jednoduchou vecou:

(i)
∫

dx
x − a

=

{
ln(−x + a) + c, x ∈ (−∞, a)

ln(x − a) + c, x ∈ (a,+∞)
;

(ii)
∫

dx
(x − a)n =

1
1− n

1
(x − a)n−1 + c pre x ∈ (−∞, a) alebo

x ∈ (a,+∞), kde n ∈ N, n > 1;

(iii)
∫

Ax + B
x2 + px + q

dx =
A
2

ln(x2 + px + q) +
2B − Ap√

4q − p2
arctg

2x + p√
4q − p2

+ c

pre x ∈ R, kde p2 < 4q;

(iv)
∫

Ax + B
(x2 + px + q)n dx =

A
2(1− n)

1
(x2 + px + q)n−1 +

(
B − Ap

2

) ∫
dx

(x2 + px + q)n + c pre

x ∈ (−∞,+∞), kde p2 < 4q a n ∈ N, n > 1;
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VI. Integrálny po čet

(a) Integrovanie racionálnych funkcií – zhrnutie

Problem 3: IfX denotes an arbitrary rational function ofx , describe a method by which the expressionX dx can be
integrated.

Euler:Opera Omnia, vol.XI, p. 28, 1768

Výsledok : integrál racionálnej funkcie je vždy elementárna funkcia, t.j.
vieme integrovat’ l’ubovol’nú racionálnu funkciu

Príklady: Nájdite neurčité integrály

(i)
∫

x3 − 1
x + 1

dx ;

(ii)
∫

x7

1− x4 dx ;

(iii)
∫

2x
(1 + x)(1 + x2)2 dx ;

(iv)
∫

3x + 1
(x2 + 2x + 5)3 dx .
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(i)
∫

x3 − 1
x + 1

dx ;

(ii)
∫

x7

1− x4 dx ;

(iii)
∫

2x
(1 + x)(1 + x2)2 dx ;

(iv)
∫

3x + 1
(x2 + 2x + 5)3 dx .

Ondrej Hutník Funkcia reálnej premennej



VI. Integrálny po čet
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