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VI. Integralny po cet

(b) Integrovanie niektorych iracionalnych funkcii

One easily convinces oneself by our method that the intqgraﬁ + x3 dx ... is impossible in finite form ...
Liouville: Mémoire sur I'intégration d’une classe de fonctions transcendamptek13, 1835

Ciel : naucit sa integrovat' niektoré typy integralov obsahujtcich odmocniny
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() Integraly typu
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Zaver: kazdy integrdl typu (I) je elementérna funkcia, t.j. vieme integrovat
lubovornd funkciu typu

ax +b\" ax +b\"™
R (X, R,
cx +d cx +d
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VI. Integralny po cet

(b) Integrovanie niektorych iracionalnych funkcii
Ostrogradského metdda (tzv. neurcitych koeficientov)

Nech a, b, c € R také, Ze ax? + bx + ¢ > 0 a P, je polyném n-tého stupia.
Potom existuje polyndm Q,_1 a K € R také, ze
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(b) Integrovanie niektorych iracionalnych funkcii
Ostrogradského metdda (tzv. neurcitych koeficientov)

Nech a, b, c € R také, Ze ax? + bx + ¢ > 0 a P, je polyném n-tého stupia.
Potom existuje polyndm Q,_1 a K € R také, ze

Pl g9y m+K/

vax2 +bx +c \/ax2+bx +c
. L L, . . dx
"I Metody vypocCtu zostavajuceho integralu | ——:
vax?+bx +c
Upravou na arkusinus, t.j. na integral / — L
y L) 1 — tz:

dt
Upravou na argument (ko)sinusu hyperbolického, t.j. / —_—
p g (ko) yp I | Vet
prevedenie na integral z goniometrickych funkcii (Coskoro);
Eulerove substiticie — pouzitelné vzdy (o chvilu);

iné podl'a tvaru kvadratického trojclena (per partes, rozSirenie
zdruzenym vyrazom a pod.)
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VI. Integralny po cet

(b) Integrovanie niektorych iracionalnych funkcii

The King calls me "my Professor”, and | am the happiest man in the world!
Eulerova hrda hlaska k pésobeniu akiitefa Fredericka Il v Berline

Eulerove substitticie (1768) : /R (x, vax2 + bx + c) dx, kdea#0a
b2 —4ac #0

() 1. Eulerova substittcia: ak a > 0, tak

vax2 +bx +c¢ = +xva+t;
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(b) Integrovanie niektorych iracionalnych funkcii

The King calls me "my Professor", and | am the happiest man in the world!
Eulerova hrda hlaska k pésobeniu akiitefa Fredericka Il v Berline

Eulerove substittcie (1768) : /R <x, vax? 4+ bx + c) dx, kdea#0a
b2 —4ac #0
1. Eulerova substittcia: ak a > 0, tak

vax?2+bx +c¢c = txvatt;

2. Eulerova substitiicia: ak ax? + bx + ¢ = a(x — a)(x — 3), kde
a, B €R, a#p,tak

vax? +bx + ¢ = £t(x — j3);
3. Eulerova substitticia: ak ¢ > 0, tak

vax2 4+ bx + ¢ = +xt £+ +/c.
Geometrickd interpretacia : krivka druhého radu y? = ax? + bx + ¢ ma
parametrické vyjadrenie v tvare racionalnych funkcii, pozri

http://iwww.nmk.fpv.ukf.sk/2012/proceedings/8_Klepancova_Varga.pdf
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VI. Integralny po cet

(b) Integrovanie niektorych iracionalnych funkcii — aplikacia

The distinguished Parisian physician Claude Perrault, equally famous for his work in mechanics and in architecture, well

known for his edition of Vitruvius, and in his lifetime an important member of the Royal French Academy of Science,

proposed this problem to me and to many others before me, readily admitting that he had not been able to solve it...
Leibniz (1693)

Ak& je trajektéria objektu, ktory Startuje napravo od iného objektu
pohybujiceho sa kolmo smerom hore a tahajiceho tento objekt za sebou

na strune pevnej dizky?

[ 74

aA

+ ELL 438

s A 7 )
g

" detaily vypoctu pozri http://user.mendelu.cz/marik/wiki/aplikace/tahnuti.pdf

Pdny

@] P
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(c) Integrovanie goniometrickych funkcii
() Integraly typu /R(sin X, COS X ) dx

— univerzalna substitdcia  (Euler, 1768):tg5 = u pre x € (—m, )
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(c) Integrovanie goniometrickych funkcii
() Integraly typu /R(sin X, COS X ) dx

— univerzalna substitdcia  (Euler, 1768):tg5 = u pre x € (—m,7)

u 14w
/2 /
1—u”

— slvis s tedriou Cisel : trojice (3, 4, 5), (5, 12, 13), (7, 24, 25), ...,

., ) 2 2 L, W1 u241
vyhovujt rovnici a2 + b2 = c2 a st tvaru (UvT7T+>
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(c) Integrovanie goniometrickych funkcii

() Integraly typu /R(sin X, COS X ) dx

— univerzalna substitdcia  (Euler, 1768):tg5 = u pre x € (—m,7)

u 14w
/2 /
1—u”

— slvis s tedriou Cisel : trojice (3, 4, 5), (5, 12, 13), (7, 24, 25), ...,

., ) 2 2 L, W1 u241
vyhovujt rovnici a2 + b2 = c2 a st tvaru <U’T’T+>

Priklad: Vypocitajte neurcity integral / BISE
2 J Y integ sinx(cosx +sinx + 1)’
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VI. Integralny po cet

(c) Integrovanie goniometrickych funkcii

() Integraly typu /R(sin X, COS X ) dx

— niektoré (za istych okolnosti ) vhodnejSie substiticie:

(a) ak R(u,—v) = —R(u, V), tak sinx =, a preto
dt=cosxdx a cos’x =1 —t?
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(c) Integrovanie goniometrickych funkcii

() Integraly typu /R(sin X, COS X ) dx

— niektoré (za istych okolnosti ) vhodnejSie substiticie:

(a) ak R(u,—v) = —R(u, V), tak sinx =, a preto
dt=cosxdx a cos’x =1 —t2

(b) ak R(—u,v) = —R(u, V), tak cosx = t, a preto
dt=—sinxdx a sin®x =1 —t?

(c) ak R(—u,—v) =R(u,v), tak tgx =t prex € (—%, %), a preto

22

X = il sin?x = te cos’x = ! a sinx cosx =
14t C14t2 14142 1412
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(c) Integrovanie goniometrickych funkcii

() Integraly typu / R(sinx, cos x) dx

— niektoré (za istych okolnosti ) vhodnejSie substitlcie:

(@) ak R(u,—v) = —=R(u,Vv), tak sinx = t, a preto
dt=cosxdx a cos’x =1 —t2

(b) ak R(—u,v) = —R(u, V), tak cosx = t, a preto
dt=—sinxdx a sin®x =1 —t?

(c) ak R(—u,—v) = R(u,v), tak tgx =t pre x € (-7, ), a preto

x—i sinzx—L coszx—i a sinx cosx =
1 t2 1t 14142 1412
alebo tiez cotgx =t pre x € (0, ), kde
dt
X = ———— sin®x = cos?x = a SinXx cosx =
1+t2’ 1+t2’ 1+t2 1+t2
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(c) Integrovanie goniometrickych funkcii

() Integraly typu / R(sinx, cos x) dx

— niektoré (za ist};/ch okolnosti ) vhodnejSie substitucie:

(@) ak R(u,—v) = —=R(u,Vv), tak sinx = t, a preto
dt=cosxdx a cos’x =1 —t2

(b) ak R(—u,v) = —R(u, V), tak cosx = t, a preto
dt=—sinxdx a sin®x =1 —t?

(c) ak R(—u,—v) = R(u,v), tak tgx =t pre x € (-7, ), a preto

x—i sinzx—L coszx—i a sinx cosx =
14t C14t2 14142 1412
alebo tiez cotgx =t pre x € (0, ), kde
dt
X = ———— sin®x = cos?x = a SinXx cosx =
1+t2’ 1+t2’ 1+t2 1+t2
Priklad: Vypocitajte neurcity integral / e
- VYP ! y 9 SinX COS X

Ondrej Hutnik




	VI. Integrálny pocet

