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VI. Integralny po cet

All this was in the two plague years of 1665 and 1666, for in those days | was in the prime of my age for invention, and
minded mathematics and philosophy more than at any other time since.
Newton o svojomAnnus mirabilis

Naco sme venovali tolko ¢asu hfadaniu anti-derivacie?
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All this was in the two plague years of 1665 and 1666, for in those days | was in the prime of my age for invention, and

minded mathematics and philosophy more than at any other time since.
Newton o svojomAnnus mirabilis

Naco sme venovali tolko ¢asu hfadaniu anti-derivacie?

Problém: Nech f je spojita, nezaporna funkcia na intervale (a, b),
chceme urcit' plochu "krivociareho lichobeZnika" ohranic¢eného osou
X, priamkami x = a, X = b a grafom funkcie f.
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All this was in the two plague years of 1665 and 1666, for in those days | was in the prime of my age for invention, and

minded mathematics and philosophy more than at any other time since.
Newton o svojomAnnus mirabilis

Naco sme venovali tolko ¢asu hfadaniu anti-derivacie?

Problém: Nech f je spojita, nezaporna funkcia na intervale (a, b),
chceme urcit' plochu "krivociareho lichobeZnika" ohranic¢eného osou
X, priamkami x = a, x = b a grafom funkcie f.

Y

Jedna cesta je pouzit tzv. exhaustacnu metddu: "vycCerpat" plochu.
Spresnenim tejto myslienky vznikol Riemannov ur City integral .
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VI. Integralny po cet

All this was in the two plague years of 1665 and 1666, for in those days | was in the prime of my age for invention, and
minded mathematics and philosophy more than at any other time since.
Newton o svojomAnnus mirabilis

Problém: Nech f je spojita, nezaporna funkcia na (a, b). Chceme
najst’ funkciu obsahu P Gtvaru pod touto krivkou.

Yy pre t €< a,b) oznac¢ime P(t) plochu tdtvaru
{[z.y]:a<z<t,0<y<f(a)}

ak x vzrastie z t na t + h, ( malé h > 0)
zmeni sa obsah o... P(t + h) — P(t)
pre odhad zmeny obsahu pouzijeme spojitost f
v bode t..(Ve > 0)(36 > 0)(Vz)
(t<az<t+d=f(t)—e< f(z) < f(t)+¢€)
T pre h <0

h(f(t) —€) < P(t+h)— P(t) < h(f(t) +e€)

‘w _ f(t)’ et limp_ge ZEHZPO _ 5
P,(t) = f(t)7 te< avb)

to znamend, Ze P je jedna z primitivnych funkci{ k f a to té, ze P(a) =0
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VI. Integralny po cet Newtonov integral

Nous désignons en général par le sig[fel’intégrale qui commence lorsque la variable équivaat at qui est complete
lorsque la variable équivautia..
Fourier:Théorie analytique de la chale({t822)

Newtonov ur City integral

Definicia - Newtonov integral

Nech | C R je fubovorny interval, (a,b) C I a F je primitivna funkcia
k funkcii f na intervale I. Cislo F(b) — F(a) nazyvame Newtonov urcity
integrél (skratene .4 -integral) funkcie f na intervale (a,b) a oznacujeme ho

() [ F(x) dx.
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Nous désignons en général par le sig"[fel’intégrale qui commence lorsque la variable équivaat at qui est complete
lorsque la variable équivautia..
Fourier:Théorie analytique de la chale({t822)

Newtonov ur City integral

Definicia - Newtonov integral

Nech | C R je fubovolny interval, (a,b) C I a F je primitivna funkcia
k funkcii f na intervale I. Cislo F(b) — F(a) nazyvame Newtonov urcity
integrél (skratene .4 -integral) funkcie f na intervale (a,b) a oznacujeme ho

() J2F(x)dx.

Ak existuje .4/ -integrdl funkcie f na (a, b), hovorime, Ze funkcia f je
Newtonovsky integrovatelna (skratene .4 -integrovatelnd) na intervale
(a,b). MnoZinu vSetkych .4 -integrovatelnych funkcii na intervale (a, b)
oznacCujeme symbolom .4 (a, b).
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Nous désignons en général par le sig"[fel’intégrale qui commence lorsque la variable équivaat at qui est complete
lorsque la variable équivautia..
Fourier:Théorie analytique de la chale({t822)

Newtonov ur City integral

Definicia - Newtonov integral

Nech | C R je fubovolny interval, (a,b) C I a F je primitivna funkcia
k funkcii f na intervale I. Cislo F(b) — F(a) nazyvame Newtonov urcity
integrél (skratene .4 -integral) funkcie f na intervale (a,b) a oznacujeme ho

() J2F(x)dx.

Ak existuje .4/ -integrdl funkcie f na (a, b), hovorime, Ze funkcia f je
Newtonovsky integrovatelna (skratene .4 -integrovatelnd) na intervale
(a,b). MnoZinu vSetkych .4 -integrovatelnych funkcii na intervale (a, b)
oznacCujeme symbolom .4 (a, b).

Otéazka: Ale ved primitivnych funkcii k f na (a,b) méze existovat' velmi
vela, zavisi vysledok na jej volbe?
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Nous désignons en général par le sig"[fel’intégrale qui commence lorsque la variable équivaat at qui est complete
lorsque la variable équivautia..
Fourier:Théorie analytique de la chale({t822)

Newtonov ur City integral

Definicia - Newtonov integral

Nech | C R je fubovolny interval, (a,b) C I a F je primitivna funkcia
k funkcii f na intervale I. Cislo F(b) — F(a) nazyvame Newtonov urcity
integrél (skratene .4 -integral) funkcie f na intervale (a,b) a oznacujeme ho

(A) J2F(x) .

Ak existuje .4/ -integrdl funkcie f na (a, b), hovorime, Ze funkcia f je
Newtonovsky integrovatelna (skratene .4 -integrovatelnd) na intervale
(a,b). MnoZinu vSetkych .4 -integrovatelnych funkcii na intervale (a, b)
oznacCujeme symbolom .4 (a, b).

Otéazka: Ale ved primitivnych funkcii k f na (a,b) méze existovat' velmi
vela, zavisi vysledok na jej volbe?

Odpoved’l; Ak G(x) = F(x) + c, tak
(JV)/ f(x)dx = G(b) — G(a) = F(b) + ¢ — (F(a) +¢) = F(b) — F(a).
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VI. Integralny po cet Newtonov integral

Nous désignons en général par le sig[fel’intégrale qui commence lorsque la variable équivaat at qui est complete
lorsque la variable équivautia..
Fourier:Théorie analytique de la chale({t822)

b
(JV)/a f(x) dx = [F(X)]2 = F(b) - F(a)

Geometrickd interpretacia .4 -integrélu:

Hodnota Newtonovho urcitého integralu (-4") f; f(x) dx sa rovna hodnote
prirastku primitivnej funkce F (x) na intervale (a, b).

Y Y
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Fyzikalna interpretacia .4 -integrélu:

b b
(J/)/a F/(x) dx :(‘/V)/a f(x)dx := [F(x)]3 = F(b) — F(a)

— ked'Ze hodnota F’(x) = f(x) predstavuje rychlost zmeny funkcie F v bode

)
X, Newtonov integral (/") fab F’(x) dx predstavuje celkovi zmenu funkcie F
medzix =aax = b, tj.

Newtonov integral rychlosti zmeny funkcie F dava celkovi zmenu funkcie F
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VI. Integralny po cet Newtonov integral

Fyzikalna interpretacia .4 -integrélu:

b b
(J/)/a F/(x) dx :(‘/V)/a f(x)dx := [F(x)]3 = F(b) — F(a)

— ked'Ze hodnota F’(x) = f(x) predstavuje rychlost zmeny funkcie F v bode
X, Newtonov integral (/") f: F’(x) dx predstavuje celkovi zmenu funkcie F
medzix =aax = b, tj.

Newtonov integral rychlosti zmeny funkcie F dava celkovi zmenu funkcie F

Uloha: Dve auté stoja na krizovatke. Po zasvieteni zelenej zrychlujd
niekolko minat. Obrazok znazornuje zmenu ich rychlosti v Case.

(a) Ktoré auto vedie po 1 minute?

(b) Ktoré auto vedie po 2 mindtach?
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VI. Integralny po cet Newtonov integral

b
JV)/a f(x)dx := [F(x)]2 = F(b) — F(a)

Veta (zékladné vlastnosti ./ -integralu)

Nech | C R, a,b,c €| af,g maju primitivne funkcie na |. Potom
a

) () / f(x)dx =0 a / fx)dx——(JV)/ F(x) x;
b

(ii) akaeR,tak(/)/ adx = a(b —a);

a

() ak ag,ap € R, tak

b
(JV)/al (alf(x)iazg(x))dx:al(ﬂ)/ f(x) dx £ ap (A / g(x)dx;

a

(iv) (,/V)/abf(x)dx :(JV)/aCf(x)dx+(JV)/be(x)dx
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VI. Integralny po cet Newtonov integral

b
(wﬁéfunk:ﬂﬂmﬁ:Fwy—Hm

Veta (0 monotonnosti .4 -integrélu)

Nech | Cc R,a,b €1, a < b af,g maju primitivne funkcie na I. Ak pre kazdé
X € (a,b) plati f(x) > g(x), potom

b b
@MLfMszmlmmm
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> b
() [ f00 8 = [FOR = F(b) - F (a)
a
Veta (0 monotonnosti .4 -integrélu)

Nech | Cc R,a,b €1, a < b af,g maju primitivne funkcie na I. Ak pre kazdé
X € (a,b) plati f(x) > g(x), potom

b b
GMLfMszmlmmm

Dosledok

Nech | C R, a,b,c,d €| také, ze a < b < c < d. Ak f méa primitivnu funkciu

d
nal a pre kazdé x € (a,d) je f(x) > 0, potom (JV)/ f(x)dx >0a
a

(./V)/bcf(x)dx S(JV)/:f(x)dx.
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VI. Integralny po cet Newtonov integral

b
() / f(x)ox = [F(X)I2 = F(b) — F(a)

Veta (substitu¢na metoda pre .4 -integral)

Nech g je diferencovatelnanal a g(x) € J C R pre kazdé x € |. Ak f ma
primitivnu funkciu naJ a a,b € I, potom

b g(b)
() [ o)) g = () [t
a g(a)

v Y

rovnaky obsah

0 1 225 z o

4 :
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VI. Integralny po cet Newtonov integral

b
w/a f(x)ox = [F(X)I2 = F(b) — F(a)

Veta (substitucna metéda pre .4 -integral)

Nech g je diferencovatelnanal a g(x) € J C R pre kazdé x € |. Ak f ma
primitivnu funkciu naJ a a,b € I, potom

b g(b)
(N [ Foa)) - geod = (4) /g JROLE

Veta (metdda per partes pre 4 -integral)

Nech u, v st diferencovatelné na | € R a u’v ma primitivnu funkciu na I. Ak
a,b €|, potom

b b
() / UV (X) dx = UV (X — () / 0 (X)V (X) dx.
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VI. Integralny po cet Newtonov integral

Zopar poznamok k 4 -integrélu:

b
(A) / f(x) dx := [F(x)]2 = F (b) — F(a),

kde F je primitivna funkcia k f na intervale (a, b)
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Zopar poznamok k 4 -integrélu:
b
() [ 1)tk = [F)R =F (b) - F(2),
a

kde F je primitivna funkcia k f na intervale (a, b)

@ hoci teoreticky vieme, Ze mnoho funkcii ma primitivnu funkciu,
nemusi byt jednoduché tato primitivnu funkciu najst, napr.

(JV)/25\/1+X3dX =?
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Zopar poznamok k 4 -integrélu:
b
#) [ 1) = [ =F(5) - F(a).
a

kde F je primitivna funkcia k f na intervale (a, b)

@ hoci teoreticky vieme, Ze mnoho funkcii ma primitivnu funkciu,
nemusi byt jednoduché tato primitivnu funkciu najst’, napr.

(/)/25\/1+x3dx =?

(+) (JV)/ sgn(x) dx neexistuje — primitivna funkcia k sgnna

(—1,1) neexistuje (zatial nevieme preco), ale akosi sa ndka
povedat, Ze ,obsah pod jej grafom* je O!!!
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Zopar poznamok k 4 -integrélu:

b
w)/ f(x) dx := [F(x)]2 = F (b) — F(),

kde F je primitivna funkcia k f na intervale (a, b)

@ hoci teoreticky vieme, Ze mnoho funkcii ma primitivnu funkciu,
nemusi byt jednoduché tato primitivnu funkciu najst’, napr.

(W)/25x/1+x3dx =?

(+) (JV)/ sgn(x) dx neexistuje — primitivna funkcia k sgnna

(—1,1) neexistuje (zatial nevieme preco), ale akosi sa ndka
povedat, Ze ,obsah pod jej grafom* je O!!!

isté rieSenie: zovSeobecnena primitivna funkcia F k f na I:
("x € I'\M) F’'(x) =f(x), kde M C | je konecna mnozina a F je
spojita funkcia na |
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VI. Integralny po cet

Zopar poznamok k 4 -integrélu:

b
(A) / f(x) dx := [F(x)]2 = F (b) — F(),

kde F je primitivna funkcia k f na intervale (a, b)
@ pri zrode diferencialneho a integralneho poctu stéli
infinitezimalne Gvahy — €o si ma ¢lovek predstavit pod vyrazom
dx v Newtonovom integrali (/") f;f(x) dx???
Y
3 rdp

Dalsi vyvoj v oblasti integralu v&ak iSiel trochu inym smerom...

Ondrej Hutnik



	VI. Integrálny pocet
	Newtonov integrál


