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VI. Integrálny po čet Newtonov integrál

All this was in the two plague years of 1665 and 1666, for in those days I was in the prime of my age for invention, and
minded mathematics and philosophy more than at any other time since.

Newton o svojomAnnus mirabilis

Načo sme venovali tol’ko času hl’adaniu anti-derivácie?

Problém: Nech f je spojitá, nezáporná funkcia na intervale 〈a, b〉,
chceme určit’ plochu "krivočiareho lichobežníka" ohraničeného osou
x , priamkami x = a, x = b a grafom funkcie f .

0 a b x

y

Jedna cesta je použit’ tzv. exhaustačnú metódu: "vyčerpat’" plochu.
Spresnením tejto myšlienky vznikol Riemannov ur čitý integrál .
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Načo sme venovali tol’ko času hl’adaniu anti-derivácie?

Problém: Nech f je spojitá, nezáporná funkcia na intervale 〈a, b〉,
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VI. Integrálny po čet Newtonov integrál

All this was in the two plague years of 1665 and 1666, for in those days I was in the prime of my age for invention, and
minded mathematics and philosophy more than at any other time since.

Newton o svojomAnnus mirabilis

Načo sme venovali tol’ko času hl’adaniu anti-derivácie?

Problém: Nech f je spojitá, nezáporná funkcia na intervale 〈a, b〉,
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VI. Integrálny po čet Newtonov integrál

All this was in the two plague years of 1665 and 1666, for in those days I was in the prime of my age for invention, and
minded mathematics and philosophy more than at any other time since.

Newton o svojomAnnus mirabilis

Problém: Nech f je spojitá, nezáporná funkcia na 〈a, b〉. Chceme
nájst’ funkciu obsahu P útvaru pod touto krivkou.

0 a b x

y

t t + h

pre t ∈< a, b) označ́ıme P (t) plochu útvaru

{[x, y] : a ≤ x ≤ t, 0 ≤ y ≤ f(x)}

ak x vzrastie z t na t + h, ( malé h > 0)

zmeńı sa obsah o... P (t + h)− P (t)

pre odhad zmeny obsahu použijeme spojitosť f

v bode t..(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x)

(t < x < t + δ ⇒ f(t)− ε < f(x) < f(t) + ε)

f(t)
f(t)− ε

f(t) + ε

pre h < δ

h(f(t)− ε) < P (t + h)− P (t) < h(f(t) + ε)∣∣∣P (t+h)−P (t)
h − f(t)

∣∣∣ < ε t.j. limh→0+
P (t+h)−P (t)

h = f(t)
P ′(t) = f(t), t ∈< a, b)

to znamená, že P je jedna z primit́ıvnych funkcíı k f a to tá, že P (a) = 0
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VI. Integrálny po čet Newtonov integrál

Nous désignons en général par le signe
∫ a

b l’intégrale qui commence lorsque la variable équivaut àa, et qui est complete
lorsque la variable équivaut àb...

Fourier:Théorie analytique de la chaleur(1822)

Newtonov ur čitý integrál

Definícia - Newtonov integrál

Nech I ⊂ R je l’ubovol’ný interval, 〈a, b〉 ⊂ I a F je primitívna funkcia
k funkcii f na intervale I. Číslo F (b)− F (a) nazývame Newtonov určitý
integrál (skrátene N -integrál) funkcie f na intervale 〈a, b〉 a označujeme ho
(N )

∫ b
a f (x) dx .

Ak existuje N -integrál funkcie f na 〈a, b〉, hovoríme, že funkcia f je
Newtonovsky integrovatel’ná (skrátene N -integrovatel’ná) na intervale
〈a, b〉. Množinu všetkých N -integrovatel’ných funkcií na intervale 〈a, b〉
označujeme symbolom N 〈a, b〉.
Otázka: Ale ved’ primitívnych funkcií k f na (a, b) môže existovat’ vel’mi
vel’a, závisí výsledok na jej vol’be?

Odpoved’: Ak G(x) = F (x) + c, tak

(N )

∫ b

a
f (x) dx = G(b)− G(a) = F (b) + c − (F (a) + c) = F (b)− F (a).
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Nous désignons en général par le signe
∫ a

b l’intégrale qui commence lorsque la variable équivaut àa, et qui est complete
lorsque la variable équivaut àb...

Fourier:Théorie analytique de la chaleur(1822)

(N )

∫ b

a
f (x) dx := [F (x)]ba = F (b)− F (a)

Geometrická interpretácia N -integrálu:
Hodnota Newtonovho určitého integrálu (N )

∫ b
a f (x) dx sa rovná hodnote

prírastku primitívnej funkce F (x) na intervale 〈a, b〉.

x

y

a b

P

y = f(x)

x

y

a b

y = F (x)

F (a)

F (b)

} F (b)− F (a)
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VI. Integrálny po čet Newtonov integrál

Fyzikálna interpretácia N -integrálu:

(N )

∫ b

a
F ′(x) dx = (N )

∫ b

a
f (x) dx := [F (x)]ba = F (b)− F (a)

– ked’že hodnota F ′(x) = f (x) predstavuje rýchlost’ zmeny funkcie F v bode
x , Newtonov integrál (N )

∫ b
a F ′(x) dx predstavuje celkovú zmenu funkcie F

medzi x = a a x = b, t.j.

Newtonov integrál rýchlosti zmeny funkcie F dáva celkovú zmenu funkcie F

Úloha: Dve autá stoja na križovatke. Po zasvietení zelenej zrýchl’ujú
niekol’ko minút. Obrázok znázorňuje zmenu ich rýchlostí v čase.
(a) Ktoré auto vedie po 1 minúte?
(b) Ktoré auto vedie po 2 minútach?
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VI. Integrálny po čet Newtonov integrál

(N )

∫ b

a
f (x) dx := [F (x)]ba = F (b)− F (a)

Veta (základné vlastnosti N -integrálu)

Nech I ⊂ R, a, b, c ∈ I a f , g majú primitívne funkcie na I. Potom

(i) (N )

∫ a

a
f (x) dx = 0 a (N )

∫ b

a
f (x) dx = −(N )

∫ a

b
f (x) dx ;

(ii) ak α ∈ R, tak (N )

∫ b

a
α dx = α(b − a);

(iii) ak α1, α2 ∈ R, tak

(N )

∫ b

a
(α1f (x)±α2g(x)) dx = α1(N )

∫ b

a
f (x) dx±α2(N )

∫ b

a
g(x) dx ;

(iv) (N )

∫ b

a
f (x) dx = (N )

∫ c

a
f (x) dx + (N )

∫ b

c
f (x) dx .
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VI. Integrálny po čet Newtonov integrál

(N )

∫ b

a
f (x) dx := [F (x)]ba = F (b)− F (a)

Veta (o monotónnosti N -integrálu)

Nech I ⊂ R, a, b ∈ I, a < b a f , g majú primitívne funkcie na I. Ak pre každé
x ∈ 〈a, b〉 platí f (x) ≥ g(x), potom

(N )

∫ b

a
f (x) dx ≥ (N )

∫ b

a
g(x) dx .

Dôsledok

Nech I ⊂ R, a, b, c, d ∈ I také, že a ≤ b ≤ c ≤ d . Ak f má primitívnu funkciu

na I a pre každé x ∈ 〈a, d〉 je f (x) ≥ 0, potom (N )

∫ d

a
f (x) dx ≥ 0 a

(N )

∫ c

b
f (x) dx ≤ (N )

∫ d

a
f (x) dx .
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∫ d

a
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(N )

∫ c

b
f (x) dx ≤ (N )

∫ d

a
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(N )

∫ b

a
f (x) dx := [F (x)]ba = F (b)− F (a)

Veta (substitučná metóda pre N -integrál)

Nech g je diferencovatel’ná na I a g(x) ∈ J ⊂ R pre každé x ∈ I. Ak f má
primitívnu funkciu na J a a, b ∈ I, potom

(N )

∫ b

a
(f ◦ g)(x) · g′(x) dx = (N )

∫ g(b)

g(a)

f (t) dt .

x

y

0 1 2 2.5

y = 12x
1+x2

dx

rovnaký obsah

x

y

0 1 4 6.25

u = 6
1+t

dt = 2xdx
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(N )

∫ b

a
f (x) dx := [F (x)]ba = F (b)− F (a)

Veta (substitučná metóda pre N -integrál)

Nech g je diferencovatel’ná na I a g(x) ∈ J ⊂ R pre každé x ∈ I. Ak f má
primitívnu funkciu na J a a, b ∈ I, potom

(N )

∫ b

a
(f ◦ g)(x) · g′(x) dx = (N )

∫ g(b)

g(a)

f (t) dt .

Veta (metóda per partes pre N -integrál)

Nech u, v sú diferencovatel’né na I ⊂ R a u′v má primitívnu funkciu na I. Ak
a, b ∈ I, potom

(N )

∫ b

a
u(x)v ′(x) dx = [u(x)v(x)]ba − (N )

∫ b

a
u′(x)v(x) dx .
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VI. Integrálny po čet Newtonov integrál

Zopár poznámok k N -integrálu:

(N )

∫ b

a
f (x) dx := [F (x)]ba = F (b)− F (a),

kde F je primitívna funkcia k f na intervale 〈a, b〉
hoci teoreticky vieme, že mnoho funkcií má primitívnu funkciu,
nemusí byt’ jednoduché túto primitívnu funkciu nájst’, napr.

(N )

∫ 5

2

√
1 + x3 dx =?

(N )

∫ 1

−1
sgn(x) dx neexistuje – primitívna funkcia k sgnna

〈−1, 1〉 neexistuje (zatial’ nevieme prečo), ale akosi sa núka
povedat’, že „obsah pod jej grafom“ je 0!!!

isté riešenie: zovšeobecnená primitívna funkcia F k f na I:
(∀x ∈ I \ M) F ′(x) = f (x), kde M ⊂ I je konečná množina a F je
spojitá funkcia na I

Ondrej Hutník Funkcia reálnej premennej
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spojitá funkcia na I

Ondrej Hutník Funkcia reálnej premennej
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Zopár poznámok k N -integrálu:

(N )

∫ b

a
f (x) dx := [F (x)]ba = F (b)− F (a),

kde F je primitívna funkcia k f na intervale 〈a, b〉
pri zrode diferenciálneho a integrálneho počtu stáli
infinitezimálne úvahy – čo si má človek predstavit’ pod výrazom
dx v Newtonovom integráli (N )

∫ b
a f (x) dx???

x

y

0 r

π
2 r dϕ

ϕ

Ďalší vývoj v oblasti integrálu však išiel trochu iným smerom...
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