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VI. Integralny po cet

Geometrické a iné aplikacie ur Citého integralu
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Integral (Casti) rieky Columbia River je rovny Oregonu, oblasti pod riekou.
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VI. Integralny po cet

PloSny obsah rovinného atvaru

v, Y.

y=f(z)
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VI. Integralny po cet

PloSny obsah rovinného atvaru

v, Y.

y=f(2)
M

Prlu,v) | Prlv,w)

Veta (o ploche pod grafom)

Nech f € ¥(a,b) je nezaporné funkcia. Potom

b
P((a,b) — (/)/ £(x) dx.
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VI. Integralny po cet

PloSny obsah rovinného atvaru

v, Y.

y=f(z)

M

wp ]

Veta (o ploche pod grafom)

Nech f € ¥(a,b) je nezaporné funkcia. Potom

b
P((a,b) — (/)/ £(x) dx.

Dosledok (o ploche medzi dvoma grafmi)

Ak f,g € ¥ (a,b) také, Ze pre kazdé x € (a,b) je f(x) < g(x). Potom plosny
obsah Ps 4 Gtvaru ohrani¢eného grafmi funkcii f a g na intervale (a, b) je
b

P g(a,b) = (w)/ (9(x) — F(x)) dx.

a
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VI. Integralny po cet

Objem rota ¢ného telesa

Veta (o objeme rotacného telesa)

Nech f € €(a,b) je nezaporna funkcia. Potom objem V; rotacného telesa,

ktoré vznikne rotaciou plochy ohrani€enej grafom funkcie f na intervale
(a,b) je

Vi (a, b) :w-(JV)/bfZ(x)dx.
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VI. Integralny po cet

Objem rota ¢ného telesa

Nech f € €(a,b) je nezaporna funkcia. Potom objem V; rotacného telesa,
ktoré vznikne rotaciou plochy ohrani€enej grafom funkcie f na intervale
(a,b) je

Poznadmka: pre objem \7f rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou plochy ohranic¢enej grafom nezapornej spojitej funkcie f

na intervale (a, b) okolo osi oy plati _ b

Vi(a,b) =« - (./V)/ x f(x) dx.
a
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VI. Integralny po cet

Objem rota ¢ného telesa

\\ g \7 &
Z =
Désledok (o objeme rotacného telesa medzi grafmi dvoch funkcii)

Ak f,g € ¥(a,b) také, Ze pre kazdé x € (a,b) je f(x) < g(x). Potom objem
V; g rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou plochy ohranicenej grafmi
nezapornych funkcii f a g na intervale (a, b) okolo osi oy je

b
Vig(a.b) = (4) [ (660~ FP00) .
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VI. Integralny po cet

Objem rota ¢ného telesa

Désledok (o objeme rotacného telesa medzi grafmi dvoch funkcii)

Ak f,g € ¥(a,b) také, Ze pre kazdé x € (a,b) je f(x) < g(x). Potom objem
V; g rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou plochy ohranicenej grafmi
nezapornych funkcii f a g na intervale (a, b) okolo osi oy je

b
Vig(a.b) = (4) [ (660~ FP00) .

Poznamka: pre objem \7f ,g rotatného telesa, ktoré vznikne rotaciou plochy ohranicenej grafmi nezapornych spojitych funkeii f
ag naintervale (a, b) okolo osi oy plati

- b
Vig@aby = - () [ x(abo) = 10) d.
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VI. Integralny po cet

Drzka rovinnej krivky y

@i, f ()]

a=mxy T Ty A 1 b=z, T

Veta (o diZke krivky uréenej grafom funkcie)

Nech f ma spojitd derivaciu na (a, b). Potom

Li(a,b) = / \/ 1+ (f'(x))? dx.
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VI. Integralny po cet

Drzka rovinnej krivky

8

Definicia (parametricky zadana krivka)

MnoZzinu bodov [x,y] nazyvame parametricky danou rovinnou krivkou C,
akk x = @(t), y = ¥(t), kde ¢ a ¢ su spojité funkcie definované na intervale
(o, B) majlce spojité derivacie ¢’ a ¢’ na («, j3).
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VI. Integralny po cet

Drzka rovinnej krivky

8

Definicia (parametricky zadana krivka)

MnoZzinu bodov [x,y] nazyvame parametricky danou rovinnou krivkou C,
akk x = @(t), y = ¥(t), kde ¢ a ¢ su spojité funkcie definované na intervale
(o, B) majlce spojité derivacie ¢’ a ¢’ na («, j3).

Priklad: Nefroida na obrdzku mé rovnice x = a(3 cost — cos 3t),
y =a(3sint —sin3t)prea>0ateR
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Drzka rovinnej krivky
Yy

8

Veta (o dizke parametricky zadanej krivky)

Nech C je parametricky zadana rovinna krivka rovnicami x = ¢(t) a
y = 9(t), t € (o, B), kde ¢ a ¢ majd na («, 3) spojité derivacie ¢’ a .

e clo, B) = (// V(@) + (@ (1)2 .
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Plosn
funkcie f so spojitou derivaciou na

y

(

/ab 1)

Poznamka: pre plosny obsah S; rotaéného telesa vytvoreného rotaciou krivky danej grafom funkcie f so spojitou derivaciou

na (a, b) okolo osi oy plati

1+ (f/(x))2 dx.

=27 (A)

Sf (a, b>

S (a, by = 2 () /:x\/l F(f1(x))2 ox.
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Veta (o povrchu rota

(t)a
/awll

=¢
acie ¢
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a krivka rovnicami x
(o, B) spojit
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z

arovinna

¥(t), t € (o, 5), kde ¢ a ¥ maj

Potom

y

P!(1))? dt.

(

(t)? +

/

PO/ (o

B

J

Sc(a, B) = 2m (A)
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VI. Integralny po cet

Dal3ie aplikécie — ukazky

Veta (hmota a tazisko krivky)

Nech C je parametricky zadané rovinna krivka rovnicami x = ¢(t) a
y =9(t), t € (o, B), kde ¢ a ¢» maju na («, 5) spojité derivacie ¢’ a ¢)’. Nech
p je spojith nezdporna funkcia na («, ). Potom

B
Me(a,8) = (4) [ o0/ (0 + @ O)2et

. <. . - : g g
Naviac, tazisko T krivky ma suradnice T = [ML, = | 5 kde
C Cc

&
s = (1) [ w02 + W),

B
SY = (1) [ e®p)/(OF + ) .
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VI. Integralny po cet

Dal3ie aplikécie — ukazky

Veta (hmota a tazisko rovinného telesa)

Nech f, g, p su spojité funkcie na (a,b) a pre kazdé x € (a,b) je f(x) > g(x).
Potom hmota telesa

B={(x,y)eR%a<x<b,g(x) <y <f(x)}

s povrchovou hustotou p je

b
Mg = (F) / p(¥)(F(x) — g(x)) dx.

a

X i .. L, ) s g™
Naviac, jeho tazisko T ma suradnice T = |:_MBB_’ el kde

b
S8 =5 (4) [ pba(12x) ~ g2y .

b
SY) = () [ xp(x)(f(x) — g(x)) dx.

a
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