1 Zopar uloh na precvicenie
neurcitych integralov

1.1. Pomocou algebrickych tprav, vety o linearite neurcitého integralu a
zékladnych vzorcov vypocitajte integraly:

a) [(32% 42z —1)da b)f(%—%) do

¢) [22(z? +1)da d) [2%(2?+1)dz

e) [oH3=l gy f) [==2H de

g) | ”3 da h) [ da

i) [(cosa + 2¥/2%) dx i) f(smx—l—\/%w) dx
W) J(20+/1) da D [ (1077 +52) do

)
m) | j:jlld n) f31+x2 dx
0 fcotg rdx p) [(Ve+1)(z—x+1)de
r) [4*73dx
)
)
)

) J
)
)
) 75
)
)
)

q

5) | miped t) [tgirda

u) [ 1+$+ - = dx v f9x2+4dx

w f\/md X fmdﬂ?

1.2. Najdite nasledujiice neurcité integraly:

a) [|z|dx
r, akzx <2,

b) [ f(x)dz, kde f(x) = {2 k> 2
¢) [max{l,2*}dx

1.3. Uvedte priklad nespojitej funkcie f : (—1,1) — R, ku ktorej existuje
primitivna funkcia.
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1.4. Pomocou naznacenej substiticie vypocitajte integraly:

a) f\/%, t=a?—4;

b) [ %= dr, t=sing;

c) [VeosBasinzdr, t=cos;
d) fa:e de, t=a?%

O [H5. t=mx

f) [2?va’ + 1da, t=a3+1;
g) ffx+4 t= \/753

h) ;v+d;4, t = 22,

i) ez -, t=e""

i) [°© @dx t = arctge”;
k) [ t=1

D [FE t=Vatl

m) fm, r =sin’t

n [\ e

1.5. Pomocou substituc¢nej metédy vypocitajte integraly:

a) f\/mdﬁ b) 56d;x
c) [ i5ade d) [ (21;4539,6)8
e) [10z(z*+ 7)*dx f) f\/g%
g) foﬁ dx h) fx\/mdm
i) [sin®zcoszdz i gsjrncisx
k) [ s DN =
m) [ do n) f(z+2)e” T de
) [ iz gy p) [ =G da
) feCOSQl"sin2x dx r) f%dx

3 [ ) J g

cos? sin? z+/cotg x—1
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u) [ Emde
W) [ @ove

sin x cos

) f \/a2 sin? z4+b2 cos? z

dz, a® # b?

) [ i de
f _ 3dx
zv\/1-In?z

In(z4++v1+22)
1+a2

1.6. Pouzite naznacenie metédy per partes na vypocet integralov:

a) [Inzdz, W =1 v=Inx
b) [lnzds o =3,
c) fxcosxdx u' = cos,
d) [wze *du, u =e %
e) [arccotgxdz, w =1,
f) Jmemde, W= g
O [EEEd -,
h) fxsmhxda: v = sinhz,
1) [V1—22da, u =1,
) [ atg?zde, = tglx,

v =lInuz;

V= I

V= I;

v = arccotg x;
v = T;

v =

v = x;

=1 - 22

v=212x.

1.7. Pouzitim metody per partes vypocitajte integraly:

a) [zlnzdx

arcsmx
f Vidz dwv

o

e) [x arctgzdx

1

k flna: dr

mfm

)
)
)
g) [ xcoshzdz
1)
)
)
0) f\/mdx

b) [ sin3zdz

)

d) [bre **dx
f) [arccoszdx
h) [arcsin®zdzx
) g de

) J 12t 5>dx
n) [ A=

1.8. Nech f : R — R je dvakrat diferencovatelna funkcia. Najdite neurcity

integral [z f"(z)dx

1.9. Pouzitim metdédy per partes odvodte rekurentné vztahy pre vypocet

nasledujucich integréalov:

a) I, = [(a® —2*)"dz, a>0

b) I, = [cos™xdx
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c) In:f%dx, a>0

1.10. Opakovanym pouzitim metédy per partes vypocitajte integraly:

a) [a?sinzdx b) [e*cos2zdx

¢) [(z*+5)cosxdx d) [2?sinhzdz

e) [(2* =2z +5)e*da f) [2In’*zdx

g) [In*zdzx h) [e*sin2dx

i) [sin(lnz)dx j) [2*e* dx

k) [(z*+ 5z + 6) cos 2z dx ) [2"Inzdx, n# -1
m) [e*2%da n) [z3cosxdx

a) [ = xmx b)

c) x3+m d) f -1 (@+2)(@+3) m+2 )(@+3)
e) | sore f) [ (fi G dr
8) | =i h) [ 5t

i) [(22) & N

k) [t ) [ da

1.12. Vypocitajte integraly racionalnych funkcii:

f 22 —5x49 dzr b

z2— 5:Jc+6

Q

f 5a3+42 dr

3 —5x24+4x

dz d f 3+:c+1

(z241)

(@]

f 2—6z+10 6:1:+10

) )

) )

) [ ¥ £ [

g) [+ zzﬁ,xig)z h) [ st
i) i)
) )
) )

@

! f 2+2:v+$ dz J f 2+§ixil dz
K [ ooemem D) [ wrnie
mfx2+x2 nf(x“l dz

o) [ EE de

1.13. Pre aké hodnoty parametrov a,b,c,d € R, ¢ + d*> > 0, je funkcia

flx)=[ % dz raciondlna?
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1.14. Vypocitajte integraly iraciondlnych funkcii:

a) f1+f

c) fH‘/;dx

e) 1_T‘/?doc
8) *J Tt
N =

k) f\/ﬁ
m) [ s de

fm

0 rzlnzx

Q2

S

| 7

o

f x%/%

w) [ V14 Yrde

) | e

)
)
) [ JEde
)
)
)

b) J e

d) [ 5%

) ff(1+f)

h) [ Y de
i) [/ de

) | A

n) f —(Mz Vota?

p) [V3—2z—22dx

r f \/a:2+2w dr

)
)
)

) [ s

v) [V1+22da
)
)

f 23452248243 dx

X Vx2+4z+3

Z

f CC4\/:E27

1.15. Najdite nasledujtce neurcité integraly:

a) [sin®xcoszdx

¢) [tgdrdx
e) [cos’zdx
g) [t ds
i fcotg rdx
5— 3cosx
m 131;13690 dz

®)

f cos:p+251n:p+3
q) [sin%cos 2 dx

s fcosh $d:17
f _Vigz

sin x cos x

)
)
)
)
1)
k)
)
)
)
)
)

=

b) [ cos®2zsin2zdx
d f cos? 2z dz
f

h

SlIl x

f sin x cos3 T

f sinx—cos « d

sin z+4cos x

J

Cos T

)
)
)
)
)
1) 1+Cosz
)
)
)
)
)

n f sin z+cos x

p) [sin3zsinbzdx

r) [sinzsin 2z sin 3z dzx

t ftghxdx

V) [ e
sin® z cos® x



w) [ s dg

tgx
y) tgx—3 dz

1 Neurcité integraly - tlohy

1+tgdx

X) sin 2x

7) [— —_dz
4cosz—3sinz—5

1.16. Kombinaciou réznych metdéd vypocitajte neurcité integraly:

Int
a) f sinnxfoix dx

¢) [sinYrda
o) J Lt o

8) | mer

i) [zarctg(xz+1)de

In® z

m f 1+x)2
2 /1= dx
q) f arcms;nx 1+x dQZ’

sin 4x
S) f sin® z+cosd z dz

Vysledky

i)
k) [le=lqy
)
o) [

1.1.a) 22 + 22—z +¢

e) §+3x—ln|x|+c; f)
2y/z+c¢; h) Zzy/r+62+24y/z+8In|z[+¢;

3

i)Inle~®—1|+c; j) 2y/arctg3e’+c; k)arccosi+e; 1) 2 \/(a:+1)3—2\/a:+1+c;

Yool 1.5.a) %\/(4.% —11)3+¢; b) —
At ) (247 4 f) —VB—224¢

)
i) sin”z +¢; j) —2v/2+cosz + ¢

m) 2arcsin \/z+¢; n) arccos ; —
3z|+¢ c¢) jarctg % +¢;
g) tarctgz® +¢; h) -3

Sarcsinz+c; k) 25 +2Vz+¢

b) In|1 + sinz| + ¢;

feﬁdx

f ar;:sn;;v
f) f arctgx diIZ’

z2(14x2)

h) [ 25

N RYA

) [V/tg?r +2dw
)

)

n

f zln 1” dx
f dx

dx
I') f (2+sin ;r)2

f T arccotg x
T(1+a?)?

b

)4+ e AT+ fatc
20%\/x—2x/T 48T+ g) 2ad\r—Sa?/r+2m/x—
i) sinx+%m\5/x73+c; j) —cosx+
l)x—l—arctgzn—m—l—c; m) %e%—ex—i—x—l—c;
n) :(z —arctgz) +¢; o) —x—cotgaH-C‘ p) 22%\/x+z+¢ q) %arctg%—i—c;
1) =g d? T4 s) o1+
)garctgzsc—i-c w) argsinh (x+2)+c
r<0a% —|—cprea:>0 b) %
<—1,w+3+cprexe< 1,1>a 5 +3+cprex>1.
na prednaske. 1.4. a) VaZ — 4+ c
d) %er—i—c; e)In|lnz|+c f) 2\/(a3+1)3+¢ g) arctg‘f+c h) Larctga?+¢;

; t)tgx—x+c; u)arcsinz+argsinh z+c;
x) zarctg (z+2)+c. 1.2.a) —%
+2+cpreac <2a2r+cprex >2; c) %3
1.3. Priklad bol uvedeny

¢) —2vcosd x + ¢;
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ar ctg (x+1)+¢ 1) jarcsin(2z — 1) +¢; m) —er + ¢ n) %ex2+4x,5 + ¢
tIn®z+¢ p)sin(lnz)+¢ q) —e®5* T oo 1) 2In|sin /Z|+¢; s) 33/tgbr+c
) —2y/cotgz — I+¢; u) XELE 4o v)e” —4In|d+e®|+c; W) 2arctg /T + ¢
x) 3arcsin(lnz) +¢; y) ¥ a? Snzzx:;ﬁ cos’z +c; 2) %ln?’/Q(x—{—\/l +22)+ec. 1.6.
a) xlnx— x—i—c b) — h;m— +¢; c)asinztcosz+e d) —Fre X — e 2 ¢
e) zarccotg x+ 1 In(1+2?)+¢; f) —zcotgz+In|sinz|+c; g) —Qsiizx—%cotgx+c;
h) xcoshx—smhx—l—c i) 2(2v1 — 22 +arcsinz) +¢; j) xtgw—l—ln|cosx]—%+c.
1.7. a) 222Inz — 12 + ¢ D) —3wcos3z + §sindz +¢; c¢) 21+ rarcsing +
41— z+4c; d) — 4xe m—%e_4m+c; e) %arctg:c—%Jr%arctngrc; f) x arccos x—
V1—22+4¢ g)xsinhz —coshz+c¢; h) marcsin :L'—I—Qarcsinx\/l — 22 —2x+¢;
i) —2tl sm(f—5:v)—|—25 cos(5—bx)+c; j) —% ln 5—1—0 k) 2/xInz—4\/x+c;
1) 5:n4lna: S2%+c¢; m)2?V1+22-2/(1+22)3+¢; n)c—Lv1— 2243 arcsin ;
0) £Va? + x2—|—“2—2 In(z++va? + 2?)+c. 1.8. pomocou per partes, x f'(z)— f(z)+c.
1.9.a) [, = ﬁﬂx(a2 — )" + 22311 n-1, n # —3; b) I, = sinzcos" 1z +
"T_lln,g, n # 0 alebo pouzitim substiticie z = ¢ — § a rekurentného vzfahu
pre [sin"zdx; c¢) pouzitim u' = ﬁ, v=2a"t I, = %x”flx/xﬁ +a? —
a?211, 5, m #0. 1.10. a) —z%cosz + 2zsinz + 2cosz + ¢;  b) & (cos2z +
2sm2x) +¢ ¢ (2?2 + 3) sinz +2rcosx +¢; d) (2 +2)coshz — 2zsinhx + ¢;
e) — *z(:v —|—5)+c f) 22%(ln*x —Inz) + 122 + ¢ g) xln2:1:—2m3lnx+2x+c;
h) — 17e 2(sinZ+tcosZ)+c i) Z(sin(lnz) —cos(Inz))+¢; j) 62; (922 — 62 +

2)+¢; k) 2% 0w 11 100411 gin 2 + 2255 cos 22 + ¢; 1) ‘ﬁ:ﬁ: (Inz— =5) +¢ m) c—

%e_ (J; +22%2+2)+c; n) (x3—6a:) sinz+(3z2—6) cosz+c. 1.11.a) 31In|-%;

k)
0)
)3

-+

(mfl)(x+3)
Tt

. m—i—l 1 3 .
+¢; g) arctg +¢; h) rsarctg (\/iv)—l—c,

b) In +c e)%ﬂ—i-

xﬂ‘—l—c ¢)lnjz|—$In(z?+1)+¢ d) 5n

(z—1)*(z—4)°

|2 [+e D

(z+3)7
i)4ln|z|-3In|z—1|— -2 +¢ j)llngf;ll—kfarctng[l—kc k) 3 1In 2+i+1
1 2
%arctg%/‘tl—l—c 1) 4(3:212)4_ n(x2+) 4\1[arctgf—|—c 1.12. a) z+3In|z—3|—

+¢; ¢) x+3In(22—62+10)+8arctg (z—3)+c;

r—

161
3ln|z—2|4+c¢; b) 5x+1n‘\/5((m4)76
1)3

d)x—Hn‘ﬁ‘—kc; e) z— 3 In(x? +3x+4)+\[arctg2f/t3+c f)z+1ln|Z

:L‘-i-l
jarctgr +c¢;  g) —m—FC, )1n]1+x|—farctg1$gx+c i)m+
arctg (z+1)+¢; j)%—l—%lnxgﬁ;ll 3farctg2:f/t1 ; k) ¥lnlz+2(+¢
R A S A A N
3207 +1282 - 256 In [z +2| +¢; n) 4 (2% + S| ) 45 o) (5 - Lt

3NVa2+4r+3—66In|r+2+ Va2 +4x + 3|+c. 1.13. ak ¢ = 0 alebo ad = be.
1.14. a) 1—2y/z+21In(y/z+1)+¢; b) —2arctg/1 — z+¢; c) 2y/z—2v2arctg /Z+
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c; d)3 (3/2—972 — Yr+In|l+ \3/5|)+c; e) 6t—3t2—2t3+%t4+gt5—$t7+3ln(1+t2)—
barctgt +c, kde t = /x + 1; f) (H?%)Q — 1+4% +c g) 2 — 1w/ (1+2x)—

In(yz +vVi+z)+¢ h) —6yz -2z — SVad — Gf—sln §+H+c;

i) arctg (ﬁ)—kc, j) arcsinz—v1 — 224¢; k) 2¢/E3+¢; 1) %arcsm brtly o
m) 22 — 2z + 2+c¢; n) W+C; 0)2v1+Inz—In|lnz[+2ln|v1 +Inz—1|+c;
p) HV3 -2z — 22+ 2arcsinZH +¢; q) 2Val+ x4 1) Va2 + 2z +Injz+
1+ Va2 +2z[+¢  s) $lnf3z + V254922 + ¢;  t) In|3z + V922 — 1| + ¢
w) ¥ 4o v) VT 22+ In(z + VIt ) + o w) (14 ¢o)l/s -
B (14 YY) 08438 (14 Y2) B =3(1+/2) 3 +¢; x) (32° + 32 +1) \/M—
3ln|:n+2—|—\/m|+c y) (3567 — 552" + fp2° — 8%95 + 15T )m

23 1n (:U+ m> +c; z) =5 222 222 —14c. 1.15.a) 3 Zsm x+c; b) — Colsf—i—c

c) —Zln]cos4:v|+c d) 2—|—S‘n4x+c e)sinz—2sin®z+1isin®w+¢ f)In|tgL|+

G g) 3cols3 " cosz +6 h) 2cos2 + ln\tga:\ +G i) 251:121 ln’Sinx‘ T
) In | sin z+cos z|+c; k) jarctg (2tg Dte; D) r—tg i+ m) —a+tgr+_—+c
2ln‘tg ( )l—l—C o arctg (1+tg2)—|—c, p) 51n8x+51n42x+c q) _co2sx_|_

cos§+c; 1) —COZ% — COS“ + COQSf” +¢ s) Si“h% +sinhz +¢; t) In|coshz|+ ¢
u) 2y/tgx+¢; V) 4\4/tg:c+c, w) %cosx—%ln‘% +¢ x)3lnjtgz|+
)2
Htgdr+c y) lio—i-%ln((tfftg? )—i—c; z) 4 zcosa:—4f ln\hgizzﬂ—%c 1.16.
a) sIn® tgz+¢; b) 2eV¥(r —1)+¢ ) 3[(2— V) cos {/z + 2z sin J/z] + ¢
d) %—l—%ln]l—xﬂ—l—c; e) zarctgz— 3 In(14+2?%)— 3 arctg?z+¢; f)In \/ﬁ%—
%arctgm—%atctgszrc; g) :c+1+%—ln(1+e )+¢; h) —2arcsine */24¢; i) -5+
DIn(a?42242)+ % arctg (z+1)+¢ j) 3[In |u| —In(1+v/1 — uZ) —arcsin u] +¢, kde
u=yr; k) g=+c 1) ‘[[arctg \/tgL—Hn V2 +tg?r+tgx)|+c¢; m) li—zz—i—c;

n) IE‘EQ n”—“—kc )—ﬂ(15+10x+8x Va(l—) +%arcsinf+c
3V1—art+e,z>0; gq) - arcsmx+ arcsin? z+1n |z|+c,

1 7+4v/2+cos 4
o<k >ﬁ zfafctg(ﬁ@tgﬂﬂ) o 8) i e

t) _4(1—316-12) 4(1+x2) arctgz + c.



