Vzorové vypracovanie niektorych aloh

1. Rieste v R: Va2 —4x — 12 > 3+ 2z

Podmienka: KedZe vyraz pod odmocninou musi byt nezidporny, tak 2% — 4z — 12 =
(x —6)(z+2) > 0, ¢o plati pre vSetky x € (—o0, —2) U (6, +00). VySetrime hodnotu vyrazu
na pravej strane nerovnosti.

Ak 3+ 22 < 0, tj. x < —g, potom druha odmocnina z nezaporného cisla je vzdy

.....

[(—o0, —2) U (6, +00)] N (—o0, —%) = (—o00, —2).

Ak 3+2z > 0,t.j. x> —%, potom umocnenim oboch stran nerovnice na druht dostaneme

22 —4r —12 > 9+ 122 + 422
0> 322 + 162 + 21

0> 3(x+3) <x+§>

Tejto nerovnosti vyhovuju ¢isla x € (—3, —%), a preto riesenim tejto vetvy je

T € (—3, —%) N <—g,+oo> N [(—o0, =2) U (6, +00)] = 0.

Zhrnutim teda dostéavame, Ze rieSenim povodnej nerovnosti je (—oo, —2) U = (—o0, —2).

2. Rieste v R:log,(9 —2%) =3 —x

Najprv stanovime podmienky, za ktorych mé uvazovana rovnost zmysel. KedZe logaritmus
je definovany pre kladné redlne ¢isla, tak 9—2% > 0, teda 9 > 2%, z ¢oho dostavame x < log, 9.
Za platnosti tejto podmienky upravime dant rovnicu nasledovne

log,(9 —2%) =3 —=x
log, (9 — 2%) = log, 2°°*

9—2" =257
8

9-2" = —
2z

(2°)2-9-2°+8 = 0.

Pouzitim substitiicie 2* = ¢ sa posledna rovnica prevedie na kvadratick rovnicu t? — 9t +8 =
0, ktord sa da ekvivalentne zapisaf v tvare (t — 8)(t — 1) = 0, CiZe jej korene st t; = 8 a
to = 1. Ak sa vratime spit k pdvodnej premennej, potom rieSeniami pévodnej rovnice st také
Cisla, 7e 27 = 8 a 2*2 = 1, teda x; = 3 a x5 = 0. KedZe obe tieto ¢isla vyhovuji podmienke
x < log, 9, skuska spravnosti potvrdi, Ze rieSenim st obe ¢isla 3 a 0.

3. DokdZte, Ze pre vSetky prirodzené ¢isla n plati (2n)! < 22 (n!)?.

Dokaz urobime matematickou indukciou vzhladom na n. Ak n = 1, potom 2! = 2 <
22 . (112 = 4, ¢o zrejme plati. Nech teda vyrok plati pre nejaké prirodzené ¢islo k, t.j.
(2k)! < 22%(k!)2. Potom pre k + 1 mame
2(k+ D] = (2k + 2)(2k + 1)(2k)! < (2k +2)(2k 4 1) - 22F(K!)? < (2k + 2)(2k + 2) - 22F(k!)?
= 22(k +1)%- 2% (kN2 = 2% F2[(k 4 1)k = 220D [(k + 1)1)?,

¢o sme chceeli ukzat. Na zaklade vety o matematickej indukcii dany vyrok plati pre vsetky
prirodzené cisla.



4. Vysetrite ohranicenost mnoZiny M = {x ER;x = 27;22121 + (—1)"sin 228 n € N}

Na vysetrenie ohranicenosti pouzijeme vetu, ze mnozina M je ohrani¢ena prave vtedy,
ked existuje kladné reélne ¢islo K také, ze pre vetky = € M plati |z| < K. Preto

n2+2+( )" s 2n! +8 n?+ 2 + (1) 2n! + 8
—1)"sin —1)"sin
2n2 +1 3n —|2n2+1 3n
n?+2 2n! 4+ 8 n?+ 2
- 1) - Jsi 1
oz 1 HIEY s == s g+ L

kde sme vyuzili vlastnosti absolutnej hodnoty a ohranicenost funkcie sinus. Ostdva nam
vySetrif ohranic¢enost vyrazu 3 +2 . Avsak pre vSetky prirodzené ¢isla n plati

n?+2 n?+2 1 1 1
< =+
2n2+1 — 2n2 2 n?2 2

Potom pre kazdé n € N mame

nz+2 2n! + 8 n? 42 3 5
1) s < 1<241=2
g1 T s S o F IS g+l =g,

teda mnozina M je ohranicena.

5. Dokazte, Ze sup {:c ER;x =

nGN}

4 +20’

Ukazme, ze i je najmensie horné ohranicenie mnoziny M = {x eERjz = +20, n e N}
To, Ze je hornym ohrani¢enim, dokazuje nasledujica postupnost ekvivalentnych tprav

n—3 1
- <= 4(n — < 4 2 —12 <2
4n—|—20_4<:> (n—3)<4n+20 < < 20,

¢o zrejme plati pre kazdé prirodzené c¢islo n. Aby sme ukéazali, ze }1 je najmensie horné
ohrani¢enie mnoziny M, zoberme Tubovolné realne ¢islo t < %. Hladédme také prirodzené
¢islo ng, aby platila nerovnost

ng — 3

— > .
4n0+20

Upravou dostavame

ng — 3 20t + 3
—— >t — 3 >4t 20t & 1—4¢) >20t+ 3 & >
Ang + 20 1o o + ol ) tee e > T

pretoze 1 —4t > 0. Ak v8ak 20t +3 < 0, t.j. t < —2 potom hladané ng = 1. Ak t € (-, 1),

tak staci polozif ng = [—2103;53 ] + 1.



