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VII. Číselné a funkcionálne rady – postupnosti čísel, kritériá
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VI. Určitý integrál – Newtonov integrál, Riemannov integrál,
nevlastný Riemannov integrál [cca 7 prednášok]

VII. Číselné a funkcionálne rady – postupnosti čísel, kritériá
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Riemannov integrál

Trochu histórie: Archimedes – plocha kruhu
Pocítil som nutnost’ napísat’ Ti [pozn. Eratostenovi] a v tejto knihe vyložit’ jednu zvláštnu metódu, pomocou ktorej
získaš možnost’ nájst’ niektoré matematické vety pomocou mechaniky. Verím, že Ti táto metóda bude nemenej užitočná i
k dôkazom samotných viet. Naozaj,čokol’vek som najprv nahliadol pomocou mechaniky, neskôr som dokázal i
geometricky, pretože to,čo sa nahliadne touto metódou, nie je ešte dôkaz; je ale ovel’a jednoduchšie získat’ pomocou nej
nejakú predstavu o skúmanej veci a potom nájst’ i dôkaz, ako ked’ sa skúma a nič sa nevie.
.... preto som sa rozhodol napísat’ o tejto metóde a zverejnit’ ju, jednak preto, aby moje predchádzajúce odkazy naňu
nezostali prázdnymi slovami, ale tiež preto, že som presvedčený, že môže priniest’ matematike nemalý úžitok;
predpokladám, že niektorí súčasní alebo budúci matematici budú vediet’ predvedenou metódou nájst’ aj iné vety, ktoré
nám ešte neprišli na um.

Archimedes:Metóda(z pergamenu nájdeného v Carihrade v roku 1906)

3, 1408 < π < 3, 1429
Ondrej Hutník Matematická analýza III.
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predpokladám, že niektorí súčasní alebo budúci matematici budú vediet’ predvedenou metódou nájst’ aj iné vety, ktoré
nám ešte neprišli na um.

Archimedes:Metóda(z pergamenu nájdeného v Carihrade v roku 1906)

obvod : priemer= obsah : štvorec polomeru = konštanta
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Riemannov integrál

Trochu histórie: Kepler – problém objemov vínnych sudov
Kepler’s approach in [his Stereometria was] to dissect a given solid into an ... infinite number of infinitesimal pieces, or
solid ’indivisibles’, of a size and shape convenient to the solution of the particular problem.

Edwards k dielu Kepler:Nova Stereometria Doliurum Vinariorum(1615)

rozrezal teleso na ńızke ”válce”

objem válca vie spoč́ıtať

objem suda < súčet objemov týchto válcov

alebo

objem suda > súčet objemov týchto válcov

Ondrej Hutník Matematická analýza III.
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Riemannov integrál

All this was in the two plague years of 1665 and 1666, for in those days I was in the prime of my age for invention, and
minded mathematics and philosophy more than at any other time since.

Newton o svojomAnnus mirabilis

Problém: Nech f je spojitá, nezáporná funkcia na 〈a, b〉. Chceme
nájst’ funkciu obsahu P útvaru pod touto krivkou.

0 a b x

y

t t + h

pre t ∈< a, b) označ́ıme P (t) plochu útvaru

{[x, y] : a ≤ x ≤ t, 0 ≤ y ≤ f(x)}

ak x vzrastie z t na t + h, ( malé h > 0)

zmeńı sa obsah o... P (t + h)− P (t)

pre odhad zmeny obsahu použijeme spojitosť f

v bode t..(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x)

(t < x < t + δ ⇒ f(t)− ε < f(x) < f(t) + ε)

f(t)
f(t)− ε

f(t) + ε

pre h < δ

h(f(t)− ε) < P (t + h)− P (t) < h(f(t) + ε)∣∣∣P (t+h)−P (t)
h − f(t)

∣∣∣ < ε t.j. limh→0+
P (t+h)−P (t)

h = f(t)
P ′(t) = f(t), t ∈< a, b)

to znamená, že P je jedna z primit́ıvnych funkcíı k f a to tá, že P (a) = 0

Ondrej Hutník Matematická analýza III.
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Riemannov integrál

Nous désignons en général par le signe
∫ a

b l’intégrale qui commence lorsque la variable équivaut àa, et qui est complete
lorsque la variable équivaut àb...

Fourier:Théorie analytique de la chaleur(1822)

Newtonov ur čitý integrál

Definícia - Newtonov integrál

Nech I ⊂ R je l’ubovol’ný interval, 〈a, b〉 ⊂ I a F je primitívna funkcia
k funkcii f na intervale I. Číslo F (b)− F (a) nazývame Newtonov určitý
integrál (skrátene N -integrál) funkcie f na intervale 〈a, b〉 a označujeme ho
(N )

∫ b
a f (x) dx .

Ak existuje N -integrál funkcie f na 〈a, b〉, hovoríme, že funkcia f je
Newtonovsky integrovatel’ná (skrátene N -integrovatel’ná) na intervale
〈a, b〉. Množinu všetkých N -integrovatel’ných funkcií na intervale 〈a, b〉
označujeme symbolom N 〈a, b〉.
Poznámka: ak F je primitívna k f na (a, b), potom môžeme N -integrál
zaviest’ ako

(N )

∫ b

a
f (x) dx := lim

x→b−
F (x)− lim

x→a+
F (x)

ak rozdiel na pravej strane má zmysel.
Ondrej Hutník Matematická analýza III.
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integrál (skrátene N -integrál) funkcie f na intervale 〈a, b〉 a označujeme ho
(N )

∫ b
a f (x) dx .

Ak existuje N -integrál funkcie f na 〈a, b〉, hovoríme, že funkcia f je
Newtonovsky integrovatel’ná (skrátene N -integrovatel’ná) na intervale
〈a, b〉. Množinu všetkých N -integrovatel’ných funkcií na intervale 〈a, b〉
označujeme symbolom N 〈a, b〉.
Poznámka: ak F je primitívna k f na (a, b), potom môžeme N -integrál
zaviest’ ako

(N )

∫ b

a
f (x) dx := lim

x→b−
F (x)− lim

x→a+
F (x)

ak rozdiel na pravej strane má zmysel.
Ondrej Hutník Matematická analýza III.
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Nous désignons en général par le signe
∫ a

b l’intégrale qui commence lorsque la variable équivaut àa, et qui est complete
lorsque la variable équivaut àb...

Fourier:Théorie analytique de la chaleur(1822)
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Základné vlastnosti a výpo čet N -integrálu

(N )

∫ b

a
f (x) dx := [F (x)]ba = F (b)− F (a)

(i) (N )
∫ a

a f (x) dx = 0 a (N )
∫ b

a f (x) dx = −(N )
∫ a

b f (x) dx ;

(ii) linearita:
(N )

∫ b
a (α1f (x)± α2g(x)) dx = α1(N )

∫ b
a f (x) dx ± α2(N )

∫ b
a g(x) dx ;

(iii) aditivita: (N )
∫ b

a f (x) dx = (N )
∫ c

a f (x) dx + (N )
∫ b

c f (x) dx ;

(iv) monotónnost’: ak f (x) ≥ g(x) pre každé x ∈ 〈a, b〉, tak
(N )

∫ b
a f (x) dx ≥ (N )

∫ b
a g(x) dx ;

(v) substitučná metóda: (N )
∫ b

a f (ϕ(x))ϕ′(x) dx = (N )
∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f (t) dt ;

(vi) metóda per partes:
(N )

∫ b
a u(x)v ′(x) dx = [u(x)v(x)]ba − (N )

∫ b
a u′(x)v(x) dx ;

Ondrej Hutník Matematická analýza III.
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(II) Riemannov ur čitý integrál
Myšlienka vpisovania mnohouholníkov opät’!

1

2
sin

π

3

1

2
sin

π

6

an =
1
2

sn sin
2π

sn
, n = 1, 2, . . . , sn = 3× 2n
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Zovšeobecnenie myšlienky vpisovania a opisovania
Darbouxova konštrukcia Riemannovho integrálu

By one of those insights of which only the greatest minds are capable, the famous geometer [Riemann] generalises the
concept of the definite integral, ...

Darboux:Mémoire sur les fonctions discontinues(1875)

JEAN GASTON DARBOUX (1842–1917)

Ondrej Hutník Matematická analýza III.
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Zovšeobecnenie myšlienky vpisovania a opisovania
Darbouxova konštrukcia Riemannovho integrálu

By one of those insights of which only the greatest minds are capable, the famous geometer [Riemann] generalises the
concept of the definite integral, ...

Darboux:Mémoire sur les fonctions discontinues(1875)

x

y

a b

y = f(x)

mi

∆xi

s(f, D) =
n∑

i=1

mi∆xi

x

y

a b

y = f(x)

Mi

∆xi

S(f, D) =
n∑

i=1

Mi∆xi
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Dvakrát meraj a raz strihaj...

Definícia - delenie intervalu

Delením intervalu 〈a, b〉 nazývame každú konečnú množinu bodov
D = {x0, x1, . . . , xn, n ∈ N} takých, že a = x0 < x1 < · · · < xn = b. Čísla xi ,
i = 0, 1, . . . , n nazývame deliacimi bodmi delenia D a intervaly 〈x0, x1〉,
〈x1, x2〉, . . . , 〈xn−1, xn〉 čiastočnými intervalmi delenia D. Množinu všetkých
delení D intervalu 〈a, b〉 označme D〈a, b〉.

Čísla

s(f , D) =
n∑

i=1

mi∆xi a S(f , D) =
n∑

i=1

Mi∆xi

nazývame dolný a horný Darbouxov súčet prislúchajúci ohraničenej funkcii
f na 〈a, b〉 a deleniu D = {x0, x1, . . . , xn; n ∈ N} intervalu 〈a, b〉, kde
∆xi ...... dĺžka i-teho čiastočného intervalu Ii = 〈xi−1, xi〉
mi = inf

x∈Ii
f (x) a Mi = sup

x∈Ii
f (x), i = 1, 2, . . . , n

Ondrej Hutník Matematická analýza III.
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Darbouxove sú čty

s(f , D) =
n∑

i=1

mi∆xi a S(f , D) =
n∑

i=1

Mi∆xi

Ked’že každé delenie D ∈ D〈a, b〉 má konečný počet čiastkových
intervalov a f je ohraničená na každom čiastkovom intervale delenia,
hodnoty s(f , D) a S(f , D) sú konečné.

Zrejmá geometrická interpretácia:

x

y

a b

y = f(x)

mi

∆xi

s(f, D) =
n∑

i=1

mi∆xi

x

y

a b

y = f(x)

Mi

∆xi

S(f, D) =
n∑

i=1

Mi∆xi
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Relácia čiasto čného usporiadania na množine delení

Definícia – zjemnenie delenia intervalu

Hovoríme, že delenie D1 je zjemnením delenia D, akk D ⊆ D1. Delenie D je
spoločným zjemnením delení D1 a D2, akk D = D1 ∪ D2.

x

y

a b

y = f(x)

s(f, D) = 6, 47

x

y

a b

y = f(x)

s(f, D′) = 7, 87
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Relácia čiasto čného usporiadania na množine delení

Definícia – zjemnenie delenia intervalu

Hovoríme, že delenie D1 je zjemnením delenia D, akk D ⊆ D1. Delenie D je
spoločným zjemnením delení D1 a D2, akk D = D1 ∪ D2.

x

y

a b

y = f(x)

s(f, D′′) = 9, 12

x

y

a b

y = f(x)

s(f, D′′′) = 10, 09
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Relácia čiasto čného usporiadania na množine delení

Definícia – zjemnenie delenia intervalu

Hovoríme, že delenie D1 je zjemnením delenia D, akk D ⊆ D1. Delenie D je
spoločným zjemnením delení D1 a D2, akk D = D1 ∪ D2.

x

y

a b

y = f(x)

S(f, D) = 16, 55

x

y

a b

y = f(x)

S(f, D′) = 13, 69
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Relácia čiasto čného usporiadania na množine delení

Definícia – zjemnenie delenia intervalu

Hovoríme, že delenie D1 je zjemnením delenia D, akk D ⊆ D1. Delenie D je
spoločným zjemnením delení D1 a D2, akk D = D1 ∪ D2.

x

y

a b

y = f(x)

S(f, D′′) = 11, 52

x

y

a b

y = f(x)

S(f, D′′′) = 10, 44
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Lema VI.1

Nech f : 〈a, b〉 → R je ohraničená funkcia a D, D′ ∈ D〈a, b〉. Potom

(i) s(f , D) ≤ S(f , D);

(ii) ak D ⊆ D′, tak s(f , D) ≤ s(f , D′) a S(f , D) ≥ S(f , D′);

(iii) s(f , D) ≤ S(f , D′).

Poznámka: Nezáporná hodnota S(f , D)− s(f , D) =
n∑

i=1

(Mi −mi)∆xi sa

nazýva aj (celková) oscilácia funkcie f na 〈a, b〉.

Dôsledok

Nech f : 〈a, b〉 → R je ohraničená funkcia a D ∈ D〈a, b〉. Potom

m(b − a) ≤ s(f , D) ≤ S(f , D) ≤ M(b − a),

kde m = inf
x∈〈a,b〉

f (x) a M = sup
x∈〈a,b〉

f (x).

Ondrej Hutník Matematická analýza III.
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Lema VI.1

Nech f : 〈a, b〉 → R je ohraničená funkcia a D, D′ ∈ D〈a, b〉. Potom

(i) s(f , D) ≤ S(f , D);

(ii) ak D ⊆ D′, tak s(f , D) ≤ s(f , D′) a S(f , D) ≥ S(f , D′);

(iii) s(f , D) ≤ S(f , D′).
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n∑

i=1

(Mi −mi)∆xi sa

nazýva aj (celková) oscilácia funkcie f na 〈a, b〉.

Dôsledok

Nech f : 〈a, b〉 → R je ohraničená funkcia a D ∈ D〈a, b〉. Potom

m(b − a) ≤ s(f , D) ≤ S(f , D) ≤ M(b − a),

kde m = inf
x∈〈a,b〉

f (x) a M = sup
x∈〈a,b〉

f (x).
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Lema VI.1

Nech f : 〈a, b〉 → R je ohraničená funkcia a D, D′ ∈ D〈a, b〉. Potom

(i) s(f , D) ≤ S(f , D);

(ii) ak D ⊆ D′, tak s(f , D) ≤ s(f , D′) a S(f , D) ≥ S(f , D′);

(iii) s(f , D) ≤ S(f , D′).

Poznámka: Nezáporná hodnota S(f , D)− s(f , D) =
n∑

i=1

(Mi −mi)∆xi sa

nazýva aj (celková) oscilácia funkcie f na 〈a, b〉.

Dôsledok

Nech f : 〈a, b〉 → R je ohraničená funkcia a D ∈ D〈a, b〉. Potom

m(b − a) ≤ s(f , D) ≤ S(f , D) ≤ M(b − a),

kde m = inf
x∈〈a,b〉

f (x) a M = sup
x∈〈a,b〉

f (x).
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Lema VI.1

Nech f : 〈a, b〉 → R je ohraničená funkcia a D, D′ ∈ D〈a, b〉. Potom

(i) s(f , D) ≤ S(f , D);

(ii) ak D ⊆ D′, tak s(f , D) ≤ s(f , D′) a S(f , D) ≥ S(f , D′);

(iii) s(f , D) ≤ S(f , D′).

Poznámka: Nezáporná hodnota S(f , D)− s(f , D) =
n∑

i=1

(Mi −mi)∆xi sa

nazýva aj (celková) oscilácia funkcie f na 〈a, b〉.

sup
D∈D〈a,b〉

s(f , D) = (R)

∫
a

b

f (x) dx dolný R-integrál

inf
D∈D〈a,b〉

S(f , D) = (R)

∫ b

a
f (x) dx horný R-integrál
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Darbouxova konštrukcia Riemannovho integrálu – zhrnutie

s(f , D) =
n∑

i=1

mi∆xi a S(f , D) =
n∑

i=1

Mi∆xi

Ked’že každé delenie D ∈ D〈a, b〉 má konečný počet čiastkových
intervalov a f je ohraničená na každom čiastkovom intervale delenia,
hodnoty s(f , D) a S(f , D) sú konečné.

Hodnota S(f , D)− s(f , D) je vždy nezáporná. Zvykne sa nazývat’ aj
oscilácia funkcie f pri delení D ∈ D〈a, b〉.

x

y

a b

y = f(x)

S(f, D) − s(f, D) < 1, 66
Ondrej Hutník Matematická analýza III.
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Darbouxova konštrukcia Riemannovho integrálu – zhrnutie

s(f , D) =
n∑

i=1

mi∆xi a S(f , D) =
n∑

i=1

Mi∆xi

Ked’že každé delenie D ∈ D〈a, b〉 má konečný počet čiastkových
intervalov a f je ohraničená na každom čiastkovom intervale delenia,
hodnoty s(f , D) a S(f , D) sú konečné.

Hodnota S(f , D)− s(f , D) je vždy nezáporná. Zvykne sa nazývat’ aj
oscilácia funkcie f pri delení D ∈ D〈a, b〉.
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Definícia – Riemannov integrál

Hovoríme, že ohrani čená funkcia f : 〈a, b〉 → R je Riemannovsky
integrovatel’ná (skrátene R-integrovatel’ná) na 〈a, b〉, akk

(R)

∫
a

b

f (x) dx = (R)

∫ b

a
f (x) dx

a túto spoločnú hodnotu nazývame Riemannov integrál (skrátene
R-integrál) funkcie f na intervale 〈a, b〉 a označujeme

(R)

∫ b

a
f (x) dx

(
= sup

D∈D〈a,b〉
s(f , D) = inf

D∈D〈a,b〉
S(f , D)

)
.

Množinu všetkých R-integrovatel’ných funkcií na intervale 〈a, b〉
označujeme symbolom R〈a, b〉. Zrejme, pre každé f ∈ R〈a, b〉 platí

s(f , D) ≤ (R)

∫ b

a
f (x) dx ≤ S(f , D) pre každéD ∈ D〈a, b〉

Ondrej Hutník Matematická analýza III.
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(R)

∫ b

a
f (x) dx

(
= sup

D∈D〈a,b〉
s(f , D) = inf

D∈D〈a,b〉
S(f , D)

)
.

Množinu všetkých R-integrovatel’ných funkcií na intervale 〈a, b〉
označujeme symbolom R〈a, b〉. Zrejme, pre každé f ∈ R〈a, b〉 platí

s(f , D) ≤ (R)

∫ b

a
f (x) dx ≤ S(f , D) pre každéD ∈ D〈a, b〉

Ondrej Hutník Matematická analýza III.


	Podmienky, obsah, literatúra
	VI. Urcitý integrál
	Riemannov integrál


