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Trochu historie: Archimedes — plocha kruhu

Pocitil som nutnost napisat Ti [pozn. Eratostenovi] a v tejto knihe vyloZit jednu zvlaStnu metédu, pomocou ktorej
ziskas moznost najst niektoré matematické vety pomocou mechaniky. Verim, Ze Ti tdto metéda bude neménéjiuzito
k dékazom samotnych viet. Naozapkolfvek som najprv nahliadol pomocou mechaniky, neskdr som dokéazal i
geometricky, pretoZe t@o sa nahliadne touto metédou, nie je eSte dokaz; je ale ovefa jednoduchsie ziskat pomocou nej
nejaku predstavu o skiimanej veci a potom najst i dokaz, ako ked' sa skirdaa mevie.
.... preto som sa rozhodol napisat o tejto metéde a zverejnit ju, jednak preto, aby moje predchadzajlce otikazy na
nezostali prazdnymi slovami, ale tiez preto, Ze som presuegl Ze moze priniest matematike nemaly GZitok;
predpokladam, Ze niektori &asni alebo budtci matematici budt vediet predvedenou metddou njst aj iné vety, ktoré
nam este neprisli na um.
ArchimedesMetéda(z pergamenu najdeného v Carihrade v roku 1906)

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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Trochu historie: Kepler — problém objemov vinnych sudov

Kepler's approach in [his Stereometria was] to dissect a given solid into an ... infinite number of infinitesimal pieces, or
solid 'indivisibles’, of a size and shape convenient to the solution of the particular problem.
Edwards k dielu KepleNova Stereometria Doliurum Vinarioru(d@615)

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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All this was in the two plague years of 1665 and 1666, for in those days | was in the prime of my age for invention, and

minded mathematics and philosophy more than at any other time since.
Newton o svojomAnnus mirabilis

Problém: Nech f je spojitd, nezdporna funkcia na (a, b). Chceme
najst funkciu obsahu P Gtvaru pod touto krivkou.

Yy pre t €< a,b) oznacime P(t) plochu tdtvaru
{lz,yl ra <2 <t,0<y < f(2)}

ak x vzrastie z t na ¢t + h, ( malé h > 0)
zmeni sa obsah o... P(t+ h) — P(t)
pre odhad zmeny obsahu pouzijeme spojitost f
v bode t..(¥Ye > 0)(30 > 0)(Vz)
(t<z<t+d=f(t)—e< f(z) < f(t)+¢€)
0 a tt+h p zpreh<§
h(f(t) —€) < P(t+h)—P(t) < h(f(t) +e€)

‘7” (R P _ f(t)’ <e tj. limy_gr ZERZPO — g
P'(t) = f(t), t €< a,b)
to znamend, ze P je jedna z primitivnych funkeii k f a to t4, ze P(a) =0

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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Nous désignons en général par le sig[fel’intégrale qui commence lorsque la variable équivaat at qui est complete
lorsque la variable équivautia..
Fourier:Théorie analytique de la chale((t822)

Newtonov ur City integral

Definicia - Newtonov integral

Nech | C R je fubovolny interval, (a,b) C I a F je primitivna funkcia
k funkcii f na intervale I. Cislo F(b) — F(a) nazyvame Newtonov urcity
integrél (skratene .4 -integral) funkcie f na intervale (a,b) a oznacujeme ho

() f2 F(x) x.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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Pozndmka: ak F je primitivna k f na (a, b), potom mdZeme 4 -integrél
zaviest' ako

b
(,/1/)/a f(x)dx := XirQ_F(x)—Xin;F(x)

ak rozdiel na pravej strane ma zmysel.
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Zéakladné vlastnosti a vypo Cet .4 -integralu

b
JV)/@1 f(x)dx := [F(x)]2 = F(b) — F(a)

O () 7 =0 a () [ F(x)dx = —(A) 5 (x) ox
(i) linearita:
(H) J; (aaf (x) £ azg(x)) dx = aw () [7 F(x) o £ az(A) [ g(x) o;
(i) aditivita: (A7) [2F(x)dx = (A7) [SF(X)dx + () [2F(x) dx;
(iv) monotonnost: ak f(x) > g(x) pre kazdé x € (a,b), tak

A [2Ex)dx = () [2g(x)

(v) substitugna metoda: (A4) [2f((x))¢'(x) dx = () [Z0)f(t

»(a)
(vi) metoda per partes:
f u(x)v/(x)dx = [u(x)v(x)]8 — )f: u’(x)v(x)dx

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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(I) Riemannov ur City integrél
Myslienka vpisovania mnohouholnikov opat'!

jus

lanm
3 5 sing
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Zovseobecnenie myslienky vpisovania a opisovania
Darbouxova konStrukcia Riemannovho integralu

By one of those insights of which only the greatest minds are capable, the famous geometer [Riemann] generalises the
concept of the definite integral, ...
Darboux:Mémoire sur les fonctions discontinu@s75)

Considérons la somme

E=8fla=+68)+ 8. f(x = 0:8) +.. .48, f(Zums + 6.3,).

11 est clair qu'elle dépend & la fois du choix des intervalles & et des
quantités§. Examinons d’abord comment elle varie quand on donne aux
6 tous les systemes possibles de valeurs.

Désignons par My, 72 les limites maxima et minima de la fonction
dans le #™ intervalle. Le terme 8,/ (2, + 0, ¢;,,) demeurera compris
lorsque .., variera entre ¢;: M; et &;m;, et il s’approchera autant qu’on
le voudra de 'une ou de l'autre de ces quantités. Done la somme 2 de-
meurera comprise entre les deux sommes

M=3M +...+ &M,

m=28m ...+ Sumy,

dont elle pourra s"approcher autant qu’on voudra.

JEAN GASTON DARBOUX (1842-1917)

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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Zovseobecnenie myslienky vpisovania a opisovania
Darbouxova konStrukcia Riemannovho integralu
By one of those insights of which only the greatest minds are capable, the famous geometer [Riemann] generalises the

concept of the definite integral, ...
Darboux:Mémoire sur les fonctions discontinu@s75)

y=f(=) y=f()

Ax; b T

=1

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral IRSESY (gl

Dvakrat meraj a raz strihaj...

Definicia - delenie intervalu

Delenim intervalu (a, b) nazyvame kazdu kone€nd mnozinu bodov

D = {Xo,X1,...,Xn, N € N} takych, Ze a = xg < X3 < --- < X, = b. Cisla x;,
i =0,1,...,n nazyvame deliacimi bodmi delenia D a intervaly (Xg, X1),
(X1,X2), - .-, (Xn—1, Xn) Ciastocnymi intervalmi delenia D. MnoZinu vSetkych
deleni D intervalu (a,b) ozname %(a, b).

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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Dvakrat meraj a raz strihaj...

Definicia - delenie intervalu

Delenim intervalu (a, b) nazyvame kazdu kone€ni mnozinu bodov

D = {Xo,X1,...,Xn, N € N} takych, Ze a = xg < X3 < --- < X, = b. Cisla x;,
i =0,1,...,n nazyvame deliacimi bodmi delenia D a intervaly (Xo, X1),
(X1,X2), ..., (Xn—1, Xn) Ciastocnymi intervalmi delenia D. MnoZinu vSetkych
deleni D intervalu (a,b) ozname %(a, b).

Cisla
s(f,D ZmAx, a S(f,D) ZMAX,

i=1

nazyvame dolny a horny Darbouxov sucet prislichajuci ohrani¢enej funkcii f
na (a,b) a deleniu D = {Xo, X1, ..., Xn; N € N} intervalu (a, b), kde
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Dvakrat meraj a raz strihaj...

Definicia - delenie intervalu

Delenim intervalu (a, b) nazyvame kazdu kone€ni mnozinu bodov

D = {Xo,X1,...,Xn, N € N} takych, Ze a = xg < X3 < --- < X, = b. Cisla x;,
i =0,1,...,n nazyvame deliacimi bodmi delenia D a intervaly (Xo, X1),
(X1,X2), ..., (Xn—1, Xn) Ciastocnymi intervalmi delenia D. MnoZinu vSetkych
deleni D intervalu (a,b) ozname %(a, b).

Cisla
ZmAx. a S(f,D) ZMAX,
i=1

nazyvame dolny a horny Darbouxov sucet prislichajdci ohrani¢enej funkcii
f na (a, b)}a deleniu D = {Xo, X1, ..., Xn; N € N} intervalu (a, b), kde
AXi ...... diZzka i-teho Ciasto€ného intervalu l; = (xj_1, X;)

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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Dvakrat meraj a raz strihaj...

Definicia - delenie intervalu

Delenim intervalu (a, b) nazyvame kazdu kone€ni mnozinu bodov

D = {Xo,X1,...,Xn, N € N} takych, Ze a = xg < X3 < --- < X, = b. Cisla x;,
i =0,1,...,n nazyvame deliacimi bodmi delenia D a intervaly (Xo, X1),
(X1,X2), ..., (Xn—1, Xn) Ciastocnymi intervalmi delenia D. MnoZinu vSetkych
deleni D intervalu (a,b) ozname %(a, b).

Cisla
s(f,D ZmAx, a S(f,D) ZMAX,
i=1

nazyvame dolny a horny Darbouxov sucet prislichajdci ohrani¢enej funkcii
f na (a,b) a deleniu D = {Xg, X1, ...,Xn; N € N} intervalu (a, b), kde

AX ... dizka i-teho &iasto&ného intervalu I; = (xi_1, X;)
m; = inf f(x) aM; =supf(x),i=1,2,...,n
x€l; x€l;

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI, Uréity integrl Riemannov integral

Darbouxove su Cty
ZmAx. a S(f,D) ZMAX,
i=1

@ Ked'ze kazdé delenie D € Z(a,b) méa konecny pocet Ciastkovych
intervalov a f je ohrani€ena na kazdom Ciastkovom intervale delenia,
hodnoty s(f,D) a S(f, D) su konecné.

@ Zrejma geometricka interpretacia:

Y v

y = f(z) y=f(z)

T a Az b

s(f.D) = ¥ miAa, S(£.D) = 3. MiAa,
i=1 =1

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.




Riemannov integral

VI. Urcity integral

Reléacia Ciasto ¢ného usporiadania na mnoZine deleni

Definicia — zjemnenie delenia intervalu

Hovorime, Ze delenie D, je zjemnenim delenia D, akk D C D;. Delenie D je
spolo€nym zjemnenim deleni D; a D,, akk D = D; U D».

y=f(z)

s(f,D) = 6,47 s(f,D') =17,87

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI, Uréity integrl Riemannov integral

Reléacia Ciasto ¢ného usporiadania na mnoZine deleni

Definicia — zjemnenie delenia intervalu

Hovorime, Ze delenie D, je zjemnenim delenia D, akk D C D;. Delenie D je
spolo€nym zjemnenim deleni D; a D,, akk D = D; U D».

Y Y

y=f(z)

/ ¢
_ o

s(f,D") =9,12 s(f,D") = 10,09

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI, Uréity integrl Riemannov integral

Reléacia Ciasto ¢ného usporiadania na mnoZine deleni

Definicia — zjemnenie delenia intervalu

Hovorime, Ze delenie D, je zjemnenim delenia D, akk D C D;. Delenie D je
spolo€nym zjemnenim deleni D; a D,, akk D = D; U D».

y=f(z)

S(f,D) = 16,55 S(f,D') = 13,69




VI, Uréity integrl Riemannov integral

Reléacia Ciasto ¢ného usporiadania na mnoZine deleni

Definicia — zjemnenie delenia intervalu

Hovorime, Ze delenie D, je zjemnenim delenia D, akk D C D;. Delenie D je
spolo€nym zjemnenim deleni D; a D,, akk D = D; U D».

Y Y

y=f(z)

/ ;
/ o

S(f,D") =11,52 S(f,D") = 10,44

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral IRSESY (gl

Lema VI.1

Nech f : {(a,b) — R je ohrani€ena funkcia a D,D’ € 2(a,b). Potom
() s(f,D) < S(f,D);

(i) ak D C D/, tak s(f,D) < s(f,D’) a S(f,D) > S(f,D’);

(i) s(f,D) < S(f, D).

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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VI. Urcity integral

Lema VI.1

Nech f : {(a,b) — R je ohrani€ena funkcia a D,D’ € 2(a,b). Potom
() s(f,D) < S(f,D);

(i) ak D C D, tak s(f,D) < s(f,D’) a S(f,D) > S(f,D’);

(i) s(f,D) < S(f,D’).

Poznadmka: Nezéaporna hodnota S(f,D) —s(f,D) = Z(Mu —m;)Ax; sa
i=1
nazyva aj (celkovd) oscilacia funkcie f na (a,b).

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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Lema VI.1

Nech f : {(a,b) — R je ohrani€ena funkcia a D,D’ € 2(a,b). Potom
() s(f,D) < S(f,D);

(i) ak D C D, tak s(f,D) < s(f,D’) a S(f,D) > S(f,D’);

(i) s(f,D) < S(f,D’).

Poznadmka: Nezéaporna hodnota S(f,D) —s(f,D) = Z(Mu —m;)Ax; sa
i=1
nazyva aj (celkovd) oscilacia funkcie f na (a,b).

Doésledok

Nech f : (a,b) — R je ohrani€ena funkcia a D € 2(a, b). Potom
m(b —a) < s(f,D) < S(f,D) < M(b — a),

kdem= inf f(x)aM = sup f(x).
x€(a,b) xe(a,b)

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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Nech f : (a,b) — R je ohrani€ena funkcia a D,D’ € 2(a,b). Potom

() s(f,D) < S(f,D);
(i) ak D C D/, tak s(f,D) < s(f,D’) a S(f,D) > S(f,D’);
(i) s(f,D) < S(f,D’).

n
Poznamka: Nezéaporna hodnota S(f,D) —s(f,D) = Z(Mi — m;)Ax; sa
i=1
nazyva aj (celkovd) oscilacia funkcie f na (a, b).

sup s(f,D) /f(x )dx dolny Z-integral
De2(a,b)

inf  S(f,D) f(x)dx h Z-int I
Degla’b) S(f, / (x)dx horny Z-integra

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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Nech f : (a,b) — R je ohrani€ena funkcia a D,D’ € 2(a,b). Potom

(1) s(f,D) < S(f,D);
(i) ak D C D/, tak s(f,D) < s(f,D’) a S(f,D) > S(f,D’);
(i) s(f,D) < S(f,D’).

n
Poznamka: Nezéaporna hodnota S(f,D) —s(f,D) = Z(Mi — m;)Ax; sa
i=1
nazyva aj (celkovd) oscilacia funkcie f na (a, b).

sup s(f,D) /f x)dx dolny Z-integrél
De2(a,b)

b
inf  S(f,D) = (%) | f(x)dx hornyZ-integrél
Degla’b) (f,D) =( )/a (x)dx horny Z-integra

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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VI. Urcity integral

Darbouxova konstrukcia Riemannovho integrélu — zhrnutie

s(f, ZmAx. a S(f,D) ZMAXl

i=1

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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Darbouxova konstrukcia Riemannovho integrélu — zhrnutie

s(f, ZmAx. a S(f,D) ZMAX,

i=1

@ Ked'Ze kazdé delenie D € 2(a,b) ma konecny pocet Ciastkovych
intervalov a f je ohrani€ena na kazdom Ciastkovom intervale delenia,
hodnoty s(f,D) a S(f, D) sU konecné.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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VI. Urcity integral

Darbouxova konstrukcia Riemannovho integrélu — zhrnutie

s(f, ZmAx. a S(f,D) ZMAX,

i=1

@ Ked'Ze kazdé delenie D € 2(a,b) ma konecny pocet Ciastkovych
intervalov a f je ohrani€ena na kazdom Ciastkovom intervale delenia,
hodnoty s(f,D) a S(f, D) sU konecné.

@ Hodnota S(f,D) — s(f, D) je vzdy nezaporna. Zvykne sa nazyvat aj
oscilacia funkcie f pri deleni D € 2(a, b).
Y

y=f(z)

N

D D 66
Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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VI. Urcity integral

Definicia — Riemannov integral

Hovorime, Ze ohrani ¢ené funkcia f : (a,b) — R je Riemannovsky
integrovatelna (skratene Z-integrovatelna) na (a, b), akk

(%)Lbf(x)dx = (%)/abf(x)dx

a tato spolocni hodnotu nazyvame Riemannov integral (skratene
Z-integrdl) funkcie f na intervale (a,b) a oznaCujeme

b
(%)/a f(x) dx (: sup s(f,D)= inf S(f,D)).

De2(a,b) De%(a,b)

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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VI. Urcity integral

Definicia — Riemannov integral

Hovorime, Ze ohrani ¢ené funkcia f : (a,b) — R je Riemannovsky
integrovatelna (skratene Z-integrovatelna) na (a, b), akk

(%)Lbf(x)dx = (%)/abf(x)dx

a tato spolocni hodnotu nazyvame Riemannov integral (skratene
Z-integrdl) funkcie f na intervale (a,b) a oznaCujeme

b
(9?)/a f(x) dx (: sup s(f,D)= inf S(f,D)).

De2(a,b) De%(a,b)

Mnozinu vSetkych Z-integrovatelnych funkcii na intervale (a, b)
oznacujeme symbolom #(a, b). Zrejme, pre kazdé f € #Z(a,b) plati

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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VI. Urcity integral

Definicia — Riemannov integral

Hovorime, Ze ohrani ¢ené funkcia f : (a,b) — R je Riemannovsky
integrovatelna (skratene Z-integrovatelna) na (a, b), akk

%’)/abf(x)dx = (%)/abf(x)dx

a tato spolocni hodnotu nazyvame Riemannov integral (skratene
Z-integrdl) funkcie f na intervale (a,b) a oznaCujeme

b
(%‘)/a f(x) dx (: sup s(f,D)= inf S(f,D)).

De2(a,b) De%(a,b)

Mnozinu vSetkych Z-integrovatelnych funkcii na intervale (a, b)
oznacujeme symbolom #(a, b). Zrejme, pre kazdé f € #Z(a,b) plati

s(f,D) / f(x)dx < S(f,D) pre kazdéD € Z(a,b)

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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