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VI. Urcity integral Kritéria Z-integrovatelnosti

Darbouxova konStrukcia Riemannovho integralu — zopakovanie

s(f, ZmAx. a S(f,D) ZMAX,

i=1

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Kritéria Z-integrovatelnosti

Darbouxova konStrukcia Riemannovho integralu — zopakovanie

s(f, ZmAx. a S(f,D) ZMAX,

i=1

@ Ked'Ze kazdé delenie D € 2(a,b) ma konecny pocet Ciastkovych
intervalov a f je ohrani€en& na kazdom Ciastkovom intervale delenia,
hodnoty s(f,D) a S(f, D) su konecné.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Kritéria Z-integrovatelnosti

Darbouxova konStrukcia Riemannovho integralu — zopakovanie

s(f, ZmAx. a S(f,D) ZMAX,

i=1

@ Ked'Ze kazdé delenie D € 2(a,b) ma konecny pocet Ciastkovych
intervalov a f je ohrani€en& na kazdom Ciastkovom intervale delenia,
hodnoty s(f,D) a S(f, D) su konecné.

@ Hodnota S(f,D) — s(f, D) je vZzdy nezaporna. Zvykne sa nazyvat aj
oscilacia funkcie f pri deleni D € 2(a,b).

y=[(x)

N

a b T

S(f, D) - s(f,D) < 1,66

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatelnosti

Darbouxova konStrukcia Riemannovho integralu — zopakovanie

Definicia Riemannovho integralu (Darboux, 1875)

Hovorime, Ze ohrani €enda funkcia f : (a,b) — R je Riemannovsky
integrovatelna (skratene Z-integrovatelna) na (a, b), akk

sup s(f,D) = (%)/bf(x)dx = (%)/bf(x)dx = inf S(f,D)

De%(a,b) DeZ(a,b)

a tato spolocnl hodnotu nazyvame Riemannov integral (skratene

b
Z-integrdl) funkcie f na intervale (a, b) a oznaCujeme (%’)/ f(x)dx.
a

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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Darbouxova konStrukcia Riemannovho integralu — zopakovanie

Definicia Riemannovho integralu (Darboux, 1875)

Hovorime, Ze ohrani €enda funkcia f : (a,b) — R je Riemannovsky
integrovatelna (skratene Z-integrovatelna) na (a, b), akk

sup s(f,D) = (%)/bf(x)dx = (%)/bf(x)dx = inf S(f,D)

De%(a,b) DeZ(a,b)

a tato spolocnl hodnotu nazyvame Riemannov integral (skratene

b
Z-integrdl) funkcie f na intervale (a, b) a oznaCujeme (%’)/ f(x)dx.
a

Mnozinu vSetkych £-integrovatelnych funkcii na intervale (a, b)
oznacujeme symbolom Z(a, b).
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VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatelnosti

Darbouxova konStrukcia Riemannovho integralu — zopakovanie

Definicia Riemannovho integralu (Darboux, 1875)

Hovorime, Ze ohrani €enda funkcia f : (a,b) — R je Riemannovsky
integrovatelna (skratene Z-integrovatelna) na (a, b), akk

b b
sup s(f,D) = (%)/ f(x)dx = (%)/ f(x)dx = inf S(f,D)
De2(a,b) Ja a De%(a,b)

a tato spolocnl hodnotu nazyvame Riemannov integral (skratene

b
Z-integrdl) funkcie f na intervale (a, b) a oznaCujeme (%’)/ f(x)dx.
a

Mnozinu vSetkych £-integrovatelnych funkcii na intervale (a, b)
oznacujeme symbolom Z(a, b).

Z definicie suprema: | = sup s(f,D) prave vtedy, ked’
DeZ(a,b)

(i) (VD € Z2(a,b)) s(f,D) <1,
(i) (Ve > 0)(3ID1 € Z(a,b)) | —e < s(f,Dy).

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatelnosti

Darbouxova konStrukcia Riemannovho integralu — zopakovanie

Definicia Riemannovho integralu (Darboux, 1875)

Hovorime, Ze ohrani €enda funkcia f : (a,b) — R je Riemannovsky
integrovatelna (skratene Z-integrovatelna) na (a, b), akk

b b
sup s(f,D) = (%)/ f(x)dx = (%)/ f(x)dx = inf S(f,D)
De2(a,b) Ja a De%(a,b)

a tato spolocnl hodnotu nazyvame Riemannov integral (skratene

b
Z-integrdl) funkcie f na intervale (a, b) a oznaCujeme (%’)/ f(x)dx.
a

Mnozinu vSetkych £-integrovatelnych funkcii na intervale (a, b)
oznacujeme symbolom Z(a, b).

Z definicie infima: | = inf  S(f, D) prave vtedy, ked'
DeZ(a,b)

(i) (YD € 2(a,b)) | < S(f,D);
(i) (Ve > 0)(3IDz € 2(a,b)) S(f,Dz) < | +e.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

Ako vySetrit  Z-integrovatelnost ohrani  Cenej funkcie?

Veta (Darbouxovo kritérium Z-integrovatelnosti)

Nech f : (a,b) — R je ohrani€ena funkcia. Potom f € Z(a, b) prave
vtedy, ked’ (Ve > 0)(3D € Z(a,b)) S(f,D) —s(f,D) < e.

a b T

S(f,D) - s(f,D) < 1,66

JEAN GASTON DARBOUX (1842-1917)

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

Ako vySetrit  Z-integrovatelnost ohrani  Cenej funkcie?

Veta (Darbouxovo kritérium Z-integrovatelnosti)

Nech f : (a,b) — R je ohrani€ena funkcia. Potom f € Z(a, b) prave
vtedy, ked’ (Ve > 0)(3D € Z(a,b)) S(f,D) —s(f,D) < e.

a b T

e S(f,D) - s(f,D) < 0,83

JEAN GASTON DARBOUX (1842-1917)

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

Ako vySetrit  Z-integrovatelnost ohrani  Cenej funkcie?

Veta (Darbouxovo kritérium Z-integrovatelnosti)

Nech f : (a,b) — R je ohrani€ena funkcia. Potom f € Z(a, b) prave
vtedy, ked’ (Ve > 0)(3D € Z(a,b)) S(f,D) —s(f,D) < e.

a b T

e S(f,D) - s(f,D) < 0,20

JEAN GASTON DARBOUX (1842-1917)

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

Vytka: a kde je pri definicii ~ Z-integrélu limita?

1 1 7
islng islng
1 . 2m
7= lim Zspsin—, n=1,2,..., s, =3x2"
n_’002 Sn

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

Vytka: a kde je pri definicii  Z-integralu limita?
Ak pre kazdé n € N je dané delenie D, € Z(a,b), tak hovorime, Ze je

dana postupnost deleni (Dy){ intervalu (a, b), skratene zapisujeme
(Dn)3° € Z(a,b).

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

Vytka: a kde je pri definicii  Z-integralu limita?

Ak pre kazdé n € N je dané delenie D, € Z(a,b), tak hovorime, Ze je
dana postupnost deleni (Dy){ intervalu (a, b), skratene zapisujeme
(Dn)3° € Z(a,b).

Priklady a poznamky:

(i) ,trividlna“ postupnost deleni intervalu (a, b): D, = {a,b} pre
kazdé n e N;

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

Vytka: a kde je pri definicii  Z-integralu limita?

Ak pre kazdé n € N je dané delenie D, € Z(a,b), tak hovorime, Ze je
dana postupnost deleni (Dy){ intervalu (a, b), skratene zapisujeme
(Dn)3° € Z(a,b).
Priklady a poznamky:
(i) ,trividlna“ postupnost deleni intervalu (a, b): D, = {a,b} pre
kazdé n e N;
(i) Dp={-2,-%,0,%1};

'no

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

Vytka: a kde je pri definicii  Z-integralu limita?

Ak pre kazdé n € N je dané delenie D, € Z(a,b), tak hovorime, Ze je

dana postupnost deleni (Dy){ intervalu (a, b), skratene zapisujeme

(Dn)3° € Z(a,b).

Priklady a poznamky:

(i) ,trividlna“ postupnost deleni intervalu (a, b): D, = {a,b} pre

kazdé n € N;

(”) Dn = {_27 1 07 r]-ia 1};

(iii) ekvidiétan(:ne delenie: n-té delenie rozdeli interval (a, b) presne
na n rovnakych casti, t.].

Dn:{aa+bn ,a+2- b - a,...,a+(n—1)-b;a,b};

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

Vytka: a kde je pri definicii  Z-integralu limita?

Ak pre kazdé n € N je dané delenie D, € Z(a,b), tak hovorime, Ze je
dana postupnost deleni (Dy){ intervalu (a, b), skratene zapisujeme
(Dn)3° € Z(a,b).

Priklady a poznamky:

(i) ,trividlna“ postupnost deleni intervalu (a, b): D, = {a,b} pre
kazdé n € N;
(i) Dh={-2,-%,0,% 1};
(i) ekvidistancné delenie: n-té delenie rozdeli interval (a,b) presne
na n rovnakych casti, t.].

b—-a
n

b— b—
Dn:{a,a+Tal,a+2- yo.at+(n—1)- na,b};

(iv) Pozor: Vo vSeobecnosti Cislo n neurcuje pocet deliacich bodov
delenia D, € Z(a, b)!!!

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

Vytka: a kde je pri definicii  Z-integrélu limita? Tuto hfa!

Veta (limitné kritérium Z-integrovatelnosti)
Nech f : (a,b) — R je ohraniCené funkcia.
(i) Akf € Z(a,b), tak existuje (Dn)3° € Z(a,b) taka, ze

n|Lmoos(f,[>n)=(%))/bf(x)olx a n&mmS(f,Dn):(%)/bf(x)dx.

(i) Ak existuje (Dn)° € Z(a,b) taka, ze
nIim s(f,Dpn) = nIim S(f,Dn), potom f € Z(a,b) a plati

b
iim s(f, Dy) =(%)/ ()& = lim S(f.Dy).

n—oo

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

Vytka: a kde je pri definicii  Z-integrélu limita? Tuto hfa!

Veta (limitné kritérium Z-integrovatelnosti)
Nech f : (a,b) — R je ohraniCené funkcia.
(i) Akf € Z(a,b), tak existuje (Dn)3° € Z(a,b) taka, ze

n|Lmoos(f,[>n)=(%))/bf(x)olx a nli_)mOOS(f,Dn):((%’)/bf(x)dx.

(i) Ak existuje (Dn)° € Z(a,b) taka, ze
nIim s(f,Dpn) = nIim S(f,Dn), potom f € Z(a,b) a plati

b
iim s(f, Dy) =(%)/ ()& = lim S(f.Dy).

n—oo

Archimedes: Heuréka!!! Kone¢ne to zodpoveda mojej predstave
vpisovania a opisovania!

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

Vytka: a kde je pri definicii  Z-integrélu limita? Tuto hfa!

Veta (limitné kritérium Z-integrovatelnosti)
Nech f : (a,b) — R je ohraniCené funkcia.
(i) Akf € Z(a,b), tak existuje (Dn)3° € Z(a,b) taka, ze

n|Lmoos(f,[>n)=(%))/bf(x)olx a nli_)mOOS(f,Dn):(g%’)/bf(x)dx.

(i) Ak existuje (Dn){° € Z(a, b) taka, ze
nIim s(f,Dn) = nIim S(f,Dp), potom f € Z(a,b) a plati

b
fim s(f, D) =(%)/ f(x) & = lim S(f.Dy).

DalSia vaZna vytka: ako mam vediet, ¢i takéa postupnost deleni
(Dn)3° € Z(a, b) vbbec existuje? Ktoré mam testovat?

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

DalSia vaZna vytka: ako mam vediet, &i taka postupnost deleni
(Dn)$° € Z(a,b) vobec existuje? Ktoré mam testovat?

Definicia — normalna postupnost deleni

Nech D = {Xg,X1,...,Xn} je delenie intervalu (a,b). Normou delenia
D nazyvame Cislo v(D) = max{Ax;;i =1,2,...,n}. Postupnost
(Dn){° € Z(a,b) nazyvame normalna postupnost deleni intervalu
(a,b), akk nIiﬁmOo v(Dn) = 0.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

DalSia vaZna vytka: ako mam vediet, &i taka postupnost deleni
(Dn)$° € Z(a,b) vobec existuje? Ktoré mam testovat?

Definicia — normalna postupnost deleni

Nech D = {Xg,X1,...,Xn} je delenie intervalu (a,b). Normou delenia
D nazyvame Cislo v(D) = max{Ax;;i =1,2,...,n}. Postupnost
(Dn){° € Z(a,b) nazyvame normalna postupnost deleni intervalu
(a,b), akk nIiﬁmOO v(Dn) = 0.

Priklady a poznamky:
(i) ,trividlna“ postupnost deleni D, = {a,b} pre kazdé n € N je
nenormalna;

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

DalSia vaZna vytka: ako mam vediet, &i taka postupnost deleni
(Dn)$° € Z(a,b) vobec existuje? Ktoré mam testovat?

Definicia — normalna postupnost deleni

Nech D = {Xg,X1,...,Xn} je delenie intervalu (a,b). Normou delenia
D nazyvame Cislo v(D) = max{Ax;;i =1,2,...,n}. Postupnost
(Dn){° € Z(a,b) nazyvame normalna postupnost deleni intervalu
(a,b), akk nimm v(Dn) = 0.

Priklady a poznamky:
(i) ,trividlna“ postupnost deleni D, = {a,b} pre kazdé n € N je

nenormalna;

(i) ekvidistancné delenia Dy = {Xg,Xq,...,Xn} € Z(a,b), kde
Xi=a-+i- b%‘ prei =1,...,n, tvoria normalnu postupnost
delent;

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

DalSia vaZna vytka: ako mam vediet, &i taka postupnost deleni
(Dn)$° € Z(a,b) vobec existuje? Ktoré mam testovat?

Definicia — normalna postupnost deleni

Nech D = {Xg,X1,...,Xn} je delenie intervalu (a,b). Normou delenia
D nazyvame Cislo v(D) = max{Ax;;i =1,2,...,n}. Postupnost
(Dn){° € Z(a,b) nazyvame normalna postupnost deleni intervalu
(a,b), akk nimm v(Dn) = 0.

Priklady a poznamky:
(i) ,trividlna“ postupnost deleni D, = {a,b} pre kazdé n € N je

nenormalna;

(i) ekvidistancné delenia Dy = {Xg,Xq,...,Xn} € Z(a,b), kde
Xi=a-+i- b%‘ prei =1,...,n, tvoria normalnu postupnost
delent;

(i) postupnost deleni D, = {Xg,Xz,...,Xn} € Z(a,b) pre 0 < a < b,
kde x; =aq' s q = Q/gje normalna;

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

Nenormalne lahky Zivot s normalnymi postupnostami deleni

Veta (limitné kritérium Z-integrovatelnosti pre NPD)

Nech f : (a,b) — R je ohraniCena funkcia a (Dy){° € Z(a,b) je
[ubovolna normalna postupnost deleni.
(i) Ak f € Z(a,b), tak

b
Jim s(f. Dy) :(,@)/ f(x)dx = lim S(f,Dy).

(i) Ak existuju nIim s(f,Dn), nIim S(f,Dn) a rovnaju sa, potom
feZ(ab)a

b
fim s(f, D) =(%)/ ()& = lim S(f. D).

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

Nenormalne lahky Zivot s normalnymi postupnostami deleni

Veta (limitné kritérium Z-integrovatelnosti pre NPD)

Nech f : (a,b) — R je ohraniCena funkcia a (Dy){° € Z(a,b) je
[ubovolna normalna postupnost deleni.
(i) Ak f € Z(a,b), tak

b
Jim s(f. Dy) :(,@)/ f(x)dx = lim S(f,Dy).

(i) Ak existuju nIim s(f,Dn), nIim S(f,Dn) a rovnaju sa, potom
feZ(ab)a

b
fim s(f, D) =(%)/ ()& = lim S(f. D).

A naco je toto vSetko dobré?

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

Nenormalne lahky Zivot s normalnymi postupnostami deleni

Veta (limitné kritérium Z-integrovatelnosti pre NPD)

Nech f : (a,b) — R je ohraniCena funkcia a (Dy){° € Z(a,b) je
[ubovolna normalna postupnost deleni.
(i) Ak f € Z(a,b), tak

b
Jim s(f. Dy) :(,@)/ f(x)dx = lim S(f,Dy).

(i) Ak existuju nIim s(f,Dn), nIim S(f,Dn) a rovnaju sa, potom
feZ(ab)a

b
fim s(f, D) =(%)/ ()& = lim S(f. D).

A naco je toto vSetko dobré? Priklad : Vypocitajte limitu

im 1 2 n—1
i\ttt )

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.




VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

Kritéria integrovatelnosti funkcie — zhrnutie

Ak f : (a,b) — R je ohraniCené funkcia, potom nasledujuce Styri
tvrdenia su ekvivalentné:

() f € %(a,b);

(ii) pre kazdd normélnu postupnost deleni (D,)3° € Z(a, b) plati
r]Iim (S(f,Dn) —s(f,Dn)) = 0;

(iii) existuje normélna postupnost deleni (D)3 € Z(a,b), pre ktoru
plati nIim (S(f,Dn) —s(f,Dn)) =0;

(iv) existuje postupnost deleni (Dn)° € Z(a,b), pre ktora plati
r]Iim (S(f,Dn) —s(f,Dn)) = 0.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Ur¢ity integral Kritéria Z-integrovatefnosti

Kritéria integrovatelnosti funkcie — zhrnutie

Ak f : (a,b) — R je ohraniCené funkcia, potom nasledujuce Styri
tvrdenia su ekvivalentné:

() f € %(a,b);

(ii) pre kazdd normélnu postupnost deleni (D,)3° € Z(a, b) plati
r]Iim (S(f,Dn) —s(f,Dn)) = 0;

(iii) existuje normélna postupnost deleni (D)3 € Z(a,b), pre ktoru
plati nIim (S(f,Dn) —s(f,Dn)) =0;

(iv) existuje postupnost deleni (Dn)° € Z(a,b), pre ktora plati
r]Iim (S(f,Dn) —s(f,Dn)) = 0.

(v) ?Pre kazdd postupnost deleni (Dp){° € Z(a,b) plati
nIim (S(f,Dn) —s(f,Dn)) =07?

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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