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P PRI o X
VI, Urgity integrél Z-integral ako limita integrélnych st ctov

Triedy Z-integrovatelnych funkcii

Cauchyho pristup k integralu — integral ako limita (1823)

Supposons que, la fonetion y = f(a) étant continue par rapport &
la variable @ entre deux limites finies # =z, = =X, on désigne
PAF &, &3y + 1oy % do nouvelles valours de = interposées entre ces
limites, et qui aillent toujours en croissant ou en décroissant depuis
la premiére limite jusqu'a la seconde. On pourra se servir de ces
valeurs pour diviser la différence X — =, en éléments

) Ty Ty Fy— gy Ty Fay ey X=Xy

qui seront tous de méme signe, Cela posé, concevons que 'on mul-
tiplie chaque élément par la valeur de f(x) correspondante i I'ori-
gire de ce méme élément, savoir I'élément @, — x, par f(z), l'élé-

ment =, — 2, par f(=2,), ..., enfin I'élement X — x,_, par f(x,.,):
ot soit

(2) S={r—2) @) + (21— 2) fildn) +. o+ (X — 20ss) f(Z0)
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Z-integral ako limita integrélnych st ctov
Triedy Z-integrovatelnych funkcif

VI. Urcity integral

Cauchyho pristup k integralu — integral ako limita (1823)

y=|(z)

AUGUSTIN-Louls CAUCHY (1789-1857)
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o . Z-integral ako limita integrélnych st ctov
VI. Urcity integral 9 grainy

Triedy Z-integrovatelnych funkcif

Riemannovo vylepSenie Cauchyho pristupu k integralu (1854)

Die Unbestimmtheit, welche noch in cinigen Fundamentalpunkten
der Lehre von den hestimmten TIntegralen herrscht, nithigt wuns,
Einiges voraufzuschicken iiber den Begriff eines bestimmten Integrals
und den Umfang seiner Giiltigkeit.

b

Also zuerst: Was hat man unter / .f(:.l‘) de zu verstehen?

.
@

Um dieses festzusetzen, nehmen wir zwischen ¢ und b der Grisse
nach anf einander folgend, eine Reihe von Werthen #,, #y, ..., 2.,
an und bezeichnen der Kiirze wegen 7, — « durch 0,, x, — z, durch
Oy ..y b — @,y durch 9, und durch & einen positiven ichten Bruch.
Es wird alsdann der Werth der Summe

S=10,fla+ &0,) + 0,f(x + &) + & f(2, + &0,) + - -
9= d, f (k"’u—l + €n ()n)
von der Wahl der Intervalle 0 und der Grissen & abhiingen. lat sie
nun die Eigenschaft, wie auch 0 und & gewiihlt werden mogen, sich
ciner festen Girenze A unendlich zu nihern, sobald siimmtliche 8 un-

endlich klein werden, so heisst dieser Werth / ‘/' (2) dur.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



Z-integral ako limita integrélnych st ctov
Triedy Z-integrovatelnych funkcii

VI. Urcity integral

Riemannovo vylepSenie Cauchyho pristupu k integralu (1854)

GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826—-1866)
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Riemannovo vylepSenie Cauchyho pristupu k integralu (1854)

n

L(f,D,E") = 52 f(&) A

i=1

GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826—-1866)
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VI, Urgity integrél Z-integral ako limita integrélnych st ctov

Triedy Z-integrovatelnych funkcif

Riemannovo vylepSenie —ni ¢ nové pod sinkom!!!

Pripomenme si Newtonov integral
b
(JV)/ f(x)dx :=F(b) — F(a)
a

o F je primitivna funkcia k f na (a,b), t. (Vx € (a,b)) F'(x) = f(x);
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Triedy Z-integrovatelnych funkcif

Riemannovo vylepSenie —ni ¢ nové pod sinkom!!!

Pripomenme si Newtonov integral
b
(,/V)/ f(x)dx == F(b) - F(a)
a
@ F je primitivna funkcia k f na (a,b), tj. (Vx € (a,b)) F'(x) = f(x);

@ vSadepritomna Lagrangeova veta:

(3¢ € (a,b)) F(b) — F(a) = F'(§)(b — a) = f(§)(b — a);
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Riemannovo vylepSenie —ni ¢ nové pod sinkom!!!

Pripomenme si Newtonov integral
b
() [ 100) e = (F )~ F () +(F (a) - (x0)
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Triedy Z-integrovatelnych funkcii

Riemannovo vylepSenie —ni ¢ nové pod sinkom!!!

Pripomenme si Newtonov integral
2

b

(JV)/ F(x) dx = (F (x2)—F (x2))+(F (x1)—F (x0)) = Y _f(&)(xi—Xi-1)
a i=1

@ F je primitivna funkcia k f na (a, b), t.j. (vx € (a,b)) F’(x) = f(x);

@ vSadepritomna Lagrangeova veta:

(3¢ € (a,b))F(b) — F(a) = F'(§)(b — a) = (£)(b — a);
@ uvazujme delenie D = {xg, X1, X2} intervalu (a, b) a urobme
predchadzajdcu Gvahu dvakrat (pre F na (Xo, X1) a (X1, X2));

o Cisla & su nejakeé Cisla z CiastoCnych intervalov (x;_1, Xj) pre
i=1,2;

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



P PRI o X
VI, Urgity integrél Z-integral ako limita integrélnych st ctov

Triedy Z-integrovatelnych funkcii

Riemannovo vylepSenie —ni ¢ nové pod sinkom!!!

Pripomenme si Newtonov integral
n n

b
() [ FO0dk = DR~ F (1)) = D A6 %)
a i=1 i=1
o F je primitivna funkcia k f na (a,b), tj. (¥x € (a,b)) F'(x) = f(x);
@ vSadepritomna Lagrangeova veta:

(3¢ € (a,b)) F(b) — F(a) = F'(¢)(b —a) = f(5)(b — a);

@ uvazujme delenie D = {xg, X1, X2} intervalu (a, b) a urobme
predchadzajdcu Gvahu dvakrat (pre F na (Xo, X1) a (X1, X2));

o Cisla & su nejake Cisla z CiastoCnych intervalov (x;_1, Xj) pre
i=1,2;

@ v3eobecne zoberme delenie D = {xg, X1, ..., Xn} intervalu (a, b},
potom existuju Cisla & € (xi_1, X;), Ze plati formula vySSie

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



Z-integral ako limita integrélnych st ctov
Triedy Z-integrovatelnych funkcif

VI. Urcity integral

Was hat man untef;’ f(x) dx zu verstehen?
Riemann:Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Rgié84)

Definicia — vyber reprezentantov

Nech D = {Xg,X1,...,Xn} € Z(a,b). Vyberom reprezentantov delenia D
nazyvame mnozinu = = {& € (Xi_1,X); i =1,2,...,n} abod & nazyvame
reprezentantom i-teho Ciastoc¢ného intervalu.
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Definicia — integralny sucet

Nech D = {Xo, X1,...,Xn} € Z(a,b). Integralnym suctom prislichajicim
funkcii f, deleniu D a vyberu reprezentantov = delenia D rozumieme cislo

Y(f, D,E) = zn:f(fi)AXi.
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Riemann:Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Rgié84)

Definicia — vyber reprezentantov

Nech D = {Xg,X1,...,Xn} € Z(a,b). Vyberom reprezentantov delenia D
nazyvame mnozinu = = {& € (Xi_1,X); i =1,2,...,n} abod & nazyvame
reprezentantom i-teho Ciastoc¢ného intervalu.

|

Definicia — integralny sucet
Nech D = {Xo, X1,...,Xn} € Z(a,b). Integralnym suctom prislichajicim
funkcii f, deleniu D a vyberu reprezentantov = delenia D rozumieme cislo

Y(f,D,E) = zn:f(fi)AXi.

i=1

|

Definicia — Riemann-Cauchy

Nech f : (a,b) — R je ohrani¢en4 funkcia. Cislo L € R nazyvame
(Riemannov) integral funkcie f na intervale (a,b), akk pre kazdé ¢ > 0
existuje 6 > 0 také, Ze pre kazdé D € Z(a,b) s v(D) < ¢ a kazdy vyber
reprezentantov = delenia D plati |.#(f,D,=) — L| < e.

‘
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VI, Urgity integrél Z-integral ako limita integrélnych st ctov

Triedy Z-integrovatelnych funkcii

Was hat man untef;’ f(x) dx zu verstehen?
RiemannUeber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Rgié84)

Veta (Z-integral ako Specialna limita integralnych sictov)

Nech f : (a,b) — R je ohrani€ena funkcia.

(i) Akf € Z(a,b), (Dn)3° € Z(a,b) je lubovolna normalna postupnost
deleni a =, je prislusny vyber reprezentantov delenia Dy, tak
postupnost (.(f, Dn, =n));° konverguje a plati

b
lim #(f, Dn. =) = (%)/ F(x) dx.
— 00 a
(i) Ak pre kazdd normalnu postupnost deleni (D,)3° € Z(a,b) a
pre kazdy vyber reprezentantov =, deleni D, existuje nIim Z(f,Dn, =n)

a je stéle ta ista, potom f € #Z(a, b) a plati

nli_(g(jf(f, Dn,=n) = (Z) /bf(x)dx.

v
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Z-integrél ako limita integralnych st ¢tov
Triedy Z-integrovatelnych funkcii

VI. Urcity integral

Zhrnutie: zavedenie Z-integralu
Z-integral sa da zaviest kazdym z nasledujlcich spésobov:

(a) Darbouxova konstrukcia = spolo¢na hodnota horného a dolného
Z-integrélu;

(b) limita hornych a dolnych Darbouxovych suctov pre fubovolni
postupnost’ deleni;

(c) limita hornych a dolnych Darbouxovych stctov pre normalnu
postupnost delent;

(d) Riemannova-Cauchyho definicia = Specialna limita integralnych suctov.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



Z-integrdl ako limita integralnych st ¢tov
Triedy Z-integrovatelnych funkcif

VI. Urcity integral

| feel, however, that the manner in which the criterion of integrability was formulated leaves something to be desired.
Du Bois-ReymondtJeber eine veréanderte Form der Bedingung fiir die Integrirbarkeit der Functi¢b@ns)

Veta (Du Bois-Reymond, Darboux)

Nech f : (a,b) — R je ohrani€ena funkcia. Potom f € %(a,b) prave vtedy,
ked

(Ve > 0)(39 > 0)(VD € Z(a,b),v(D) < ¢) S(f,D) —s(f,D) < e.

y=f(z)
Z-!S
a 5 b T
S(f,D) — (£, D) <=

PauL DU BOIS-REYMOND (1831-1889)
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Z-integrdl ako limita integralnych st ¢tov
Triedy Z-integrovatelnych funkcif

VI. Urcity integral

Toute fonction continue est susceptible d'integration.
Darboux:Mémoire sur les fonctions discontinu@s75)

Veta (o triedach Z-integrovatelnych funkcii)
Funkcia f je Z-integrovatelna na (a,b) v kazdom z nasledujtcich pripadov
(1) f je monoténna na (a,b);

(i) f je spojita na (a,b), t.j. f € €(a,b).

LB G fa BN
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Toute fonction continue est susceptible d'integration.
Darboux:Mémoire sur les fonctions discontinu@s75)

Veta (o triedach Z-integrovatelnych funkcii)
Funkcia f je Z-integrovatelna na (a,b) v kazdom z nasledujtcich pripadov

(1) f je monoténna na (a,b);

(i) f je spojita na (a,b), t.j. f € €(a,b).

Untersuchen wir jetzt zweitens den Umfang der Guiltigkeit dieses Begriffs oder die Frage: in welchen Fallen l&sst eine
Function eine Integration zu und in welchen nicht?

RiemannUeber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Rgié84)
Y,
14
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