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Triedy Z-integrovatefnych funkcif
Zakladné vlastnosti  Z-integralu

VI. Urcity integral

| feel, however, that the manner in which the criterion of integrability was formulated leaves something to be desired.
Du Bois-ReymondtJeber eine veréanderte Form der Bedingung fiir die Integrirbarkeit der Functi¢b@ns)

Veta (Du Bois-Reymond, Darboux)

Nech f : (a,b) — R je ohrani€ena funkcia. Potom f € %(a,b) prave vtedy,
ked

(Ve > 0)(39 > 0)(VD € Z(a,b),v(D) < ¢) S(f,D) —s(f,D) < e.

y=f(z)
Z-!S
a 5 b T
S(f,D) — (£, D) <=

PauL DU BOIS-REYMOND (1831-1889)

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



Triedy Z-integrovatefnych funkcif
Zakladné vlastnosti  Z-integralu

VI. Urcity integral

Toute fonction continue est susceptible d'integration.
Darboux:Mémoire sur les fonctions discontinu@s75)

Veta (o triedach Z-integrovatelnych funkcii)
Funkcia f je Z-integrovatelna na (a,b) v kazdom z nasledujdcich pripadov
(i) f je monoténna na (a,b);

(i) f je spojita na (a,b), t.j. f € €(a,b).

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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Z&kladné vlastnosti  Z-integralu

Toute fonction continue est susceptible d'integration.
Darboux:Mémoire sur les fonctions discontinu@s75)

Veta (o triedach Z-integrovatelnych funkcii)

Funkcia f je Z-integrovatelna na (a,b) v kazdom z nasledujdcich pripadov
(i) f je monoténna na (a,b);

(i) f je spojita na (a,b), t.j. f € €(a,b).

Untersuchen wir jetzt zweitens den Umfang der Guiltigkeit dieses Begriffs oder die Frage: in welchen Fallen l&sst eine
Function eine Integration zu und in welchen nicht? [...] Da diese Functionen nirgends betrachtet sind, wird es gut sein,
von einem Beispiele auszugehen.

RiemannUeber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Rgié84)
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Measure Problem = Ako merat’ Gtvary? [T1]
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Zakladné vlastnosti  Z-integralu

Measure Problem = Ako merat’ Gtvary? [T1]

Zéakony ,d 1zkodynamiky* :

0. Totalnost: Kazda podmnozina R ma dobre -
definovant mieru m : 2% — [0, +o0]. -
1. Spocitatel'na aditivita: Ak Eg, Ep,--- C R, tak

()T

2. Translacné invariantnost: Pre kazdl E C R a kazdé ¢ > 0 je
M(E +0)=m(E),kdeE + 6 ={x+d;x €E}.

3. Normalizacia: m([0,1]) =1

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI, Urgity integrél Triedy Z-integrovatefnych funkcif

Zakladné vlastnosti  Z-integralu

Measure Problem = Ako merat’ Gtvary? [T1]

Zéakony ,d 1zkodynamiky*

0. Totalnost: Kazda podmnozina R ma dobre -
definovant mieru m : 2% — [0, +o0]. -
1. Spocitatel'na aditivita: Ak Eg, Ep,--- C R, tak

m UE" :Zm(En).

2. Translacné invariantnost: Pre kazdl E C R a kazdé ¢ > 0 je
M(E +0)=m(E),kdeE + 6 ={x+d;x €E}.

3. Normalizacia: m([0,1]) =1

The problem of measure of groups of points on a line is impossible [ ... ] our result implies that the possibility of the
measure problem of groups of points on a line and that of well-ordering the continuum cannot coexist.
Vitali: Sul problema della misura dei gruppi di punti di una re¢i205)

Vitaliho veta (1905)

Neexistuje funkcia m : 2% — [0, +oc], ktora vyhovuje 1., 2. a 3. zakonu.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI, Urgity integrél Triedy Z-integrovatefnych funkcif

Zakladné vlastnosti  Z-integralu

Measure Problem — ¢iasto ¢né rieSenie

... the role that functions have in definite integrals is clear and has been well understood but that the influence that the sets
on which the functions are defined has on the definite integral needs to be researched in much greater depth...
JordanRemarques sur les intégrales défin{&892)

Definicia — mnoZina Jordanovej miery nula

Hovorime, Zze mnozina M C R ma Jordanovu mieru nula, akk

() ku kazdeému > 0 existuje konecny pocet uzavretych intervalov
Ji,...,Jd, takych, Ze stcet ich dizok je mensi ako ¢;

(i) pre kazdé x € M existuje J;, j € {1,...,n} taky, Ze x je vnatorny bod J;.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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VI, Urgity integrél Triedy Z-integrovatefnych funkcif

Zakladné vlastnosti  Z-integralu

Measure Problem — ¢iasto ¢né rieSenie

... the role that functions have in definite integrals is clear and has been well understood but that the influence that the sets
on which the functions are defined has on the definite integral needs to be researched in much greater depth...
JordanRemarques sur les intégrales défin{&892)

Definicia — mnoZina Jordanovej miery nula

Hovorime, Zze mnozina M C R ma Jordanovu mieru nula, akk

() ku kazdeému > 0 existuje konecny pocet uzavretych intervalov
Ji,...,Jd, takych, Ze stcet ich dizok je mensi ako ¢;

(i) pre kazdé x € M existuje J;, j € {1,...,n} taky, Ze x je vnatorny bod J;.

@ konecna mnozinaM = {x1,...,Xn}, X €R,j=1,...,n
@ M je mnozina ¢lenov konvergentnej postupnosti

Poznamka: obvykle sa v literatlre pouziva termin Jordanova meratefnost,
t.j. ohranic¢ena mnozina M C (a, b) je Jordanovsky meratelna, akk
XM € %’(a7 b>

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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VI. Urcity integral

Ak f € €(a,b) s vynimkou mnoZiny bodov Jordanovej miery nula, tak
f e Z(a,b).

Remarques sur les intégrales définies;

Paa M. Casmiue JORDAN.

Lintégrale définic (simple ou multiple) d'une fonction £ dans un
s'obtient, comme on sait (lorsque le champ et les valeurs de
In fonction sont bornés), de la maniére suivante :

On décompose le champ cn éléments infiniment petits dans tous
les sens; on multiplic I'étendue dz de chacun de ces éléments par la
valear de f en un point choisi & volonté dans I'élément; et 'on cherche
la limite de la somme ¥, f'd ainsi formée.

Matematicka analyza Ill.



Triedy Z-integrovatefnych funkcif
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VI. Urcity integral

Veta VI.2

Ak f € €(a,b) s vynimkou mnoZiny bodov Jordanovej miery nula, tak
f e Z(a,b).

Dosledok

(i) Akf € % (a,b) s vynimkou kone€nej mnoziny bodov, tak f € Z(a,b).

(i) Ak f € €(a,b) a postupnost bodov nespojitosti funkcie f je
konvergentna v (a,b), tak f € Z(a,b).

Remarques sur les intégrales définies;

Paa M. Casmiue JORDAN.

Lintégrale définic (simple ou multiple) d'une fonction £ dans un
champ E s'obtient, comme on sait (lorsque le champ et les valeurs de
In fonction sont bornés), de la maniére suivante :

On décompose le champ cn éléments infiniment petits dans tous
les sens; on multiplic I'étendue ds de chacun de ces éléments par la
valear de f en un point choisi & volonté dans I'élément; et 'on cherche
la limite de la somme ¥, f'd ainsi formée.

MARIE ENNEMOND CAMILLE JORDAN (1838-1922)
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VI. Urcity integral

Veta VI.2

Ak f € €(a,b) s vynimkou mnoZiny bodov Jordanovej miery nula, tak
f e Z(a,b).

Dosledok

(i) Akf € % (a,b) s vynimkou kone€nej mnoziny bodov, tak f € Z(a,b).

(i) Ak f € €(a,b) a postupnost bodov nespojitosti funkcie f je
konvergentna v (a,b), tak f € Z(a,b).

=
.
.

MARIE ENNEMOND CAMILLE JORDAN (1838-1922)
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VI, Urgity integrél Triedy Z-integrovatelnych funkcif

Zéakladné vlastnosti  Z-integralu

Elementarne (o cakavané) vlastnosti integralu

Pozorovanie: .4 -integrél je monoténny lineérny aditivny funkcional.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI, Urgity integrél Triedy Z-integrovatelnych funkcif

Z&kladné vlastnosti  Z-integralu

Elementarne (o cakavané) vlastnosti integralu

Pozorovanie: .4 -integrél je monoténny lineérny aditivny funkcional.
Otéazka: Ktoré z tychto vlastnosti ma #-integral?

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI, Urgity integrél Triedy Z-integrovatelnych funkcif

Zéakladné vlastnosti  Z-integralu

Elementarne (o cakavané) vlastnosti integralu

Pozorovanie: .4 -integrél je monoténny lineérny aditivny funkcional.
Otéazka: Ktoré z tychto vlastnosti ma #-integral?

Veta (o linearite #Z-integrélu)

MnoZzina %(a, b) je linearny vektorovy priestor nad pofom R.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI, Urgity integrél Triedy Z-integrovatelnych funkcif

Zéakladné vlastnosti  Z-integralu

Elementarne (o cakavané) vlastnosti integralu

Pozorovanie: .4 -integrél je monoténny lineérny aditivny funkcional.
Otéazka: Ktoré z tychto vlastnosti ma #-integral?

Veta (o linearite #Z-integrélu)

MnoZzina %(a, b) je linearny vektorovy priestor nad pofom R.

Detailne: Akf,g € #(a,b) ac € R, tak af,f + g € Z(a, b) aplati

b b b b b
(.%)/a (ef)(x)dx = o - (%)/a f(x) dx, (%)/a (f +9)(x)dx = (ﬁ)/a f(x) dx -%—(%)/a g(x)dx.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI, Urgity integrél Triedy Z-integrovatelnych funkcif

Zéakladné vlastnosti  Z-integralu

Elementarne (o cakavané) vlastnosti integralu

Pozorovanie: .4 -integrél je monoténny lineérny aditivny funkcional.
Otéazka: Ktoré z tychto vlastnosti ma #-integral?

Veta (o linearite #Z-integrélu)

MnoZzina %(a, b) je linearny vektorovy priestor nad pofom R.

Detailne: Akf,g € #(a,b) ac € R, tak af,f + g € Z(a, b) aplati

b b b b b
(.%)/a (ef)(x)dx = o - (%)/a f(x) dx, (%)/a (f +9)(x)dx = (ﬁ)/a f(x) dx -%—(%)/a g(x)dx.

Veta (o monoténnosti Z-integréalu)

Z-integral je nezaporny monotonny funkcional.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI, Urgity integrél Triedy Z-integrovatelnych funkcif
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Detailne: Akf,g € #(a,b) ac € R, tak af,f + g € Z(a, b) aplati

b b b b b
(%)/a (ef)(x)dx = o - (%)/a f(x) dx, (%)/a (f +9)(x)dx = (‘@)/a f(x) dx -%—(%)/a g(x)dx.

Veta (o monoténnosti Z-integréalu)

Z-integral je nezaporny monotonny funkcional.

Detailne:
b
(i) Akprekazdéx € (a,b)jef(x) > 0af € %(a, b),tak(%)/ f(x)dx > 0.
a

(i) Akpre kazdé x € (a,b) jef(x) > g(x)af,g € %Z(a,b), tak

b b
(%)/a f(x)dxz(ﬂ)/a 9(x) o
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Elementarne (o cakavané) vlastnosti integralu

Pozorovanie: .4 -integrél je monoténny lineérny aditivny funkcional.
Otéazka: Ktoré z tychto vlastnosti ma #-integral?

Veta (o aditivite Z-integralu)

Z-integrél je aditivny funkciondl.

Detailne: Necha,b,c € R,a < ¢ < b. Potomf € %(a, b) prave vtedy, ked' f € %Z(a,c) af € %Z(c,b). Naviac plati
b c b
(@)/ f(x) dx = (%)/ f(x)dx+(%)/ £(x) dx.
a a c

Y
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Triedy tegrovatelnych funkcii
Z&kladné vlastnosti

VI. Urcity integral

(Prirodzené) rozSirenie definicie  #-integrélu

Si cette condition est remplie, la limited€ est dite 'intégrale dé(x) entre les limites, b. On a

fimy" :/abf(x)dx - —/baf(x)dx.

Darboux:Mémoire sur les fonctions discontinu@s75)

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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Pozorovania:
@ Prea=Dbje S(f,D) =s(f,D) = 0 pre kazdé D € %(a,b).
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(Prirodzené) rozSirenie definicie  #-integrélu

Si cette condition est remplie, la limited€ est dite 'intégrale dé(x) entre les limites, b. On a

fimy" :/:f(x)dx - —/baf(x)dx.

Darboux:Mémoire sur les fonctions discontinu@s75)

Pozorovania:
@ Prea=Dbje S(f,D) =s(f,D) = 0 pre kazdé D € %(a,b).
@ Pre a < b sa integralny sucet pre Z-integrél (%) fab f(x)dx IiSi od

integralneho suctu pre Z-integral (%) fbaf(x) dx len znamienkom,
preto aj limity sa liSia len o znamienko.

Definicia — rozSirenie Z-integralu

Ak f je definovana v bode a, potom definujeme (%) f:f(x) dx = 0. Ak
f € Z(a,b), potom

(%)/baf(x)dx _ —(%)/abf(x)dx, a<b.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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