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Vi, Uréity integrél Vety o strednych hodnotach

Nevlastny Riemannov integral

Stredné hodnoty integralneho po  ¢tu
Pripomenme si opat Newtonov integral

b
(/V)/a f(x)dx :=F(b) — F(a)

@ F je primitivna funkcia k f na (a,b), t.j. (¥x € (a,b)) F’(x) = f(x);

v =52 () [} F() da

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



Vi, Uréity integrél Vety o strednych hodnotach

Nevlastny Riemannov integral

Stredné hodnoty integralneho po  ¢tu
Pripomenme si opat Newtonov integral

b
(‘/V’/a f(x)dx = F (b) — F(a) = f(¢)(b — a)

@ F je primitivna funkcia k f na (a,b), t.j. (¥x € (a,b)) F’(x) = f(x);
@ vSadepritomna Lagrangeova veta:

(3¢ € (a,b)) F(b) — F(a) = F'(&)(b —a) =f(5)(b — a);

Y Y

M
v =52 () [} F() da

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



Vety o strednych hodnotach
Nevlastny Riemannov integral

VI. Urcity integral

Veta (prva o strednej hodnote)

Nech f,g € Z(a,b) a pre kazdé x € (a,b) je g(x) > 0. Potom existuje také
aeR,zem<a<Ma

b b
(%)/a F(x)g(x) dx = a-(%)/a g(x) o,

kdem = inf f(x)aM = sup f(x).
xe(a,b) x€(a,b)
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Vety o strednych hodnotach
Nevlastny Riemannov integral

VI. Urcity integral

Veta (prva o strednej hodnote)

Nech f,g € Z(a,b) a pre kazdé x € (a,b) je g(x) > 0. Potom existuje také
aeR,zem<a<Ma

b b
(%)/a F(x)g(x) dx = a-(%)/a g(x) o,

kdem = inf f(x)aM = sup f(x).
xe(a,b) x€(a,b)

Désledok (Cauchy 1821)

Nech g € #(a,b) a pre kazdé x € (a,b) je g(x) > 0 alebo g(x) < 0. Ak
f € ¥(a,b), potom existuje ¢ € (a, b) také, ze

b b
() / F(x)g(x) dx = F(€)(2) / 9(x) o,
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Vety o strednych hodnotach
Nevlastny Riemannov integral

VI. Urcity integral

|

Veta (prva o strednej hodnote)

Nech f,g € Z(a,b) a pre kazdé x € (a,b) je g(x) > 0. Potom existuje také
aeR,zem<a<Ma

b b
@) [ 1008008 = o) [ ax) e

kdem = inf f(x)aM = sup f(x).
xe(a,b) x€(a,b)

|

Désledok (Cauchy 1821)

Nech g € #(a,b) a pre kazdé x € (a,b) je g(x) > 0 alebo g(x) < 0. Ak
f € ¥(a,b), potom existuje ¢ € (a, b) také, ze

/w mﬁ@%/g

Alternativny dokaz: aplikovat Cauchyho vetu na funkcie F(x) = (2) [ f(t)g(t) dt a G(x) = (%) [} g(t) dt na (a, b) (iba

pref,g € €(a,b)!)
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Vety o strednych hodnotach
Nevlastny Riemannov integral

VI. Urcity integral

Désledok
Ak f € €(a,b), potom existuje £ € (a,b) také, ze

b
f(s)=b—fa(%)/a f(x) dx.

=5 (@) [ f(z)du
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VI. Urcity integral

Désledok
Ak f € €(a,b), potom existuje £ € (a,b) také, ze

b
f(s)=b—fa(%)/a f(x) dx.

Alternativny dokaz I:  aplikovat Lagrangeovu vetu na funkciu F(x) = () [ f(t) dt naintervale (a, b)

=5 (@) [ f(z)du
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Vety o strednych hodnotach
Nevlastny Riemannov integral

VI. Urcity integral

Désledok
Ak f € €(a,b), potom existuje £ € (a,b) také, ze

b
f(ﬁ)zrla(%’)/a f(x) dx.

Alternativny dokaz I:  aplikovat Lagrangeovu vetu na funkciu F(x) = () [ f(t) dt naintervale (a, b)

Alternativny dokaz Il: kedZe € (a,b) C Z(a,b) N .4 (a, b), stati pouZit vysledok pre .4 -integrél a Vetu o vztahu Z- a
A -integralu

=5 (@) [ f(z)du
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Vety o strednych hodnotach
Nevlastny Riemannov integral

VI. Urcity integral

fry=xsinz

Veta (druha o strednej hodnote)

Nech f je monoténna na (a,b) a g € #(a, b). Potom existuje ¢ € (a,b) také,
Ze

b ¢ b
@) [ 1098608 = 1(a) - () | g(x)olx+f(b)-(%)/£ 9(x) dx.
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Vety o strednych hodnotach
Nevlastny Riemannov integral

VI. Urcity integral

fry=xsinz

f&)=f&r—Af=——

Veta (druha o strednej hodnote)

Nech f je monoténna na (a,b) a g € #(a, b). Potom existuje ¢ € (a,b) také,
Ze

b ¢ b
@) [ 1098608 = 1(a) - () | g(x)olx+f(b)-(%)/5 9(x) dx.

Nacrt dokazu: za predpokladu diferencovatefnosti funkcie f a spojitosti funkcie g pouZit per partes na funkcieu = fav’ =g
a na vzniknuty integral aplikovat' 1. vetu o strednej hodnote.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI, Urgity integrél Vety o strednych hodnotach

Nevlastny Riemannov integral

Dva dblezité predpoklady pri konStrukcii Z-integralu boli:
(a) interval (a,b) je kone¢nej dizky;
(b) funkcia f : (a,b) — R je ohraniCena.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI, Urgity integrél Vety o strednych hodnotach

Nevlastny Riemannov integral

Dva dblezité predpoklady pri konStrukcii Z-integralu boli:
(a) interval (a,b) je kone¢nej dizky;

(b) funkcia f : (a,b) — R je ohraniCena.

Co ak nie je splnena aspori jedna z uvedenych podmienok?
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VI, Urgity integrél Vety o strednych hodnotach

Nevlastny Riemannov integral
Dva dblezité predpoklady pri konStrukcii Z-integralu boli:
(a) interval (a,b) je kone¢nej dizky;
(b) funkcia f : (a,b) — R je ohraniCena.
Co ak nie je splnena aspori jedna z uvedenych podmienok?

Definicia — Z-integral ohraniCenej funkcie na neohraniCenom intervale

Nech f je definované na (a, +oo) a pre kazdé ¢ > aje f € Z(a, ).
Hovorime, Ze nevlastny Z-integral funkcie f na (a, +oc) existuje (resp.

konverguje), akk existuje vlastna limita 5Iim (£) ff f(x)dx a vtedy kladieme

(%)/:of(x)dx zgler;o(%)/agf(x)dx.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI, Urgity integrél Vety o strednych hodnotach

Nevlastny Riemannov integral
Dva dblezité predpoklady pri konStrukcii Z-integralu boli:
(a) interval (a,b) je kone¢nej dizky;
(b) funkcia f : (a,b) — R je ohraniCena.
Co ak nie je splnena aspori jedna z uvedenych podmienok?

Definicia — Z-integral neohranicenej funkcie na ohrani€enom intervale

Nech f je definovana na (a,b) a pre kazdé (a,n) C (a,b) je f € Z(a,n).
Hovorime, Ze nevlastny Z-integral funkcie f na (a, b) existuje, akk existuje
vlastna limita IirE\ () [ f(x)dx a vtedy kladieme

n—ob—

(%)/abf(x) = I|m %’)/

The Tnte; gmmmm- e taken,
because bl goes to infinity.
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VI, Urgity integrél Vety o strednych hodnotach

Nevlastny Riemannov integral
Dva dblezité predpoklady pri konStrukcii Z-integralu boli:
(a) interval (a,b) je kone¢nej dizky;
(b) funkcia f : (a,b) — R je ohraniCena.
Co ak nie je splnena aspori jedna z uvedenych podmienok?

Definicia — kriticky (singularny) bod

Bod xo € R nazyvame kriticky (singularny) bod funkcie f, akk nastane jeden
z pripadov

(i) existuje do > 0 také, Ze f je definovana na (xo — dg, Xo) @ neohrani€ena
na (Xo — 9, Xo) pre lubovolné 0 < § < do;

(i) existuje 6o > O také, Ze f je definovana na (Xo, Xo + do) @ neohranicené
na (Xo,Xo + 9) pre fubovolné 0 < § < do.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI, Urgity integrél Vety o strednych hodnotach

Nevlastny Riemannov integral

Dva dblezité predpoklady pri konStrukcii Z-integralu boli:
(a) interval (a,b) je kone¢nej dizky;

(b) funkcia f : (a,b) — R je ohraniCena.

Co ak nie je splnena aspori jedna z uvedenych podmienok?

Definicia — kriticky (singularny) bod

Bod xo € R nazyvame kriticky (singularny) bod funkcie f, akk nastane jeden
z pripadov

(i) existuje do > 0 také, Ze f je definovana na (xo — dg, Xo) @ neohrani€ena
na (Xo — 9, Xo) pre lubovolné 0 < § < do;

(i) existuje 6o > O také, Ze f je definovana na (Xo, Xo + do) @ neohranicené
na (Xo,Xo + 9) pre fubovolné 0 < § < do.

Poznadmka: Nevlastné €islo +oco [—oo] nazyvame kriticky bod funkcie f, akk
f je definovana na intervale (K, +o0) [(—o0, K)] pre nejaké K € R.
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Vety o strednych hodnotach

W Ui el Nevlastny Riemannov integral

Definicia — vSeobecny pripad nevlastného Z-integralu

Nech f je definovana na (a,b) s vynimkou kone€ného poctu kritickych
bodov ¢y, ¢y, ..., ck. Nech f je Z-integrovatelnd na kazdom podintervale
(a, b) neobsahujiicom kriticky bod. Hovorime, Ze nevlastny Z-integral
funkcie f na (a, b) existuje, akk pre kazdu postupnost bodov

a<dp<ci<di<---<der<ce<de<b

existuju Z-integraly

do C1 d b
() f(x)dx,(%”)/ ) ox, ... (%) f(x)dx,(%’)/ £ (x) dix.
do dk

a Ck

Sucet tychto integralov budeme nazyvat nevlastny Z-integral.

Only wimps do the general case. True teachers tackle examples.

Parlett:Math. Intelligencerl4 (1), p.35
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Vety o strednych hodnotach
Nevlastny Riemannov integral

VI. Urcity integral

Eulerova Gama funkcia (1781)

LEONHARD EULER (1707-1783)
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Nevlastny Riemannov integral

Eulerova Gama funkcia (1781)

/\4,

LEONHARD EULER (1707-1783)
@ interpoluje faktoridl, tj. F(n + 1) = n! = (Z) [, x" € dx
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VI, Urgity integrél Vety o strednych hodnotach

Nevlastny Riemannov integral

Eulerova Gama funkcia (1781)

o
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LEONHARD EULER (1707-1783)
@ interpoluje faktoridl, tj. F(n + 1) = n! = (Z) [, x" € dx

@ na zéklade vlastnosti (o + 1) = ol () vieme definovat I'(«) aj pre
zaporné a # —1,—2,-3,... polozenim (o — 1) = M)

a—1
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VI, Urgity integrél Vety o strednych hodnotach

Nevlastny Riemannov integral

Eulerova Gama funkcia (1781)

LEONHARD EULER (1707-1783)
@ interpoluje faktoridl, tj. F(n + 1) = n! = (Z) [, x" € dx
@ na zéklade vlastnosti (o + 1) = ol () vieme definovat I'(«) aj pre

zaporné a # —1,—2,-3,... polozenim (o — 1) = %
@ aplikacie: analyticka teoria Cisel, pravdepodobnost’ a Statistika, teéria

strdn, atd'.
Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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