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VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Pozorovanie: ak f € #(a,b), potom pre kazdé u,w,v € (a,b) s
vlastnostou u < v < w plati aditivita

(%)/uwf(x)dx:(%)/uvf(x)dx+(%)/lwf(x)dx,

t.j. zobrazenie ¢t ((a, b)) = (%) fab f(x)dx je aditivne.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Pozorovanie: ak f € #(a,b), potom pre kazdé u,w,v € (a,b) s
vlastnostou u < v < w plati aditivita

(%)/uwf(x)dx:(%)/uvf(x)dx+(%)/lwf(x)dx,

t.j. zobrazenie ¢t ((a, b)) = (%) fab f(x)dx je aditivne.

Definicia (aditivna funkcia intervalu)

Realnu funkciu ¢ definovand na mnoZine vSetkych podintervalov intervalu
(a, b) takd, Ze pre kazdé u,w,v € (a,b), u <v < w plati

p((u,w)) = p((u,v)) + (v, w))

nazyvame aditivna funkcia intervalu na (a, b).

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Pozorovanie: ak f € #(a,b), potom pre kazdé u,w,v € (a,b) s
vlastnostou u < v < w plati aditivita
W v

(g)/ f(x)dx:(%)/ f(x)dx+(%)//wf(x)dx,

t.j. zobrazenie ¢¢((a, b)) f f(x)dx je aditivne.

Definicia (aditivna funkcia mtervalu)

Realnu funkciu ¢ definovand na mnoZine vSetkych podintervalov intervalu
(a, b) takd, Ze pre kazdé u,w,v € (a,b), u <v < w plati

p((u,w)) = p((u,v)) + (v, w))

nazyvame aditivna funkcia intervalu na (a, b).

Poznamky a priklady:

@ akg: (a,b) — R je lTubovolna funkcia, potom pre (u,v) C (a,b)
funkcia dan& predpisom

p((u,v)) =9g(v) —g(u)

je aditivna funkcia intervalu na (a, b)

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Pozorovanie: ak f € #(a,b), potom pre kazdé u,w,v € (a,b) s
vlastnostou u < v < w plati aditivita
W v

(g)/ f(x)dx:(%)/ f(x)dx+(%)//wf(x)dx,

t.j. zobrazenie ¢¢((a, b)) f f(x)dx je aditivne.

Definicia (aditivna funkcia mtervalu)

Realnu funkciu ¢ definovand na mnoZine vSetkych podintervalov intervalu
(a, b) takd, Ze pre kazdé u,w,v € (a,b), u <v < w plati

p((u,w)) = o((u, v)) + (v, w))

nazyvame aditivna funkcia intervalu na (a, b).

Poznamky a priklady:
@ nie kazda aditivna funkcia intervalu sa da zapisat' v tvare integralu,

napr. o({u,v)) = g(v) — g(u) pre g(x) = {2 } i ZS 1£>0)

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Pozorovanie: ak f € #(a,b), potom pre kazdé u,w,v € (a,b) s
vlastnostou u < v < w plati aditivita
W v

(%)/u f(x)dx:(%)/ f(x)dx+(%)//wf(x)dx,

t.j. zobrazenie ¢¢((a, b)) f f(x)dx je aditivne.

Definicia (aditivna funkcia mtervalu)

Realnu funkciu ¢ definovand na mnoZine vSetkych podintervalov intervalu
(a, b) takd, Ze pre kazdé u,w,v € (a,b), u <v < w plati

p((u,w)) = o((u, v)) + (v, w))

nazyvame aditivna funkcia intervalu na (a, b).

Poznamky a priklady:
@ nie kazda aditivna funkcia intervalu sa da zapisat' v tvare integralu,
0, xe{(-1,0)
napr. o((u,v)) =g(v) —g(u) pre g(x) =
pr. ¢({u,v)) = g(v) —g(u) pre g(x) {17 X € (0.1)

AkU vlastnost musi mat' ¢, aby sa to dalo?

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Ked' neviem,o robit, pracujem. .
Karel Capek

Definicia (medialna funkcia)

Hovorime, Ze aditivna funkcia ¢ intervalu na (a, b) je medialna vzhfadom na
reélnu funkciu f definovani na (a,b), akk f je taka, Ze pre kazdy
(u,v) C (a,b) plati

m(v —u) < ¢((u,v)) <M(v —u),

kdem= inf f(x)aM= sup f(x).

XE(U,v) XE(u,v)

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Ked' neviem,o robit, pracujem. .
Karel Capek

Definicia (medialna funkcia)

Hovorime, Ze aditivna funkcia ¢ intervalu na (a, b) je medialna vzhfadom na
reélnu funkciu f definovani na (a,b), akk f je taka, Ze pre kazdy
(u,v) € (a,b) plati

m(v —u) < ¢((u,v)) <M(v —u),

kdem= inf f(x)aM= sup f(x).

XE(U,v) XE(u,v)

Veta (o integralnej reprezentacii mediélnej aditivnej funkcie intervalu)

Nech ¢ je aditivna funkcia intervalu na (a, b), ktora je medialna vzhfadom
na funkciu f € Z(a, b). Potom pre kazdy interval (u,v) C (a,b) plati

w(<u,v>)=(%)Avf(x)dx.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Ked' neviem,o robit, pracujem. .
Karel Capek

N
|

Definicia (medialna funkcia)

Hovorime, Ze aditivna funkcia ¢ intervalu na (a, b) je medialna vzhfadom na
reélnu funkciu f definovani na (a,b), akk f je taka, Ze pre kazdy
(u,v) € (a,b) plati

m(v —u) < ¢((u,v)) <M(v —u),

kdem= inf f(x)aM= sup f(x).

XE(U,v) XE(u,v)

Veta (o integralnej reprezentacii mediélnej aditivnej funkcie intervalu)

Nech ¢ je aditivna funkcia intervalu na (a, b), ktora je medialna vzhfadom
na funkciu f € Z(a, b). Potom pre kazdy interval (u,v) C (a,b) plati

o((u,v)) / f(x)dx.

Na ¢o nam to bude? Hned' ako sa o nejakej velicine presved¢ime, Ze je aditivnou funkciou intervalu a najdeme taka funkciu,

vzhfadom na ktor( je mediélna, pouzijeme na jej vypocet uvedent vetu!

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



Geometrické aplikacie Z-integralu

VI. Urcity integral

PloSny obsah rovinného Utvaru
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Integral (Casti) rieky Columbia River je rovny Oregonu, oblasti pod riekou.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

PloSny obsah rovinného atvaru

y=f(x)

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

PloSny obsah rovinného atvaru

y=f(x)

Definicia (obsah plochy)

Plosnym obsahom Gtvaru ohrani€eného grafom nezapornej funkcie
f € ¢(a,b) a priamkami x = a, x = b, y = 0 nazyvame hodnotu P;(a, b)
aditivnej funkcie intervalu na (a, b), ktora je medialna vzhlfadom na f.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

PloSny obsah rovinného atvaru

y=f(x) y=[(x)

Pyu,0) | Pr(v,w)

Definicia (obsah plochy)

Plosnym obsahom Gtvaru ohrani€eného grafom nezapornej funkcie
f € ¢(a,b) a priamkami x = a, x = b, y = 0 nazyvame hodnotu P;(a, b)
aditivnej funkcie intervalu na (a, b), ktora je medialna vzhlfadom na f.

Veta VI.6
Nech f € ¥(a,b) je nezaporné funkcia. Potom

b
Pt (a, b) :(%)/ f(x)dx.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

PloSny obsah rovinného atvaru

Y

Definicia (obsah plochy)

PloSnym obsahom Utvaru ohrani€eného grafom nezapornej funkcie
f € ¥(a,b) a priamkami x = a, x = b, y = 0 nazyvame hodnotu Ps(a, b)
aditivnej funkcie intervalu na (a, b), ktora je medialna vzhladom na f

>
| A

Dosledok

Ak f,g € ¥(a,b) také, Ze pre kazdé x € (a,b) je f(x) < g(x). Potom plosny
obsah Ps 4 Gtvaru ohrani¢eného grafmi funkcii f a g na intervale (a, b) je

P g(a,b) = %)/ (x) —f(x))dx.

v

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Objem rota ¢ného telesa ¢

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Objem rota ¢ného telesa ¢

Definicia (objem telesa)

Objemom rotacného telesa vytvoreného rotaciou plochy ohranic¢enej grafom
nezépornej funkcie f na intervale (a, b) nazyvame hodnotu Vs (a, b) aditivnej
funkcie V¢ na intervale (a, b), ktora je medialna vzhradom k funkcii 7f2.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Objem rota ¢ného telesa ¢

Definicia (objem telesa)

Objemom rotacného telesa vytvoreného rotaciou plochy ohranic¢enej grafom
nezépornej funkcie f na intervale (a, b) nazyvame hodnotu Vs (a, b) aditivnej
funkcie V¢ na intervale (a, b), ktora je medialna vzhradom k funkcii 7f2.

Veta VI.7

Nech f € €¢'(a,b) je nezaporna funkcia. Potom

Vi (a,b) = 7(#) /bfz(x)dx.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.




VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Objem rota ¢ného telesa

i
U
Doésledok

Ak f g € ¥(a,b) také, Ze pre kazdé x € (a,b) je f(x) < g(x). Potom objem
V; ¢ rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou plochy ohraniCenej grafmi
nezapornych funkcii f a g na intervale (a, b) okolo osi oy je

b
Vig(a,b) = w(%’)/a (9?(x) — f3(x)) dx.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Objem rota ¢ného telesa

Doésledok

Ak f g € ¥(a,b) také, Ze pre kazdé x € (a,b) je f(x) < g(x). Potom objem
V; ¢ rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou plochy ohraniCenej grafmi
nezapornych funkcii f a g na intervale (a, b) okolo osi oy je

b
Vig(a,b) = w(%’)/a (9?(x) — f3(x)) dx.

Poznamka: pre objem \7f ,g rotatného telesa, ktoré vznikne rotaciou plochy ohranicenej grafmi nezapornych funkcii f a g

na intervale (a, b) okolo osi oy plati _ b
Vi g(a,b) = () [ x(gx) — (x)) .
a

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Drzka rovinnej krivky

@i, f ()]

a=wg Ty @2 ... i ... h=g, %

Definicia (dizka krivky)

Nech f € €*(a,b) a (Dn)$° € Z(a,b) je normalna postupnost deleni. Ak dy
je dizka lomenej &iary utvorenej pomocou delenia D, a funkcie f, potom
Cislo

L¢(a,b) = lim 4y,

n—oo

nazyvame dizkou krivky danej grafom funkcie f na intervale (a,b).

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



tegral Geometrické aplikacie Z-integralu

Drzka rovinnej krivky

@i, f ()]

a=wg Ty @2 ... i ... h=g, %

Veta VI.8
Nech f € ¥*(a, b). Potom

b
Li(a,b) = (%)/ 1+ (F/(x))2 dx.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Drzka rovinnej krivky
Y,

8

Definicia (parametricky zadana krivka)

MnoZzinu bodov [x,y] nazyvame parametricky danou rovinnou krivkou C,
akk x = @(t), y = ¢(t), kde ¢ a ¢ su spojité funkcie definované na intervale
(o, B) majuice spojité derivacie ¢’ a ¢’ na («a, ).

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Drzka rovinnej krivky

Y,

8

Nech C je parametricky zadana rovinna krivka rovnicami x = ¢(t) a
y = ¢(t), t € (o, ), kde ¢ a 1) maju na («, §) spojité derivacie ¢’ a '.

Potom /\/ T O,

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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- b
5 (a, b) = 2 (@) / xy/1+ (17(x))? dx.
Ja
Ondrej Hutnik

bsah §f rotaného telesa vytvoreného rotaciou krivky danej grafom funkcie f so spojitou derivaciou

Poznamka: pre plosny o
na (a, b) okolo osi oy plati
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VI. Urcity integral

lochy

cnej p

bsah rota

Sny o

Plo

(t)a
/aw/.

=
acie ¢

jité deriv

)

B

)

krivka rovnicami x
spojit

(a

arovinna
Una

P(t), t € (o, 5), kde ¢ a ¥ maj

Potom

Nech C je parametricky zadan
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VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Dal3ie aplikécie — ukazky

Momenty: Ak v rovine xy hmotnost M s hustotou p = p(y) vypiiia nejaké
ohrani¢ené kontinuum  (Usecku, krivku, rovinnu plochu) a ak w = w(y) je
zodpovedajlica miera (dizka tse&ky alebo krivky, obsah plochy) tej &asti
kontinua €, pre ktorej body plati, Ze ich siradnice nie su vacsie ako y,
potom k-tym momentom hmotnosti M vzhladom k osi o, nazyvame Cislo

M = fim Zpy.)y. Bw(y) = () [ )y doty). k=0.1...

v(D)—0
Specialne pre k = 0 dostavame hmotnost M, pre k = 1 staticky moment a
pre k = 2 moment zotrvacnosti.

Pre p = 1 sa odpovedajlci moment nazyva geometricky (moment Gsecky
alebo krivky, rovinnej plochy, telesa, atd').

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Dal3ie aplikécie — ukazky
Momenty: Ak v rovine xy hmotnost M s hustotou p = p(y) vypiiia nejaké
ohrani¢ené kontinuum 2 (usecku, krivku, rovinnu plochu) a ak w = w(y) je
zodpovedajica miera (dlzka UseCky alebo krivky, obsah plochy) tej Casti
kontinua €, pre ktorej body plati, Ze ich siradnice nie su vacsie ako y,
potom k-tym momentom hmotnosti M vzhladom k osi o, nazyvame Cislo
M= Jim. ozp VWD) = () [ o)y duty). k=0.1....
Specialne pre k = 0 dostavame hmotnost M, pre k = 1 staticky moment a
pre k = 2 moment zotrvacnosti.

Pre p = 1 sa odpovedajuci moment nazyva geometricky (moment Usecky
alebo krivky, rovinnej plochy, telesa, atd').

TaZisko: Suradnice taZiska [xo,Yo] homogénnej rovinnej plochy s obsahom
S sa definuju predpisom
M(Y) M(X)

1 _ M

S » Yo S )
kde MY) a Mf‘) s geometrické statické momenty plochy vzhfadom k osiam
Oy a Oy.

Xo =

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

The Riemann integral is the workhorse of calculus.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Preco (nielen matematikom) Riemannov integral nesta  ¢i?

@ neda sa nim integrovat tak vela funkcii, ako by sme dufali (napr. vSetky
neohraniené funkcie automaticky vypadavaju z hry);

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Preco (nielen matematikom) Riemannov integrél nesta  Ci?

@ neda sa nim integrovat tak vela funkcii, ako by sme dufali (napr. vSetky
neohraniené funkcie automaticky vypadavaju z hry);

@ Cudné spravanie potvrdzuje aj fakt, Ze predefinovanim integrovatelnej
funkcie f len v jednom bode xg na f(Xp) = +oc0 sa ona stane
neintegrovatelnou — ale ved’ sme nezmenili obsah...)

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Preco (nielen matematikom) Riemannov integrél nesta  Ci?

@ neda sa nim integrovat tak vela funkcii, ako by sme dufali (napr. vSetky
neohraniené funkcie automaticky vypadavaju z hry);

@ Cudné spravanie potvrdzuje aj fakt, Ze predefinovanim integrovatelnej
funkcie f len v jednom bode xg na f(Xp) = +oc0 sa ona stane
neintegrovatelnou — ale ved' sme nezmenili obsah...)

@ Volterrova funkcia — Z-integral nedokaze integrovat' vSetky derivacie
(Newtonova-Leibnizova formula plati len za dodatoCnych podmienok,
ktoré sa nam nepacial);

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VI. Urcity integral Geometrické aplikacie Z-integralu

Preco (nielen matematikom) Riemannov integrél nesta  Ci?

@ neda sa nim integrovat tak vela funkcii, ako by sme dufali (napr. vSetky
neohraniené funkcie automaticky vypadavaju z hry);

@ Cudné spravanie potvrdzuje aj fakt, Ze predefinovanim integrovatelnej
funkcie f len v jednom bode xg na f(Xp) = +oc0 sa ona stane
neintegrovatelnou — ale ved' sme nezmenili obsah...)

@ Volterrova funkcia — Z-integral nedokaze integrovat' vSetky derivacie
(Newtonova-Leibnizova formula plati len za dodatoCnych podmienok,
ktoré sa nam nepacial);

@ mnozina #Z(a, b) je ako mnoZzina Q — derava!, t.j. existuju postupnosti
integrovatelnych funkcii, ktoré konverguju k neintegrovatelnej funkcii!
Napr.

1, x=5kez
0, inak

fa(x) = mlillﬂoo[cos(n!nx)]zm = { ,
pricom f,(x) € Z(a,b) — x(x) ¢ Z(a,b)

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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