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VII. Rady reálnych čísel

Nekone čné číselné rady – doterajšie poznatky

z rad cez pčs, t.j.
∞∑

n=1
an := lim

n→∞

n∑
k=1

an

z nutná podmienka konvergencie radu: Ak rad
∞∑

n=1
an konverguje, potom

lim
n→∞

an = 0.

z Dve tváre konvergencie:

Rad
∞∑

n=1
an absolútne konverguje, akk konverguje rad

∞∑
n=1

|an|. Ak rad
∞∑

n=1
an

konverguje, ale rad
∞∑

n=1
|an| diverguje, tak rad

∞∑
n=1

an nazývame relatívne

konvergentný.

z Ak rad konverguje absolútne, tak konverguje.

z Rad s nezápornými členmi je konvergentný práve vtedy, ked’ pčs je
ohraničená.

z Riemannov rad
∞∑

n=1

1
np konverguje len pre p > 1
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Nekone čné číselné rady – doterajšie poznatky

z rad cez pčs, t.j.
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VII. Rady reálnych čísel

(A) Kritériá na vyšetrenie absolútnej konvergencie

Veta (porovnávacie kritérium)

Nech 0 ≤ an ≤ bn platí pre skoro všetky n ∈ N. Potom

(i) ak rad
∞∑

n=1
bn konverguje, konverguje aj rad

∞∑
n=1

an;

(ii) ak diverguje rad
∞∑

n=1
an, tak diverguje rad

∞∑
n=1

bn.

Dôsledok (policajti pre rady): Nech pre skoro všetky n ∈ N platí an ≤ bn ≤ cn. Potom

(i) ak konvergujú rady
∞∑

n=1
an a

∞∑
n=1

cn , tak konverguje aj rad
∞∑

n=1
bn ;

(ii) ak rad
∞∑

n=1
an diverguje do +∞, tak

∞∑
n=1

bn diverguje do +∞;

(iii) ak rad
∞∑

n=1
cn diverguje do−∞, tak

∞∑
n=1

bn diverguje do−∞.

Veta (limitné porovnávacie kritérium)

Nech 0 ≤ an, bn pre skoro všetky n ∈ N a lim
n→∞

an
bn

= L ∈ R∗.

(i) Ak L < +∞ a
∞∑

n=1
bn je konvergentný rad, tak konverguje aj rad

∞∑
n=1

an.

(ii) Ak L > 0 a diverguje rad
∞∑

n=1
bn, potom diverguje aj rad

∞∑
n=1

an.
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VII. Rady reálnych čísel

Veta (Cauchyho odmocninné kritérium, 1821)

Nech 0 ≤ an pre skoro všetky n ∈ N.

(i) Ak (∃q < 1) n
√

an ≤ q pre skoro všetky n ∈ N, tak
∞∑

n=1
an konverguje.

Ak n
√

an ≥ 1 pre skoro všetky n ∈ N, rad
∞∑

n=1
an diverguje.

(ii) Nech lim
n→∞

n
√

an = q ∈ R∗. Potom pre q < 1 je rad
∞∑

n=1
an konvergentný

a pre q > 1 je rad
∞∑

n=1
an divergentný.

AUGUSTIN-LUIS CAUCHY (1789–1857)
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Veta (d’Alembertovo podielové kritérium, 1756)

Nech 0 < an pre skoro všetky n ∈ N.

(i) Ak (∃q < 1) an+1
an

≤ q pre skoro všetky n ∈ N, tak rad
∞∑

n=1
an konverguje.

Ak an+1
an

≥ 1 pre skoro všetky n ∈ N, rad
∞∑

n=1
an diverguje.

(ii) Ak lim
n→∞

an+1
an

= q ∈ R∗, tak pre q < 1 je rad
∞∑

n=1
an konvergentný

a pre q > 1 je rad
∞∑

n=1
an divergentný.

JEAN LE ROND D’ALEMBERT (1717–1783)
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Veta (Raabeho kritérium, 1834)

Nech 0 < an pre skoro všetky n ∈ N.

(i) Ak (∃r > 1) n
(

1− an+1
an

)
≥ r pre skoro všetky n ∈ N, tak rad

∞∑
n=1

an

konverguje.

(ii) Ak lim
n→∞

n
(

1− an+1
an

)
= q ∈ R∗, tak pre q > 1 rad

∞∑
n=1

an konverguje

a pre q < 1 rad
∞∑

n=1
an diverguje.

JOSEPH LUDWIG RAABE (1801–1859)
Poznámka: d’alšie kritériá pozri umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/MANa/DP_rady.pdf
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VII. Rady reálnych čísel

Integrálne kritérium konvergencie radov

Nevlastný R-integrál je spojitou analógiou nekonečných číselných radov, a
tak môžeme použit’ tento integrál na vyšetrovanie konvergencie číselných
radov.

Uvažujme rad
∞∑

n=1
an, an ≥ 0, n ∈ N. Zobrazme členy radu:

n

an

n

an

0

Zafarbená plocha predstavuje čiastočný súčet daného radu a je to zároveň
dolný súčet nejakej funkcie pre ekvidištačné delenie D s normou ν(D) = 1.

Ondrej Hutník Matematická analýza III.



VII. Rady reálnych čísel
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Integrálne kritérium konvergencie radov

Veta VII.5

Nech funkcia f je spojitá, nezáporná, nerastúca na intervale 〈K ,+∞) taká,
že f (n) = an pre skoro všetky n ∈ N. Potom

(i) ak nevlastný integrál (R)

∫ ∞

K
f (t) dt konverguje, tak rad

∞∑
n=1

an je

konvergentný,

(ii) ak nevlastný integrál (R)

∫ ∞

K
f (t) dt diverguje, tak rad

∞∑
n=1

an diverguje.

n

an

n

an

0
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