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VII. Rady reélnych ¢isel

(A) Kritéria na vySetrenie absolutnej konvergencie

Fakt: Na vySetrenie konvergencie radu nepotrebujeme poznat' jeho sucet!

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VII. Rady reélnych ¢isel

(A) Kritéria na vySetrenie absolutnej konvergencie
Fakt: Na vySetrenie konvergencie radu nepotrebujeme poznat' jeho sucet!

"I« Porovnavacie kr|ter|um Ak 0 < ap < by, pre skoro vsetky neN,takz

konvergencie radu Z b, vyplyva konvergencia radu Z a, a z divergencie
n=1 n=1

radu Z an vyplyva divergencia radu E bp.
n=1 n=1
Y Limitné porovnavacie kritérium: Nech 0 < a, < by, pre skoro vSetky
neNa I|m %nl—Le]R*
(i) Ak L < +oo a Z b, je konvergentny rad, tak konvergme aj rad Z an.
n=1

() AkL>0a dlvergu1e rad Z by, potom diverguje aj rad Z an.
=1 =1

4 Cauchyho kondenzacné kritérium: Ak (a,)$° je nerastiica postupnost
nezapornych Cisel, tak rad > a, konverguje prave vtedy, ked’ konverguje
n=1
rad - 2"an.
n=0
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VII. Rady reélnych ¢isel

(A) Kritéria na vySetrenie absolutnej konvergencie

"I Podielové (d’Alembertovo) kritérium: Ak 0 < a, a aa—:l < q < 1 pre skoro
vSetky n € N, tak rad > a, konverguje. Ak aa—:l > 1 pre nekonecne vela
n=1

n € N, tak rad ioj a, diverguje.
n=1

Y4 Odmocninové (Cauchyho) kritérium: ak 0 < an a y/a, < g < 1 pre skoro

o)
vSetky n € N, tak rad > a, konverguje. Ak pre nekonecne vela n € N plati
n=1

nerovnost /a, > 1, tak rad > a, diverguje.
n=1

" Raabeho kritérium: ak 0 < a, a existuje r e R,r > 1 také, Ze pre skoro

vSetky n € N plati n (1 — a"“) >r, tak rad Z an konverguje.

n=1
"I Integralne kritérium: ak pre spojitd, nezaporna, nerasticu funkciu f na
intervale (K, 4+o00) plati f(n) = an pre skoro vSetky n € N, tak nevlastny

integrél (%) fK (t)dt arad Z an konverguju/diverguju sticasne
=1
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(B) Kritéria na vySetrenie relativnej konvergencie

Otazka: Co v pripade, ked' rad absolttnych hodnét diverguje?

o0 oo oo
Pripomenutie: Akrad ) ap konverguje, alerad )° |an| diverguje, tak rad Y~ an nazyvame relativne konvergentny.
n=1 n=1 n=1
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(B) Kritéria na vySetrenie relativnej konvergencie

Otazka: Co v pripade, ked' rad absolttnych hodnét diverguje?

o0 oo oo
Pripomenutie: Akrad ) ap konverguje, alerad )° |an| diverguje, tak rad Y~ an nazyvame relativne konvergentny.
n=1 n=1 n=1

Lema (Abelova, 1826)

n
Nech (a,);” a (bn);” st fubovolné postupnosti a nech A, = 3" ax. Potom
k=1
pre kazdé m,n € N také, Ze m < n, plati

n n
> akbk = | > Ac(bk — biia) | — An_1bm + Anbny1,
k=m k=m

pricom kladieme Ag := 0.
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(B) Kritéria na vySetrenie relativnej konvergencie

Otazka: Co v pripade, ked' rad absolttnych hodnét diverguje?

o0 oo oo
Pripomenutie: Akrad ) ap konverguje, alerad )° |an| diverguje, tak rad Y~ an nazyvame relativne konvergentny.
n=1 n=1 n=1

Lema (Abelova, 1826)

n
Nech (a,);” a (bn);” st fubovolné postupnosti a nech A, = 3" ax. Potom
k=1
pre kazdé m,n € N také, Ze m < n, plati

n n
> akbk = | > Ac(bk — biia) | — An_1bm + Anbny1,
k=m k=m

pricom kladieme Ag := 0.

Dokaz: Zrejme pre Ay = a; + ap + . . . + a a pre sucin a, by plati rovnost
agby = (Ax — Ax_1)bk = Acbk — Axbi g1 + (Akbiyr — Ak—1by) -

Néaslednou suméaciou uvedenej rovnosti od m po n dostavame vysledok. O

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



(B) Kritéria na vySetrenie relativnej konvergencie

Otazka: Co v pripade, ked' rad absolttnych hodnét diverguje?

o0 oo oo
Pripomenutie: Akrad ) ap konverguje, alerad )° |an| diverguje, tak rad Y~ an nazyvame relativne konvergentny.
n=1 n=1 n=1

Lema (Abelova, 1826)

n
Nech (a,);” a (bn);” st fubovolné postupnosti a nech A, = 3" ax. Potom
k=1
pre kazdé m,n € N také, Ze m < n, plati

n n
> akbk = | > Ac(bk — biia) | — An_1bm + Anbny1,
k=m k=m

pricom kladieme Ag := 0.

Dokaz: Zrejme pre Ay = a; + ap + . . . + a a pre sucin a, by plati rovnost
agby = (Ax — Ax_1)bk = Acbk — Axbi g1 + (Akbiyr — Ak—1by) -
Néaslednou suméaciou uvedenej rovnosti od m po n dostavame vysledok. O

Meisterstiick : L'ahké na overenie, tazké na objavenie!

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VII. Rady reélnych ¢isel

n n
Abelova sumaciapo &astiach: (Ym,n € N,m <n) > acb = > Ac(be — byi1) — Ag_1bm + Anbpy,
n
kde Ap = 3 ag aAg =0 k=m k=m
k=1

Veta VII.6

n
Nech (a,);” a (bn);" st postupnosti realnych €isel a nech A, = 3" an.
n=1

o0
Akrad Y An(bn, — bpi1) konverguje a existuje vlastna limita nIim Anbnii,
n:1 — 00

tak rad > a,b, konverguje.
n=1

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VII. Rady reélnych ¢isel

n n
Abelova sumaciapo &astiach: (Ym,n € N,m <n) > acbe = > Ac(b — bei1) — Ap—1bm + Anbpya,

kde An = Xn: a aAg =0 k=m k=m
k=1
Veta VII.6
n
Nech (a,);” a (bn);" st postupnosti realnych €isel a nech A, = 3" an.
n=1
o0
Akrad Y An(b, — bpi1) konverguje a existuje vlastna limita lim Anbp1,
n=1 n—oo
tak rad > a,b, konverguje.
n=1

oo
Dokaz: Na zéklade Abelovej lemy pre postupnost Eiastoénych sagtov (sy )7 radu Y anbn am = 1 plati
n=.

k k k
Sk =) @nbn =Y An(bn — byy1) — Agby + Acbyia = D An(bn — bppg) + Axbiya-
n=1 n=1 n=1

A teda postupnost (s )7 Eiastocnych stctov konverguje, ak oba stitance na pravej strane rovnosti konvergujd. O

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VII. Rady reélnych ¢isel

n n
Abelova sumaciapo &astiach: (Ym,n € N,m <n) > acbe = > Ac(b — bei1) — Ap—1bm + Anbpya,
n
kde Ap = 3 ag aAg =0 k=m k=m
k=1

Veta VII.6

n
Nech (a,);” a (bn);" st postupnosti realnych €isel a nech A, = 3" an.
n=1

o0
Akrad Y An(bn, — bpi1) konverguje a existuje vlastna limita nIim Anbnii,
n:1 — 00

tak rad > a,b, konverguje.
n=1

oo
Dokaz: Na zéklade Abelovej lemy pre postupnost Eiastoénych sagtov (sy )7 radu Y anbn am = 1 plati
n=.

k k k
Sk =) @nbn =Y An(bn — byy1) — Agby + Acbyia = D An(bn — bppg) + Axbiya-
n=1 n=1 o1

A teda postupnost (s )7 Eiastocnych stctov konverguje, ak oba stitance na pravej strane rovnosti konvergujd. O

oo
Poznamka: Uvedené veta nerieSi priamo otazku konvergencie radu )" apbp, iba ju prevadza na iné dve otazky, ktoré su ale
n=1

v mnohych pripadoch jednoduchsie na rozrieSenie. Vysledok je v mnohych aspektoch d'alekosiahly a umoziiuje ndAm okamzite

odvodit niektoré Specialnejsie kritéria, ktoré su jednoduchsie na aplikaciu.
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Veta VII.6

n
Nech (a,);” a (bn);” st fubovolné postupnosti a nech A, = Z an.
Ak rad Z An(bn — bn+1) konverguje a existuje vlastna I|m|ta I|m Anan,

tak konvergUJe aj rad E anbn.
n=1

Désledok (Abelovo kritérium, 1826)

Nech > a, je konvergentny rad a (b,);" je monoténna a ohrani¢ena
n=1
postupnost. Potom rad Z anbn konverguje.
n=1

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



Veta VII.6

n
Nech (a,);” a (bn);" st fubovolné postupnosti a nech A, = > an.
[eS) n=1
Ak rad Z An(bn — bn+1) konverguje a existuje vlastna limita I|m Anan,

tak konvergUJe aj rad E anbn.
n=1

Désledok (Abelovo kritérium, 1826)

Nech > a, je konvergentny rad a (b,);" je monoténna a ohrani¢ena
n=1
postupnost. Potom rad Z anbn konverguje.
n=1

o0
Dokaz: KedZerad Y- an konverguje, konverguje aj postupnost (An)7 jeho Eiastognych stgtov, oznaéme jej limitu A. Podra
n=1
Vety o konvergencii monotdnnej a ohrani¢enej postupnosti mame n lim by = B a naviac plati, ze
— 00

oo
Zl(bn —bpya) = lim_((by —bp) + (bp —b3) + ...+ (bn — bpyq)) = lim (by — bpyq) =by —B.
n=
) oo
Z konvergencie (An){° a konvergencie radu 3~ (bn — by1) méme konvergenciu radu Y- An(bn — b, 1) atiez
nfl n=1

I|m Anbpi1 = AB. Podra Vety VII.6 rad Z anbp konverguje. O
n=1

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



Veta VII.6

n
Nech (a,);” a (bn);” st fubovolné postupnosti a nech A, = Z an.
Ak rad Z An(bn — bn+1) konverguje a existuje vlastna I|m|ta I|m Anan,

tak konvergUJe aj rad E anbn.
n=1

Désledok (Dirichletovo kritérium, 1863)

Ak postupnost Eiastocnych stctov radu Y a, je ohrani¢ena a (by);° je
n=1
monoténna postupnost taka, ze I|m b, =0, tak rad Z anb, konverguje.
n=1

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



Veta VII.6

n
Nech (a,);” a (bn);" st fubovolné postupnosti a nech A, = > an.
[eS) n=1
Ak rad Z An(bn — bn+1) konverguje a existuje vlastna limita I|m Anan,

tak konvergUJe aj rad E anbn.
n=1

Désledok (Dirichletovo kritérium, 1863)

Ak postupnost Eiastocnych stctov radu Y a, je ohrani¢ena a (by);° je
n=1
monoténna postupnost taka, ze I|m b, =0, tak rad Z anbn konverguje.
n=1

oo oo
Dokaz: Nech (An)7 je postupnost Eiastoénych stétov radu 3 an. Konvergenciu radu > An(bn — bp1) sme vySetril
n=1 n=1
v dokaze Abelovho kritéria. Ked'ze (An)fo je ohranicena, tak existuju K, L € R také, Ze
(vn € N) Kbpig < Anbpyg < Lbpig.

Potom I|m Anbp1 = 0 na zaklade vety o zovreti a rad Z apbp konverguje podfa Vety VII.6. O
n=.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VII. Rady reélnych ¢isel

n
Nech (a,);” a (bn);" st fubovolné postupnosti a nech A, = > an.
[eS) n=1
Ak rad Z An(bn — bn+1) konverguje a existuje vlastna limita I|m Anan,

tak konvergUJe aj rad E anbn.
n=1

Otazka: Kedy je nutna podmienka konvergencie radu zaroven postacujlicou?

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



Veta VII.6

n
Nech (a,);” a (bn);" st fubovolné postupnosti a nech A, = > an.
[eS) n=1
Ak rad Z An(bn — bn+1) konverguje a existuje vlastna limita I|m Anan,

tak konvergUJe aj rad E anbn.
n=1

Otazka: Kedy je nutna podmienka konvergencie radu zaroven postacujlicou?

Rad Y a, nazyvame alternujdci, akk (Vn € N) sgnan ;1 = —sgnan.
n=1

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



Veta VII.6

n
Nech (a,);” a (bn);" st fubovolné postupnosti a nech A, = > an.
[eS) n=1
Ak rad Z An(bn — bn+1) konverguje a existuje vlastna limita I|m Anan,

tak konvergUJe aj rad E anbn.
n=1

Otazka: Kedy je nutna podmienka konvergencie radu zaroven postacujlicou?
Definicia

Rad Y a, nazyvame alternujdci, akk (Vn € N) sgnan ;1 = —sgnan.
n=1

)
Dohoda: alternujtici rad = rad tvaru 5~ (—1)"*a,
n=1

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



Veta VII.6

n
Nech (a,);” a (bn);" st fubovolné postupnosti a nech A, = > an.
[eS) n=1
Ak rad Z An(bn — bn+1) konverguje a existuje vlastna limita I|m Anan,

tak konvergUJe aj rad E anbn.
n=1

Otazka: Kedy je nutna podmienka konvergencie radu zaroven postacujlicou?
Definicia

Rad Y a, nazyvame alternujdci, akk (Vn € N) sgnan ;1 = —sgnan.
n=1

)
Dohoda: alternujtici rad = rad tvaru 5~ (—1)"*a,
n=1

Désledok (Leibnizovo kritérium, 1682)
Nech (an);° je nerastlca postupnost nezapornych &isel. Alternujtci rad

f (—1)"+1a, konverguje prave vtedy, ked nIim a, =0.
n=1 — 00

Dokaz: Specialny pripad Dirichletovho kritéria!

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



Definicia

Rad Y a, nazyvame alternujdci, akk (Vn € N) sgnan 1 = —sgnan.
n=1

Leibnizovo kritérium konvergencie alternujiceho radu, 1682

Nech (an)$° je nerastiica postupnost kladnych &isel. Rad Y (—1)"*a, je
n=1

konvergentny prave vtedy, ked nIim ap = 0.

GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716)

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



Definicia

Rad Y a, nazyvame alternujdci, akk (Vn € N) sgnan 1 = —sgnan.
n=1

Leibnizovo kritérium konvergencie alternujiceho radu, 1682

o0
Nech (an)$° je nerastiica postupnost kladnych &isel. Rad Y (—1)"*a, je
n=1
konvergentny prave vtedy, ked nIim ap = 0.

Poznamky:
(i) Aj podra Leibnizovho kritéria Grandiho rad (s postupnostou a, = 1) diverguje!

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



Definicia

Rad Y a, nazyvame alternujdci, akk (Vn € N) sgnan 1 = —sgnan.
n=1

Leibnizovo kritérium konvergencie alternujiceho radu, 1682

o0
Nech (an)$° je nerastiica postupnost kladnych &isel. Rad Y (—1)"*a, je
n=1

konvergentny prave vtedy, ked nIim ap = 0.

Poznamky:
(i) Aj podra Leibnizovho kritéria Grandiho rad (s postupnostou a, = 1) diverguje!

.- e X (—yntt . P .
(il)  Leibnizov (anharmonicky) rad - *——— konverguje! Aky ma ale scet?
n=1

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



Definicia

Rad Y a, nazyvame alternujdci, akk (Vn € N) sgnan 1 = —sgnan.
n=1

Leibnizovo kritérium konvergencie alternujiceho radu, 1682

o0
Nech (an)$° je nerastiica postupnost kladnych &isel. Rad Y (—1)"*a, je
n=1

konvergentny prave vtedy, ked nIim ap = 0.

Poznamky:
(i) Aj podra Leibnizovho kritéria Grandiho rad (s postupnostou a, = 1) diverguje!

.- e X (—yntt . P .
(il)  Leibnizov (anharmonicky) rad - *——— konverguje! Aky ma ale scet?
n=1

(i) Predpoklad nerasttcosti postupnosti (an)1°° v Leibnizovom kritériu sa neda vynechat!!! Napr.

S (1-(-1)" 1 14(-1)"
Z( 2 2 >

n=1

1— (=" 1 1 —1)n
je alternujuci rad, kde an = (—1)"4rl ( (2 ) o T +; ) ) > 0 pre kazdé n € N.
n

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



Definicia

Rad Y a, nazyvame alternujdci, akk (Vn € N) sgnan 1 = —sgnan.
n=1

Leibnizovo kritérium konvergencie alternujiceho radu, 1682

o0
Nech (an)$° je nerastiica postupnost kladnych &isel. Rad Y (—1)"*a, je
n=1

konvergentny prave vtedy, ked nIim ap = 0.

Poznamky:
(i) Aj podra Leibnizovho kritéria Grandiho rad (s postupnostou a, = 1) diverguje!

.- e X (—yntt . P .
(il)  Leibnizov (anharmonicky) rad - *——— konverguje! Aky ma ale scet?
n=1

(i) Predpoklad nerasttcosti postupnosti (an)1°° v Leibnizovom kritériu sa neda vynechat!!! Napr.

S (1-(-1)" 1 14(-1)"
Z( 2 2 >

n=1

1—(=1)" 1 14 (="
2 2n 2n

je alternujuci rad, kde an = (—1)"4rl ( ) > 0 pre kazdé n € N. Tato postupnost

oo
nie je monoténna , avsak R lim an = 0. DA saukazat, zerad ) an diverguje.
e n=1
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VII. Rady reélnych ¢isel

Nekone €né postupnosti a rady funkcii —na  ¢o?

... so it is the advantage of infinite variable-sequences that classes of more complicated terms... may be reduced to infinite
series of fractions having simple numerators and denominators...
Newton:De methodis serierum et fluxiony(t671)

Taylorov polyném (1715) = vyborna aproximacia (hladkej) funkcie na okoli
nejakého bodu, napr.

x2 x4 o XX n
To(c0s,0)() = 1= 5 + Zr -+ (1 5y k=E (5)
y
—én -1 TI 2In X
n=0
o(x) =1

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VII. Rady reélnych ¢isel

Nekone €né postupnosti a rady funkcii —na  ¢o?

... so it is the advantage of infinite variable-sequences that classes of more complicated terms... may be reduced to infinite
series of fractions having simple numerators and denominators...
Newton:De methodis serierum et fluxiony(t671)

Taylorov polyném (1715) = vyborna aproximacia (hladkej) funkcie na okoli
nejakého bodu, napr.

x2 x4 o XX n
Ta(€0s,0)(x) =1 = 5 + 7+ + (-1 k_E(E)
—én —‘71 T 2In X
n=2

X2
Tz(X)=1—?
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VII. Rady reélnych ¢isel

Nekone €né postupnosti a rady funkcii —na  ¢o?

... so it is the advantage of infinite variable-sequences that classes of more complicated terms... may be reduced to infinite
series of fractions having simple numerators and denominators...
Newton:De methodis serierum et fluxiony(t671)

Taylorov polyném (1715) = vyborna aproximacia (hladkej) funkcie na okoli
nejakého bodu, napr. , ”e
xZ x4 K X n
To(c0s,0)() = 1= 5 + Zr -+ (1 5y k=E (5)

2n X

=

21 =M
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VII. Rady reélnych ¢isel

Nekone €né postupnosti a rady funkcii —na  ¢o?

... so it is the advantage of infinite variable-sequences that classes of more complicated terms... may be reduced to infinite
series of fractions having simple numerators and denominators...
Newton:De methodis serierum et fluxiony(t671)

Taylorov polyném (1715) = vyborna aproximacia (hladkej) funkcie na okoli
nejakého bodu, napr.

x2 x4 o XX n
To(c0s,0)() = 1= 5 + Zr -+ (1 5y k=E (5)
21 -n m 2n X
n==6
X x* X
Ts(x)=1—E+E—§

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VII. Rady reélnych ¢isel

Nekone €né postupnosti a rady funkcii —na  ¢o?

... so it is the advantage of infinite variable-sequences that classes of more complicated terms... may be reduced to infinite
series of fractions having simple numerators and denominators...
Newton:De methodis serierum et fluxiony(t671)

Taylorov polyném (1715) = vyborna aproximacia (hladkej) funkcie na okoli
nejakého bodu, napr.
x2 x4

2k
Ta(C0s,0)(x) = 1 = o+ 5 + -+ + (1) (;k)!, k=E (g)

-2 - n 2nr X

x° xt XX

TB(X)=1—?+H—E+E
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VII. Rady reélnych ¢isel

Nekone €né postupnosti a rady funkcii —na  ¢o?

... so it is the advantage of infinite variable-sequences that classes of more complicated terms... may be reduced to infinite
series of fractions having simple numerators and denominators...
Newton:De methodis serierum et fluxiony(t671)

Taylorov polyném (1715) = vyborna aproximacia (hladkej) funkcie na okoli
nejakého bodu, napr.
x2 x4

2k
Ta(C0s,0)(x) = 1 = o+ 5 + -+ + (1) (;k)!, k=E (g)

_én n m éﬂ X

X2 X4 XG XB X10

el = T )
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VII. Rady reélnych ¢isel

Nekone €né postupnosti a rady funkcii —na  ¢o?

... so it is the advantage of infinite variable-sequences that classes of more complicated terms... may be reduced to infinite
series of fractions having simple numerators and denominators...
Newton:De methodis serierum et fluxiony(t671)

Taylorov polyném (1715) = vyborna aproximacia (hladkej) funkcie na okoli
nejakého bodu, napr.

x2 x4 o XX n
To(c0s,0)() = 1= 5 + Zr -+ (1 5y k=E (5)
\ y
—-2n - m 2m X
n=12

XZ X4 XG XB X10 X12

T =1- X X X X X
12X) 2 W e tE 10 1A

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VII. Rady reélnych ¢isel

Nekone €né postupnosti a rady funkcii —na  ¢o?

... so it is the advantage of infinite variable-sequences that classes of more complicated terms... may be reduced to infinite
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Otéazka: Ma takéto vlastnosti aj sticet nekonecného poctu funkcii?

The following theorem can be found in the work of Mr. Cauchy: “If the various terms of the sgyiesu; + uy + .
are continuous functions, ... then the sum of the series is also a continuous function.” But it seems to me that thls theorem
admits exceptions.

Abel: Ouevreq1826)

Where is it proved that one obtains the derivative of an infinite series by taking the derivative of each term?
Abel: Ouevreq1826)

Until very recently it was believed, that the integral of a convergent series ... is equal to the sum of the integrals of the

individual terms, and Mr. Weierstrass was the first to observe ...
Heine:Ueber trigonometrischen Reih¢h870)
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Definicia — funkcionalna postupnost
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postupnost, zapisujeme (fn(x))° = {f1(x),f2(x), ..., fa(x),... }.

2 nx

Priklady : fa(x) =x", x € (-1,1),  6(¥) = —3 e

x €(0,1)
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