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VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

Mocninové rady — historické okienko

@ niektoré mocninové rady (ako napr. geometricky rad) boli intuitivne zndme uz
v starovekom Grécku;

@ indicky matematik MADHAVA (14. stor.) je povaZzovany za predchodcu modernej
koncepcie mocninovych radov — zaslizil sa o Stadium konvergencnych kritérif;

@ v Eurépe JAMES GREGORY ako prvy vytvoril niekolko mocninovych radov
v polovici 17. storocia — od neho pochadzaju pojmy konvergencia a divergencia
radu (1668);

@ prveé systematické pouzitie ucinil ISAAC NEWTON, podfa ktorého to bol jeho
najvacsi matematicky objav: lubovolna rovnica (algebricka, diferencialna, atd'.)
sa da rieSit pomocou substituovania mocninového radu s neur€itymi
koeficientmi, ktoré sa daju presne urcit;;

@ v roku 1715 vytvoril BROOK TAYLOR vSeobecnu metédu pre konStrukciu
Taylorovych radov;

@ matematici 18. storocCia (Euler, d’Alembert, MacLaurin, Lagrange, atd’.)
mocninové rady zacali pouzivat vo velkom na rieSenie vSetkych druhov
problémov — prevazne formalne manipulacie, Castokrat s nespravnym
vysledkom!

@ rigordzna tedria konvergencie vSak bola uc¢inena az Cauchym a Abelom v 20.
rokoch 19. storo€ia;

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

Mocninové rady

After a scientific meeting at which Cauchy presented his theory on the convergence of series Laplace hastened home and
remained there in reclusion until he had examined the series Médusanique célestéuckily every one was found to be
convergent.

Kline: Mathematical thought from ancient to modern tin&872)

Definicia (mocninového radu)

Rad Y an(x —a)", kde a,x € R a a, € R nazyvame mocninovy rad.
n=0
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Pricom
@ a, nazyvame n-ty koeficient radu,
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Mocninové rady

After a scientific meeting at which Cauchy presented his theory on the convergence of series Laplace hastened home and
remained there in reclusion until he had examined the series Médusanique célestéuckily every one was found to be
convergent.

Kline: Mathematical thought from ancient to modern tin&872)
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Rad Y an(x —a)", kde a,x € R a a, € R nazyvame mocninovy rad.
n=0

Pricom
@ a, nazyvame n-ty koeficient radu,
@ a nazyvame stred radu,
@ an(x —a)" nazyvame n-ty clen radu.

oo
Pozorovanie: Geometricky rad > x" je mocninovy rad so stredom a = 0 a koeficientmi an = 1, ktory je konvergentny len
n=0

pre x € (—1,1) a pre také x mé saet rovny 12, t.

s 1

f(x):ngox =T x € (—1,1).

Provoka ¢néa otazka: Preco uvazujeme indexy len nezaporné celé Cisla? Nemozeme uvazovat vsetky celé Cisla?
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o0
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Mocninové rady

After a scientific meeting at which Cauchy presented his theory on the convergence of series Laplace hastened home and
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x €R; Y aq(x —a)" konverguje
n=0

Pozorovania :

@ Obor konvergencie mocninového radu je vzdy neprazdna mnozina, t.j.
obsahuje aspon stred mocninového radu.
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Mocninové rady

After a scientific meeting at which Cauchy presented his theory on the convergence of series Laplace hastened home and
remained there in reclusion until he had examined the series Médusanique célestéuckily every one was found to be
convergent.

Kline: Mathematical thought from ancient to modern tin&872)

Definicia (oboru konvergencie)

o0
Oborom konvergencie mocninového radu Y a,(x —a)" nazyvame mnozinu

n=0
o0
x €R; Y aq(x —a)" konverguje
n=0

Pozorovania :

@ Obor konvergencie mocninového radu je vzdy neprazdna mnozina, t.j.
obsahuje aspon stred mocninového radu.

@ Obor konvergencie geometrického radu je interval, ktory je symetricky
vzhladom na stred tohto radu.

Plati to pre kazdy mocninovy rad?
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Mocninové rady

After a scientific meeting at which Cauchy presented his theory on the convergence of series Laplace hastened home and
remained there in reclusion until he had examined the series Médusanique célestéuckily every one was found to be

convergent.
Kline: Mathematical thought from ancient to modern tin&872)

Dohoda (na strede nezalezi?): Substiticiou x —a =y prevedieme rad
o0

&)
>~ an(x —a)" so stredom v bode a, narad Y a,y" so stredom v bode 0.
n=0 n=0
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n=0

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

Mocninové rady

After a scientific meeting at which Cauchy presented his theory on the convergence of series Laplace hastened home and
remained there in reclusion until he had examined the series Médusanique célestéuckily every one was found to be

convergent.
Kline: Mathematical thought from ancient to modern tin&872)

Dohoda (na strede nezalezi?): Substiticiou x —a =y prevedieme rad
o0

&)
>~ an(x —a)" so stredom v bode a, narad Y a,y" so stredom v bode 0.
n=0 n=0

Teda vySetrovanie vlastnosti tychto radov je ekvivalentné, pre jednoduchost
d'alej vySetrujeme vlastnosti mocninového radu so stredom v bode a = 0,

t.j. radov tvaru
oo
Z anx".
n=0

oo
Oznacenie: Pre skratenie dal$ich textov budeme mocninovy rad Y~ anx" oznagovat (MR).
n=0

Zaujimaju nas dva okruhy problémov:

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

Mocninové rady

After a scientific meeting at which Cauchy presented his theory on the convergence of series Laplace hastened home and
remained there in reclusion until he had examined the series Médusanique célestéuckily every one was found to be
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oo
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n=0

Zaujimaju nas dva okruhy problémov:

(A) Aky je obor konvergencie radu (MR), ako ho najst?
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VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

(A) Niekorko pomocnych tvrdeni

Nech rad (MR) konverguje v bode xo # 0 a hech 0 < a < |Xg|. Potom tento
rad absoldtne konverguje v kazdom x € (—«, a) a konverguje rovnomerne
na intervale (—«, ).
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(A) Niekorko pomocnych tvrdeni

Nech rad (MR) konverguje v bode xo # 0 a hech 0 < a < |Xg|. Potom tento
rad absoldtne konverguje v kazdom x € (—«, a) a konverguje rovnomerne
na intervale (—«, ).

konverguje v xg

Ty —v 0 & —xq
absoltitne a rovnomerne konverguje: |z < a

obr.11

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

(A) Niekorko pomocnych tvrdeni

Lema VIII.2

Nech rad (MR) konverguje v bode xo # 0 a hech 0 < a < |Xg|. Potom tento
rad absoldtne konverguje v kazdom x € (—«, a) a konverguje rovnomerne
na intervale (—«, ).

Lema VIII.3
Nech rad (MR) konverguje v bode xo # 0 a nech |y| < |Xo|. Potom rad

o0
any" absolutne konverguje.
n=0
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!

—Z 0 Zo

absolitne konverguje: |z| < |zo]

obr.12
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Nech rad (MR) konverguje v bode xo # 0 a nech |y| < |Xo|. Potom rad

o0
any" absolutne konverguje.
n=0

Lema VIIl.4

Nech rad (MR) diverguje alebo relativne konverguje v bode x; # 0. Potom
diverguje v kazdom x € R takom, Ze |X| > |X1].
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Lema VIIl.4

Nech rad (MR) diverguje alebo relativne konverguje v bode x; # 0. Potom
diverguje v kazdom x € R takom, Ze |X| > |X1].

diverguje v 1

L,

—I 0 X1

diverguje: |z| > |z1]
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VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

(A) Polomer konvergencie

Even if we consider the simplest case, there is not in all mathematics a single infinite series whose sum has been
rigorously determined. In other words, the most important areas of mathematics prove to be without a foundation.
Abel: Ouevreq1826)

Definicia (polomeru konvergencie)

1. Ak obor konvergencie mocninového radu (MR) nie je R, tak polomerom
konvergencie mocninového radu nazyvame cislo p > 0 také, ze

@ pre |x| < p mocninovy rad konverguje,
@ pre |x| > p mocninovy rad diverguje.

2. Ak obor konvergencie mocninového radu (MR) je R, tak Cislo p = +oco
nazyvame jeho polomer konvergencie.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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Pozorovanie: Z definicie polomeru konvergencie je zrejmé, Ze Cislo p > 0 sUvisi s existenciou suprema mnoziny

oo
A= {x > 0, takych, Zerad  anx" konverguje} .

n=0
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Even if we consider the simplest case, there is not in all mathematics a single infinite series whose sum has been
rigorously determined. In other words, the most important areas of mathematics prove to be without a foundation.
Abel: Ouevreq1826)

Definicia (polomeru konvergencie)

1. Ak obor konvergencie mocninového radu (MR) nie je R, tak polomerom
konvergencie mocninového radu nazyvame cislo p > 0 také, ze

@ pre |x| < p mocninovy rad konverguje,
@ pre |x| > p mocninovy rad diverguje.

2. Ak obor konvergencie mocninového radu (MR) je R, tak Cislo p = +oco
nazyvame jeho polomer konvergencie.

Pozorovanie: Z definicie polomeru konvergencie je zrejmé, Ze Cislo p > 0 sUvisi s existenciou suprema mnoziny

oo
A= {x > 0, takych, Zerad  anx" konverguje} .

n=0

Tvrdenie VIII.5

Mocninovy rad (MR) ma vzdy polomer konvergencie.
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(A) Polomer konvergencie

Even if we consider the simplest case, there is not in all mathematics a single infinite series whose sum has been
rigorously determined. In other words, the most important areas of mathematics prove to be without a foundation.
Abel: Ouevreq1826)

Definicia (polomeru konvergencie)

1. Ak obor konvergencie mocninového radu (MR) nie je R, tak polomerom
konvergencie mocninového radu nazyvame cislo p > 0 také, ze

@ pre |x| < p mocninovy rad konverguje,
@ pre |x| > p mocninovy rad diverguje.

2. Ak obor konvergencie mocninového radu (MR) je R, tak Cislo p = +oco
nazyvame jeho polomer konvergencie.

Ponau €enie: Z uvedenej definicie vyplyva, Ze:

(i) €islo p je jednoznacne urcené;

(ii) ak p je polomer konvergencie radu (MR), potom pre x € (—p, p) rad konverguje a pre x € (—oo, —p) U (p, +00) rad
diverguje.

diverguje diverguje
P 0 —p
absolitne konverguje
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(A) Polomer konvergencie

Even if we consider the simplest case, there is not in all mathematics a single infinite series whose sum has been
rigorously determined. In other words, the most important areas of mathematics prove to be without a foundation.
Abel: Ouevreq1826)

Definicia (polomeru konvergencie)

1. Ak obor konvergencie mocninového radu (MR) nie je R, tak polomerom
konvergencie mocninového radu nazyvame cislo p > 0 také, ze

@ pre |x| < p mocninovy rad konverguje,
@ pre |x| > p mocninovy rad diverguje.

2. Ak obor konvergencie mocninového radu (MR) je R, tak Cislo p = +oco
nazyvame jeho polomer konvergencie.

Ponau €enie: Z uvedenej definicie vyplyva, Ze:

(i) €islo p je jednoznacne urcené;
(ii) ak p je polomer konvergencie radu (MR), potom pre x € (—p, p) rad konverguje a pre x € (—oo, —p) U (p, +00) rad

diverguje.
Upozornenie: Ni¢ sa nehovori o konvergencii radu v krajnych bodoch x = pax = —p!
diverguje diverguje
P 0 -P

absolitne konverguje
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(A) Polomer konvergencie

Even if we consider the simplest case, there is not in all mathematics a single infinite series whose sum has been
rigorously determined. In other words, the most important areas of mathematics prove to be without a foundation.
Abel: Ouevreq1826)

Definicia (polomeru konvergencie)

1. Ak obor konvergencie mocninového radu (MR) nie je R, tak polomerom
konvergencie mocninového radu nazyvame cislo p > 0 také, ze

@ pre |x| < p mocninovy rad konverguje,
@ pre |x| > p mocninovy rad diverguje.

2. Ak obor konvergencie mocninového radu (MR) je R, tak Cislo p = +oco
nazyvame jeho polomer konvergencie.

Zhrnutie:
(1) Obor konvergencie radu (MR) méze byt interval (—p, p), (—p, p), (—p, P}, {(—p, p), resp. (—oo, +oo).

diverguje diverguje
P 0 —p

absolitne konverguje

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.




VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

(A) Polomer konvergencie

Even if we consider the simplest case, there is not in all mathematics a single infinite series whose sum has been
rigorously determined. In other words, the most important areas of mathematics prove to be without a foundation.
Abel: Ouevreq1826)

|

Definicia (polomeru konvergencie)

1. Ak obor konvergencie mocninového radu (MR) nie je R, tak polomerom
konvergencie mocninového radu nazyvame cislo p > 0 také, ze

@ pre |x| < p mocninovy rad konverguje,
@ pre |x| > p mocninovy rad diverguje.

2. Ak obor konvergencie mocninového radu (MR) je R, tak Cislo p = +oco
nazyvame jeho polomer konvergencie.

Zhrnutie:
(1) Obor konvergencie radu (MR) méze byt interval (—p, p), (—p, p), (—p, P}, {(—p, p), resp. (—oo, +oo).

(1) V pripade mocninového radu E an(x — a)" so stredom v bode a oborom konvergencie moze byt interval (a — p, a + p),
(a—p,a+p)(@a—p,a+tp), (a— p,a+ p), resp. (—oo, +00).
diverguje diverguje
p 0 —P

absolitne konverguje

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.




VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady

(A) Polomer konvergencie — priklady

Let )
n
ag,a;X, apx,...,anx ,... 1)

be a series ordered according to the ascending integer powers of the variablereag, a; , a,, . . . , an denote
constant coefficients, positive or negative. Furthermoré) Ie¢ the quantity that corresponds to the quarkityf the
previous section... As a consequence, series (1) is convergent ... if the numerical value of thewiaild:iethan}(. On

the other hand, series (1) is divergent if the numerical valueisfgreater thar}}.
Cauchy:Cours d'analys¢1821)

Uloha: Najdite polomer konvergencie mocninovych radov:

0) in!x”;
n=1

diverguje diverguje
P 0 -
absolitne konverguje

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.




VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady

(A) Polomer konvergencie — priklady

Let )
n
ag,a;X, apx,...,anx ,... 1)

be a series ordered according to the ascending integer powers of the variablereag, a; , a,, . . . , an denote
constant coefficients, positive or negative. Furthermoré) Ie¢ the quantity that corresponds to the quarkityf the
previous section... As a consequence, series (1) is convergent ... if the numerical value of thewiaild:iethan}(. On

the other hand, series (1) is divergent if the numerical valueisfgreater thar}}.
Cauchy:Cours d'analys¢1821)

Uloha: Najdite polomer konvergencie mocninovych radov:

0) in!x”;
n=1

(i) > XF;
n=1

diverguje diverguje
P 0 -
absolitne konverguje

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.




VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

(A) Polomer konvergencie — priklady

Let )
n
ag,a;X, apx,...,anx ,... 1)

be a series ordered according to the ascending integer powers of the variablereag, a; , a,, . . . , an denote
constant coefficients, positive or negative. Furthermoré) Ie¢ the quantity that corresponds to the quarkityf the
previous section... As a consequence, series (1) is convergent ... if the numerical value of thewiaild:iethan}(. On

the other hand, series (1) is divergent if the numerical valueisfgreater thar}}.
Cauchy:Cours d'analys¢1821)

Uloha: Najdite polomer konvergencie mocninovych radov:

0) in!x”;
n=1

e X"

(ii) ;F;

(i) > 2
n=1

diverguje diverguje
P 0 -
absolitne konverguje

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.




VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

(A) Polomer konvergencie — vypo Cet

Veta (Cauchyho-Hadamardova, 1821, 1888)

Nech je dany mocninovy rad > apx" a nIim /|an| = ¢ € R*. Potom
n=0 — 00

(1) ak ¢ = +oo, tak polomer konvergencie je p = 0,
(i) ak £ =0, tak polomer konvergencie je p = +oo,
(i) ak 0 < ¢ < 400, tak polomer konvergencie je p = %

AUGUSTIN CAUCHY (1789-1857)  JAcCQUES HADAMARD (1865-1963)

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

(A) Polomer konvergencie — vypo Cet

Veta (Cauchyho-Hadamardova, 1821, 1888)

Nech je dany mocninovy rad > apx" a nIim /|an| = ¢ € R*. Potom
n=0 — 00

(1) ak ¢ = +oo, tak polomer konvergencie je p = 0,
(i) ak £ =0, tak polomer konvergencie je p = +oo,
(i) ak 0 < ¢ < 400, tak polomer konvergencie je p = %

AUGUSTIN CAUCHY (1789-1857)  JAcCQUES HADAMARD (1865-1963)

Poznamka: Analogicka veta plati, ak namiesto predpokladu existencie R lim /Tan| = £ dame predpoklad existencie
— oo

- a,
lim %1| = £ (Cauchy, 1821).

n—oo

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

Veta (Cauchyho-Hadamardova, 1821, 1888)

Nech je dany mocninovy rad " apx" a nIim V/|an| = ¢ € R*. Potom
n=0 e
(i) ak ¢ = +o0, tak polomer konvergencie je p = 0,
(i) ak ¢ = 0, tak polomer konvergencie je p = +oo,
(i) ak 0 < ¢ < 400, tak polomer konvergencie je p = %

. y _ = (—=1)" 2)"
Uloha: Ur&te polomer a obor konvergencie radu » DX +2)"
n++n

n=1

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

Veta (Cauchyho-Hadamardova, 1821, 1888)

Nech je dany mocninovy rad " apx" a nIim V/|an| = ¢ € R*. Potom
n=0 e
(i) ak ¢ = +o0, tak polomer konvergencie je p = 0,
(i) ak ¢ = 0, tak polomer konvergencie je p = +oo,

(i) ak 0 < ¢ < 400, tak polomer konvergencie je p = %

. y _ = (—=1)" 2)"
Uloha: Urcte polomer a obor konvergencie radu Z M
~ n+yn

Otazka: ako je to s rovnomernou konvergenciou radu (MR)?

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

Veta (Cauchyho-Hadamardova, 1821, 1888)

Nech je dany mocninovy rad " apx" a nIim V/|an| = ¢ € R*. Potom
n=0 e

(i) ak ¢ = +o0, tak polomer konvergencie je p = 0,
(i) ak ¢ = 0, tak polomer konvergencie je p = +oo,
(i) ak 0 < ¢ < 400, tak polomer konvergencie je p = %

. y _ = (—=1)" 2)"
Uloha: Ur&te polomer a obor konvergencie radu » DX +2)"
n++n

n=1

Otazka: ako je to s rovnomernou konvergenciou radu (MR)?

Désledok (Lemy VIII.2)

Nech p > 0 je polomer konvergencie radu (MR) a 0 < « < p. Potom rad
(MR) rovnomerne konverguje na intervale (—a, «).

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

Veta (Cauchyho-Hadamardova, 1821, 1888)

Nech je dany mocninovy rad " apx" a nIim V/|an| = ¢ € R*. Potom
n=0 e
(i) ak ¢ = +o0, tak polomer konvergencie je p = 0,
(i) ak ¢ = 0, tak polomer konvergencie je p = +oo,
(i) ak 0 < ¢ < 400, tak polomer konvergencie je p = %

. y _ = (—=1)" 2)"
Uloha: Ur&te polomer a obor konvergencie radu » DX +2)"
n++n

Otazka: ako je to s rovnomernou konvergenciou radu (MR)? n=1

Désledok (Lemy VIII.2)

Nech p > 0 je polomer konvergencie radu (MR) a 0 < « < p. Potom rad
(MR) rovnomerne konverguje na intervale (—a, «).

Veta VIII.6

Ak rad (MR) méa polomer konvergencie p € (0, +cc0) a konverguje v bode
X = p (resp. x = —p), tak rad (MR) rovnomerne konverguje na intervale

<0,P> (reSp. <_P, 0>) )

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.




VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady cninové rady

(B) Vlastnosti mocninovych radov

. ; VAT — * - ViTal — i n/lan| _
Pozorovanie: ak _lim Ylan| = £ € R*, tak oJim Ynlan| = Jim \/ oy =1

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

(B) Vlastnosti mocninovych radov o
Pozorovanie: ak _lim Ylan| = £ € R*, tak oJim Ynlan| = Jim {y% =¢

Rady Z anx", Z na,x"~! a Z 2 x"*+1 majii rovnaky polomer
n=0 n=1
konvergencie.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady nové rady

(B) Vlastnosti mocninovych radov o
Pozorovanie: ak _lim Ylan| = £ € R*, tak oJim Ynlan| = Jim {y% =¢

Rady Z anx", Z na,x"~! a Z 22 x"1 maji rovnaky polomer
n=0 n=1
konvergencie.

Pripomenutie: (MR) je Specialny funkcionalny rad taky, ze (MR) = (—a,a) Pre fubovolné o > 0 z oboru konvergencie!

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

(B) Vlastnosti mocninovych radov o
Pozorovanie: ak _lim Ylan| = £ € R*, tak oJim Ynlan| = Jim {y% =¢

Rady Z anx", Z na,x"~! a Z 22 x"1 maji rovnaky polomer
n=0 n=1
konvergencie.

Pripomenutie: (MR) je Specialny funkcionalny rad taky, ze (MR) = (—a,a) Pre fubovolné o > 0 z oboru konvergencie!

Veta VIII.8

|

Nech rad Y anx" = f(x) ma polomer konvergencie p > 0. Potom plati:
n=0

(i) fe(—p,p);

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

(B) Vlastnosti mocninovych radov o
Pozorovanie: ak _lim Ylan| = £ € R*, tak oJim Ynlan| = Jim {y% =¢

Rady Z anx", Z na,x"~! a Z 22 x"1 maji rovnaky polomer
n=0 n=1
konvergencie.

Pripomenutie: (MR) je Specialny funkcionalny rad taky, ze (MR) = (—a,a) Pre fubovolné o > 0 z oboru konvergencie!

Veta VIII.8

|

Nech rad Y anx" = f(x) ma polomer konvergencie p > 0. Potom plati:

n=0
(i) f € C(~p,p): ,
(i) f € D(—p,p)a(¥x € (—p,p)) f'( Zan => nax"Y
n=1

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

(B) Vlastnosti mocninovych radov o
Pozorovanie: ak _lim Ylan| = £ € R*, tak oJim Ynlan| = Jim {y% =¢

Rady Z anx", Z na,x"~! a Z 22 x"1 maji rovnaky polomer
n=0 n=1
konvergencie.

Pripomenutie: (MR) je Specialny funkcionalny rad taky, ze (MR) = (—a,a) Pre fubovolné o > 0 z oboru konvergencie!

Veta VIII.8

|

Nech rad Y anx" = f(x) ma polomer konvergencie p > 0. Potom plati:
n=0

(i) f € C(~p,p): ,
(i) f € D(—p,p)a(¥x € (—p,p)) f'( Zan => nax"Y
n=1

o0

(i) f € 2(0,x) pre x € (—p, p) a plati (%)/ f(t)dt = Z rf‘—hx"“.
0 n=0

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

(B) Vlastnosti mocninovych radov — pozndmky
Veta VIII.8

o0
Nech rad ) anx" = f(x) ma polomer konvergencie p > 0. Potom plati:
n=0

(i) f € %(—p,p); ,
(iy f € 2(—p,p)a(¥x € (—p,p)) f'(x) = (Z anx”> => nax"Y
n=0 n=1

X o0
(iiiy f € 2(0,x) pre x € (—p, p) a plati (%’)/ ftyde=>" %x”“.
e n=0

Otazka: Ako a kedy sa prenasaju uvedené vlastnosti aj do krajnych bodov intervalu konvergencie?

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

(B) Vlastnosti mocninovych radov — pozndmky
Veta VIII.8

o0
Nech rad ) anx" = f(x) ma polomer konvergencie p > 0. Potom plati:
n=0

(i) f €€(—p,p); ,

(i) f € D(—p,p)a(vx € (—p,p)) f'(x) = io:anxn = inanx”‘l;
n=0 n=1

X o0
(iiiy f € 2(0,x) pre x € (—p, p) a plati (%’)/ ftyde=>" %x”“.
e n=0

Otazka: Ako a kedy sa prenasaju uvedené vlastnosti aj do krajnych bodov intervalu konvergencie?

(i) Dosledok (Vety VIII.6 a VIII.8) — ABEL (1826): Ak rad (MR) ma polomer konvergencie p € (0, +oo) a konverguje
VX = p(resp.vx = —p), potom f je spojité funkcia v x = p (resp.vx = —p).

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

(B) Vlastnosti mocninovych radov — pozndmky
Veta VIII.8

|

Nech rad ) anx" = f(x) ma polomer konvergencie p > 0. Potom plati:
n=0

(i) f € %(—p,p); ,
(iy f € 2(—p,p)a(¥x € (—p,p)) f'( Zan => nax"Y

iy f € 2(0,x) pre x € (—p, p) a plati (%’)/ ftyde=>" %x”“.
e n=0

Otazka: Ako a kedy sa prenasaju uvedené vlastnosti aj do krajnych bodov intervalu konvergencie?

(i) Dosledok (Vety VIII.6 a VIII.8) — ABEL (1826): Ak rad (MR) ma polomer konvergencie p € (0, +oo) a konverguje
VX = p(resp.vx = —p), potom f je spojité funkcia v x = p (resp.vx = —p).

(i) Akrad (MR) konverguje v x = p, rad derivacii tam nemusi konvergovat! Napr. rad E mé obor konvergencie
n=1"

-1
(—1, 1), ale "derivovany rad" ngl 0 +— ma obor konvergencie (—1,1);

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

(B) Vlastnosti mocninovych radov — pozndmky

Veta VIII.8
Nech rad ioj anx" = f(x) m& polomer konvergencie p > 0. Potom plati:
n=0
(i) f € %(—p,p); ,
(iy f € 2(—p,p)a(¥x € (—p,p)) f'( Zan => nax"Y
=il

a ] = @

(iiy f € 2(0,x) pre x € (—p, p) a plati (%’)/0 f(t)dt = g R

Otazka: Ako a kedy sa prenasaju uvedené vlastnosti aj do krajnych bodov intervalu konvergencie?

(i) Dosledok (Vety VIII.6 a VIII.8) — ABEL (1826): Ak rad (MR) ma polomer konvergencie p € (0, +oo) a konverguje
VX = p(resp.vx = —p), potom f je spojité funkcia v x = p (resp.vx = —p).

(i) Akrad (MR) konverguje v x = p, rad derivacii tam nemusi konvergovat! Napr. rad E mé obor konvergencie
n=1"

n—1
(—1, 1), ale "derivovany rad" Z 0 mé obor konvergencie (—1, 1);

(i) D& sa opat ukazat, ze konvergencia radu (MR) vx = p (resp. vx = —p) implikuje konvergenciu radu E a” x”‘*’1

vbode x = p (resp.vx = —p).

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

(B) Vlastnosti mocninovych radov — praktické vyuzitie
Veta VIII.8

Nech rad ) anx" = f(x) ma polomer konvergencie p > 0. Potom plati:
n=0

(i) f € %(—p,p); ,
(iy f € 2(—p,p)a(¥x € (—p,p)) f'(x) = (Z anx”> => nax"Y
n=0 n=1

X o0
(iiiy f € 2(0,x) pre x € (—p, p) a plati (%’)/ ftyde=>" %x”“.
e n=0

. e = x"
Uloha: Najdite stcet radu » =
n=1

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

(B) Vlastnosti mocninovych radov — praktické vyuzitie
Veta VIII.8

Nech rad ) anx" = f(x) ma polomer konvergencie p > 0. Potom plati:
n=0

(i) f € %(—p,p); ,
(iy f € 2(—p,p)a(¥x € (—p,p)) f'(x) = (Z anx”> => nax"Y
n=0 n=1

X o0
(iiiy f € 2(0,x) pre x € (—p, p) a plati (%’)/ ftyde=>" %x”“.
e n=0

o0
. S x"
Uloha: Najdite sucet radu E —.
n
n=1
Obor konvergencie sme uz nasli, tj. (—1, 1). Kedze % = (2) f[;‘ t"—1 dt, podta Vety VIII.8 mame

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

(B) Vlastnosti mocninovych radov — praktické vyuzitie
Veta VIII.8

|

Nech rad ) anx" = f(x) ma polomer konvergencie p > 0. Potom plati:
n=0

(i) f €€(—p,p); ,
(iy f € 2(—p,p)a(¥x € (—p,p)) f'( (Z anX ) => nax"Y
n=1

o0

iy f € 2(0,x) pre x € (—p, p) a plati (%’)/ ftyde=>" %x”“.
e n=0

o0
. S x"
Uloha: Najdite sucet radu E —.
n
n=1
Obor konvergencie sme uz nasli, tj. (—1, 1). Kedze x" (Q)fxt”_ldt podra Vety VIII.8 mame

(vx € (~1,1)) f(x Z*—i / Lt = (1/ (Zt" 1) &t = (@) %dt:—ln(l—x).

0

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

(B) Vlastnosti mocninovych radov — praktické vyuzitie

Veta VIII.8

|

Nech rad ) anx" = f(x) ma polomer konvergencie p > 0. Potom plati:
n=0

(i) f € %(—p,p);

(i) f € D(—p,p)a(vx € (—p,p)) f'( Zan = inanx”‘l;

o0

. a
(iiy f € 2(0,x) pre x € (—p, p) a plati (%’)/ ftyde=>" n—ilx”“.
e n=0
v
. = X"
Uloha: Najdite sicet radu » ~ —.
n
n=1
Obor konvergencie sme uz nasli, tj. (—1, 1). Kedze x" = (2) f[;‘ t"—1 dt, podta Vety VIII.8 mame
oo o "X oo n—1 B X 1 _ 3
(vx € (~1,1)) f Z*—Z / 7(,1)/0 (nglt )dt_(%)o—l_tdt_ In( — x).
Ponau ¢enie: Ked'Ze rad konverguje v bode x = —1, podla poznamok z predchadzajlceho slajdu mame, Ze Leibnizov rad
oo (_1)n+1 oo (_1)n+1
, ktory je relativne konvergentny, mé stcet Z — = —f(-1)=In2.
n=1 n=1 n

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

Magia mocninovych radov
Motivacia: Vieme, Ze pre kazdé n e Nax € (—1,1) plati

o0 n
1+x+-~-+x”:1_—xmrl = ) x"=lim > x*= lim Loxmh 1 ;
1-x — n—o0 €= n—oo 1—X 1-x

tj. mocninovy rad 3 x" konverguje k f(x) = 1. na mnozine M = (—1,1).
n=0

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

Magia mocninovych radov
Motivacia: Vieme, Ze pre kazdé n e Nax € (—1,1) plati
1—x"t1 > n 1 — xn+l 1

n_— n: i k: i p—
14X+ 4x" = = ;X nILmoogx im_ T x %

tj. mocninovy rad 3 x" konverguje k f(x) = 1. na mnozine M = (—1,1).
n=0
Ked'Ze stred radu nie je Ziaden magicky bod, m6Zeme potom jednoducho

pisat

1 -1 L« N
1 : = (-1 X -
9(x) = = —— S =Y o (x—5)", pre <1

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VIII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady Mocninové rady

Magia mocninovych radov
Motivacia: Vieme, Ze pre kazdé n € Nax € (—1,1) plati

[e’e) n
Lot = 22X S i Sk i 22X L
1-x — n—o0 €= n—oo 1—X 1-x

t.j. mocninovy rad 3" x" konverguje k f(x) = ;L na mnozine M = (—1,1).
n=0
Ked'Ze stred radu nie je Ziaden magicky bod, m6Zeme potom jednoducho

pisat

1 -1 0
g(X)—;—m——g(XJrl), prefx +1f <1,
_1_ :Fl) _00(_1);1 n X —
g(X)—X—m—Z 5n+1(x—5)7 pre | —¢ <1l
5 n=0

Teda jednu a tu istd funkciu vieme rozvinit do mocninového radu s réznym
stredom a réznymi koeficientmi — samozrejme konvergujicom na inom
obore konvergencie!ll

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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