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Taylorov rad = Specialny mocninovy rad

Pripomenutie (Taylorova veta): Nech f : (a, b) — R je n-krat diferencovatelna funkcia na (a, b), pricom

i ¢ % (a,b) N 2(a,b). Akxg € (a,b) je lubovolny bod, potom pre kazdé x € (a, b), x # xg existuje bod ¢ medzi x a Xy
taky, Ze

n f(k)(xo) f(n+1)(c)

— — k —_— —
f(X)ka::0 o X X0 +(n+1)! (x — o)

n+1

Otazka: Co dostaneme z uvedenej rovnosti (za akych podmienok?), ak posleme n — oco?
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Taylorov rad = Specialny mocninovy rad

Pripomenutie (Taylorova veta): Nech f : (a, b) — R je n-krat diferencovatelna funkcia na (a, b), pricom

i ¢ % (a,b) N 2(a,b). Akxg € (a,b) je lubovolny bod, potom pre kazdé x € (a, b), x # xg existuje bod ¢ medzi x a Xy
taky, Ze

) K, (M)
f(x) = X — X +

) kZ:O T AR Py

(x — xg)"™ L.

Otazka: Co dostaneme z uvedenej rovnosti (za akych podmienok?), ak posleme n — oco?

Definicia (Taylorovho radu)

Nech funkcia f je definovana na okoli bodu xo a ma v bode xq derivacie
lubovolného radu. Potom rad

) (xq

) n( | (o

n=0
nazyvame Taylorov rad funkcie f so stredom v bode Xxo a oznacujeme
T (f, %0; X) alebo len T (x).

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



Taylorov rad = Specialny mocninovy rad

Pripomenutie (Taylorova veta): Nech f : (a, b) — R je n-krat diferencovatelna funkcia na (a, b), pricom

i ¢ % (a,b) N 2(a,b). Akxg € (a,b) je lubovolny bod, potom pre kazdé x € (a, b), x # xg existuje bod ¢ medzi x a Xy
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Otazka: Co dostaneme z uvedenej rovnosti (za akych podmienok?), ak posleme n — oco?

Definicia (Taylorovho radu)

Nech funkcia f je definovana na okoli bodu xo a ma v bode xq derivacie
lubovolného radu. Potom rad

) (xq

) n( | (o

n=0
nazyvame Taylorov rad funkcie f so stredom v bode Xxo a oznacujeme
T (f, %0; X) alebo len T (x).

Poznamka: Taylorov rad so stredom v bode Xy, = 0 sa zvykne nazyvat Maclaurinov rad.
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VII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady

Taylorov rad = Specialny mocninovy rad

Pripomenutie (Taylorova veta): Nech f : (a, b) — R je n-krat diferencovatelna funkcia na (a, b), pricom

i ¢ % (a,b) N 2(a,b). Akxg € (a,b) je lubovolny bod, potom pre kazdé x € (a, b), x # xg existuje bod ¢ medzi x a Xy
taky, Ze

)

)=y

k=0

x Xo)k . f(n+1)(c)

VRS
k! (n+1)1(x %)

Otazka: Co dostaneme z uvedenej rovnosti (za akych podmienok?), ak posleme n — oco?

Definicia (Taylorovho radu)

Nech funkcia f je definovana na okoli bodu xo a ma v bode xq derivacie
lubovolného radu. Potom rad

) (xq

) n( | (o

n=0
nazyvame Taylorov rad funkcie f so stredom v bode Xxo a oznacujeme
T (f, %0; X) alebo len T (x).

Poznamka: Taylorov rad so stredom v bode Xy, = 0 sa zvykne nazyvat Maclaurinov rad.

Ak uvedeny rad ma polomer konvergencie p € (0, +o0), tak Taylorov rad
konverguje na intervale (xo — p,Xo + p) K funkcii T (x).
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Taylorov rad = Specialny mocninovy rad
) ) &2 1M (xg)
Pripomenutie: Rad T(x) = Z o

n=0

Otazka: Plati, ze f(x) = T (x) pre kazdé x € (xo — p, %o + p)?

(x — Xo)" nazyvame Taylorov rad funkcie f so stredom v bode xg.

... Taylor's formula, which can no longer be admitted in general...
Cauchy:Résumé1823)

e x#£0
0, Xx=0"

f ////6
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VII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady

Taylorov rad = Specialny mocninovy rad
Otazka: Moze byt situacia snad' este horsia? Ale ano: nekonecne diferencovatelna funkcia, ktorej Taylorov rad nekonverguie...
Funkcionalny rad

oo

f B cos 2"x _cost cosS4x cos8x  cos16x
= ="t T & ta

n=1
a vSetky jeho derivacie konverguju rovnomerne na R, Taylorov rad funkcie f
v bode xo = 0 ma tvar

£(0) + f'(0)x + @xz--. —(e—1)

e -1 el _1
— X% + x4

o 2 +...,

ale konverguije len v strede!
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Taylorov rad = Specialny mocninovy rad
Otézka: Za akych podmienok bude platit T (x) = f(x) pre kazdé x € &(xg)?
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VII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady

Taylorov rad = Specialny mocninovy rad
Otézka: Za akych podmienok bude platit T (x) = f(x) pre kazdé x € &(xg)?

Pozorovanie: n-ty Taylorov polyndm funkcie f v bode xg, t.j.

n_fk)
T = 3 00

k=0

je vlastne n-ty Ciastocny sucet Taylorovho radu T (x) funkcie f v bode x, a
vieme, Ze plati Taylorov vzorec

f(x) =Tn(X) +Rn(x), n=0,1,..., X € O(xo),

kde Ry je zvySok po n-tom Taylorovom polynéme.
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Taylorov rad = Specialny mocninovy rad
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vieme, Ze plati Taylorov vzorec

f(x) =Tn(X) +Rn(x), n=0,1,..., X € O(xo),

kde Ry je zvySok po n-tom Taylorovom polynéme.

Taylorov rad nekonecne velakrat diferencovatelnej funkcie f v bode xg
konverguje na nejakom okoli bodu xq k funkcii f prave vtedy, ked' na tomto
okoli postupnost zvySkov R, konverguje k nule.
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Taylorov rad = Specialny mocninovy rad
Otézka: Za akych podmienok bude platit T (x) = f(x) pre kazdé x € &(xg)?

Pozorovanie: n-ty Taylorov polyndm funkcie f v bode xg, t.j.

Ta(X) = i f(k)(XO) (x — Xo)k

k!
k=0

je vlastne n-ty Ciastocny sucet Taylorovho radu T (x) funkcie f v bode x, a
vieme, Ze plati Taylorov vzorec

f(x) =Tn(X) +Rn(x), n=0,1,..., X € O(xo),

kde Ry je zvySok po n-tom Taylorovom polynéme.

Taylorov rad nekonecne velakrat diferencovatelnej funkcie f v bode xg
konverguje na nejakom okoli bodu xq k funkcii f prave vtedy, ked' na tomto
okoli postupnost zvySkov R, konverguje k nule.

Uloha: Najdite Maclaurinov rad funkcie e*.
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Taylorov rad = Specialny mocninovy rad
Pripomenutie (Taylorova veta): Nech f € @(”)(ﬁ(xo))af(") € 2(0*(x)). Akg € 2(0(xg)) a(Vx € 0*(Xg))
g’(x) # 0, tak (36 € (0,1)) (VX € 6*(xp))
x=x%)"@—0)"  g(x) —9g(x)

(n+1) _
o 7% + 00X — %)) f (Xg + 0(x — Xg))-

Rn(x) =

Taylorov vzorec f(x) = Tn(X) + Rna(X), N=0,1,..., X € O(Xo)
NajcCastejSie pouzivané tvary zvySku  Ry:
(i) pre g(t) = (x —t)"** mame Lagrangeov tvar zvy3ku
(x — Xo)n+1

Ln(x) = NCEEN f( ) (xo 4+ O(x — X0));
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Taylorov rad = Specialny mocninovy rad
Pripomenutie (Taylorova veta): Nech f € @(”)(ﬁ(xo))af(") € 2(0*(x)). Akg € 2(0(xg)) a(Vx € 0*(Xg))
g’(x) # 0, tak (36 € (0,1)) (VX € 6*(xp))
x=x%)"@—0)"  g(x) —9g(x)

(n+1) _
o 7% + 00X — %)) f (Xg + 0(x — Xg))-

Rn(x) =

Taylorov vzorec f(x) = Tn(X) + Rna(X), N=0,1,..., X € O(Xo)
NajcCastejSie pouzivané tvary zvySku  Ry:
(i) pre g(t) = (x —t)"** mame Lagrangeov tvar zvy3ku
(x — Xo)n+1

Ln(x) = NCEEN f( ) (xo 4+ O(x — X0));

(i) pre g(t) =t mame Cauchyho tvar zvySku

(X —Xo)"1(1L —o)"

= fO (%o + 0(X — Xo));

Cn(x) =

(iii) integralny tvar zvySku

X £(n+1)
) = () | PO oty

0
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VII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady

Ako je to s jednoznacnostou rozkladu funkcie do Taylorovho radu?

Nech funkcia f je nekoneCne krat diferencovatelfna na intervale | a existuje
M > 0 také, Ze (Vn € N)(vx € 1) [f(M(x)| < M. Potom Taylorov rad funkcie f
konverguije k funkcii f na I.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady

Ako je to s jednoznacnostou rozkladu funkcie do Taylorovho radu?

Nech funkcia f je nekoneCne krat diferencovatelfna na intervale | a existuje
M > 0 také, Ze (Vn € N)(vx € 1) [f(M(x)| < M. Potom Taylorov rad funkcie f
konverguije k funkcii f na I.

Uloha: Najdite Maclaurinove rady funkcii sinx a cosx.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.



VII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady

Ako je to s jednoznacnostou rozkladu funkcie do Taylorovho radu?

Nech funkcia f je nekoneCne krat diferencovatelfna na intervale | a existuje
M > 0 také, Ze (Vn € N)(vx € 1) [f(M(x)| < M. Potom Taylorov rad funkcie f
konverguije k funkcii f na I.

Uloha: Najdite Maclaurinove rady funkcii sinx a cosx.

Nech funkcia f je sG¢tom mocninového radu

o0
f(x) = Zan(x —Xo)" prex € (Xo — p,Xo + p), resp.x € (—oo, +00).
n=0
Potom je tento rad Taylorov rad funkcie f so stredom v bode Xo.
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VII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady

Ako je to s jednoznacnostou rozkladu funkcie do Taylorovho radu?

Nech funkcia f je nekoneCne krat diferencovatelfna na intervale | a existuje
M > 0 také, Ze (Vn € N)(vx € 1) [f(M(x)| < M. Potom Taylorov rad funkcie f
konverguije k funkcii f na I.

Uloha: Najdite Maclaurinove rady funkcii sinx a cosx.

Veta VII.15

Nech funkcia f je sG¢tom mocninového radu

o0
f(x) = Zan(x —Xo)" prex € (Xo — p,Xo + p), resp.x € (—oo, +00).
n=0
Potom je tento rad Taylorov rad funkcie f so stredom v bode Xo.

Désledok (o jednoznacnosti rozkladu)

Ak existuje rozklad funkcie f v okoli bodu xo; do mocninového radu, potom je
tento rozklad jediny.

y
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VII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady

Ako je to s jednoznacnostou rozkladu funkcie do Taylorovho radu?

Nech funkcia f je nekoneCne krat diferencovatelfna na intervale | a existuje
M > 0 také, Ze (Vn € N)(vx € 1) [f(M(x)| < M. Potom Taylorov rad funkcie f
konverguije k funkcii f na I.

Uloha: Najdite Maclaurinove rady funkcii sinx a cosx.

Veta VII.15

Nech funkcia f je sG¢tom mocninového radu

o0
f(x) = Zan(x —Xo)" prex € (Xo — p,Xo + p), resp.x € (—oo, +00).
n=0
Potom je tento rad Taylorov rad funkcie f so stredom v bode Xo.

Désledok (o jednoznacnosti rozkladu)

Ak existuje rozklad funkcie f v okoli bodu xo; do mocninového radu, potom je
tento rozklad jediny.

y

Uloha: Najdite Maclaurinov rad funkcie arctgx.
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kcif a funkcionalne rady

Uzito ¢né Taylorove rady niektorych elementarnych funkcii

DE ANALYSI To find the Bafe from the Length of the Curve given.

Per ZEquationes Numero Terminorum

45. If from the Arch D given the Sine AB

o
) INFINITAS » D was required ; I extract the Root of the Equation
M-“f"f: f.‘;::.’::«’:; e Curvarum guentt V4 » found above, wiz. % =x 4 {x' 4 Zas +
s i excgitevrem, i e beviterexlce 3547 (it being fuppofed that AB=1x, «D
1am potins qasm accurast demonfi and Ae=1) by whlch]fmd x-—-z—,zi+
% = 735e% + rosvee® G
46. And ‘morcover if the Cofine AR were
A B required from that Arch given, make AB (=
Curvarum Simplicium Quadratara. — __ A 6
sk 2 Vimw) =1 e e — s o
Si axi=y; Erit 3%V = Area ABD. T53TeR — yeTETee® o 6

Isaac NEWTON (1642-1727)

Ukéazka je z diela De analysi per aequationes numero terminorum infinitas (1669), v ktorom Newton uréuje dizku kruznice
s polomerom 1 so stredom v poCiatku suradnicovej ststavy. Oznacenim dizky oblika oD pismenom z nachadza vyjadrenie
pre dizku Gse¢ky AB pomocou z, presnejsie x = AB = sin z, ktory dokazal vyjadrit v tvare

1 1 1 1
snz=x=z— -z5 4+ —7° _ 7 29
6 120 5040 362880

Podobne ziskava vyjadrenie pre kosinus cos z = A8 = /1 — z2 v tvare nekonetného radu, t.j.

1 1 1 1 1
cosz=\/1722=17 L Rty L Gy L
2 24 720 40320 3628800
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VII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady

Uzito ¢né Taylorove rady niektorych elementarnych funkcii

... but the one which gives me most pleasure is a paper ... on the simple series

m(m — l)x2 4 m(m — 1)(m — 2))(3 o
2! 3!

1+ mx +

| dare say that this is the first rigorous proof of the binomial formula ...
z Abelovho listu (svojmu &itefovi) Holmb&eovi (1826)

NIELS HENRIK ABEL (1802-1829)
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VII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady

Uzito ¢né Taylorove rady niektorych elementarnych funkcii

oo
= Zx”, x € (-1,1);

(1+x)" —1+Z m—l)..k.'(m—k+1)xk’ x € (-1,1);

e = an’

> X2n+1

i _ _1\n .

sinx = ngo( 1) e € R;
0 x2n

COSX = -1)"——, X ER;
g( ) (2n)!
> n

In(1+x) = Z(—l)nﬂx? x € (~1,1).

n=1
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VII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady

Pouzitie mocninovych radov

(i) priblizné vypocty: uréte hodnotu &isla 7 s presnostou 10~#

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.
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VII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady

Pouzitie mocninovych radov

(i) priblizné vypocty: uréte hodnotu &isla 7 s presnostou 10~#
(il) vypocet limit funkcif:

28 —2-2x —x?

m

li -
x—0 X — sinx

Ondrej Hutnik Matematicka analyza Ill.


mathresearchkhemmy.files.wordpress.com/2012/05/example-of-application-of-power-series.pdf

VII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady

Pouzitie mocninovych radov

(i) priblizné vypocty: uréte hodnotu &isla 7 s presnostou 10~#
(il) vypocet limit funkcif:

28 —2-2x —x?

m

li -
x—0 X — sinx

(iii) vypocCet integrélov:

/2 arctgx
—d
[
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VII. Postupnosti funkcii a funkcionalne rady

Pouzitie mocninovych radov

(i) priblizné vypocty: uréte hodnotu &isla 7 s presnostou 10~4
(il) vypocet limit funkcif:

28 —2-2x —x?

m

li -
x—0 X — sinx

(iii) vypocCet integrélov:

/2 arctgx
d
[

(iv) mnohé iné (rieSenia diferencialnych rovnic, priblizné rieSenia
funkcionalnych rovnic, atd'.) potrebné napr. v oblastiach ako

o fyzika — kvantovd mechanika, Standardny model (tedria testovana
na LHC v CERN-e), fyzika materialov, kozmoldgia

o finan¢nictvo a poistovnictvo (pravdepodobnostné metody),

o inzinierske vedy (spektralna analyza = Fourierove rady)

o informatika — ako vlastne pocita pocitac hodnoty (nielen
Specialnych) funkcii?

mathresearchkhemmyfiles.wordpress.com/2012/05/example-of-application- of- power-series.pdf
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