UMV /MAN2c/10 — Zapoétova pisomka &. 2

1. Vypocitajte dizku krivky danej rovnicou y = In <:U —Var? — 1) pre x € <§, §>

Priklad je za 5b. K dosadeniu do prislusného vzorca potrebujeme ¢/, a teda

(e (@3) v () = e

Potom dizka krivky danej rovnicou y = In ($ — Va2 — 1) na intervale (%, g) je rovna

/V fde =% /\/7 /ﬁ

Kedze ide o spojité funkcie, mame vlastne Newtonove integraly, a teda pouzijeme sub-
stiticiu x> — 1 = ¢, z ¢oho mdme 2z dzr = dt (pozor na zmenu hranic!). Potom

x 1 v dt w4 03 7
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2. Vysetrite absolutnu/relativnu konvergenciu ¢iselného radu Z

—1n (x/n2 +n\/ﬁ—n>'

Priklad je za 5b. Najprv ur¢ime asymptotické spravanie sa ¢lena radu tpravou

1 n?+nyn+n n?+nyn+n _n 1
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Odtial vidno, ze ide o rad s nezapornymi c¢lenmi, ktory sa asymptoticky sprava ako
o

Riemannov konvergentny rad - b, s by = —7 = #ﬁ, a preto pouzijeme limitné porov-
n=1

navacie kritérium:
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L:lim%:lim n—i—n\/ﬁ—i—n.n n = lim n+n\/ﬁ+n:2.
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Kedze L < +ooarad ) b, konverguje, konverguje aj rad > a, s privlastkom absolitne.

n=1 n=1
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3. Vysetrite absolitnu/relativnu konvergenciu ¢iselného radu Z(—l)” In (1 + —) .
n
n=1
Priklad je za 5b. Najprv vysetrime absolitnu konvergenciu, teda rad Z In (1 + )

na ktory pouzijeme integralne kritérium. Funkcia f(z) = In(1+1/z) je nezaporna a kle-
sajica na intervale (1, +00), a preto o konvergencii/divergencii radu rozhoduje nevlastny
Riemannov integral

I:/ ln(l—l—l)dx:lim ln(1+l>dx.
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Pouzitim prevodu na Newtonov integral a metédu per partes s uw =In(l+1/z) av' =1
dostavame

1\ “d 1
I = lim ({ajln (1—1——)} +/ * ): lim (aln (1—1——) —|—ln(a—|—1)—21n2).
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Kym limita druhého sc¢itanca je zrejme nevlastna, pri prvom sc¢itanci hned vysledok
nevidime, a preto pouziteme L’Hospitalovo pravidlo
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Sumaéarne teda mame, ze nevlastny Riemannov integral I diverguje, a preto diverguje aj
rad > In (1 + 7%)
n=1

Na vysetrenie relativnej konvergencie pouzijeme Leibnizovo kritérium. Uz vieme, ze
postupnost a, = In (1 + %), n € N, je klesajuca a jej limita je rovna 0, lebo

1 1
lim In (1+—) zln(lim (1+—)) =Inl=0.
n—o00 n n—o00 n

Rad > (—=1)"In (1 + %) strieda znamienka, a preto podla Leibnizovho kritéria tento rad
n=1
konverguje relativne.
4. Pre ktoré x € R je dany rad absolitne konvergentny, relativne konvergentny a diver-
“n?+1
entny, kde
9 Ys Z n3 . 9n

n=1

z"?

Priklad je za 5b. K tlohe sa da pristupit dvoma spdsobmi: bud si vsimneme, ze ide
o mocninovy rad so stredom v bode 0 a pouzijeme vypocet polomeru konvergencie,
alebo sa pustime do riesenia cez nekoneény ciselny rad s parametrom z. UkaZeme iba
prvy sposob.

Polomer konvergencie uréime z Cauchyho-Hadamardovej vety, teda
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Potom p = 1/¢ = 2 je polomer konvergencie, a preto ndm stac¢i vysSetrit konvergenciu
dvoch radov

I RadZ" L

v, pretoze sa asymptoticky

1
sprava ako harmonicky rad Z —.
n

n=1

1 = 241
1. Rad Z " + = Z(—m%, ktor{ je relatfvne konvergentny, lebo rad
n=1

absolutnych hodnot sme vysetrili v L., ale kedZe strieda znamienka a z, = =+
ide klesajuico k nule podl’a Leibnizovho kritéria tento rad konverguje.

Zaver: rad Z 3 2 :c konverguje absolitne pre z € (—2,2), konverguje relativne
n

prer =—2a leGI‘gU.JG pre z € (—o0, —2) U (2, +00).



