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základná časť



T2S1 Zobrazenie - funkcia

Nech sú dané dve neprázdne množiny X,Y .

Ak ku každému prvku x ∈ X je určitým spôsobom priradený práve jeden pr-
vok y ∈ Y hovoríme, že na množine X je definované zobrazenie f z množiny
X do množiny Y , čo zapisujeme f : y = f(x), x ∈ X.

f : X → Y (f označuje zobrazenie z množiny X do množiny Y )

Ak X,Y ⊆ R, tak zobrazenie f nazývame reálnou funkciou reálnej pre-
mennej. Stručne budeme hovoriť len funkcia.

Množinu X nazývame definičným oborom zobrazenia (funkcie) f a
označujeme ho D(f). Prvky množiny X nazývame argumentami, vzormi
alebo nezávislými premennými.



T2S2 Monotónne funkcie

Funkciu f nazývame neklesajúcou (nerastúcou) na množine A ⊆ D(f),
ak pre ľubovoľné dva body x1, x2 ∈ A také, že x1 < x2 platí f(x1) ≤ f(x2)
(f(x1) ≥ f(x2)).

Funkciu f nazývame rastúcou (klesajúcou) na množine A ⊆ D(f), ak
pre ľubovoľné dva body x1, x2 ∈ A také, že x1 < x2 platí f(x1) < f(x2)
(f(x1) > f(x2)).

Funkciu f nazývame rýdzomonotónnou na množine A ⊆ D(f), ak je rastú-
cou alebo klesajúcou na A.

(∀x1, x2 ∈ A)(x1 < x2 → f(x1) ≤ f(x2))

(∀x1, x2 ∈ A)(x1 < x2 → f(x1) ≥ f(x2))

(∀x1, x2 ∈ A)(x1 < x2 → f(x1) < f(x2))

(∀x1, x2 ∈ A)(x1 < x2 → f(x1) > f(x2))



T2S3 Monotónne a prosté funkcie

Funkciu f nazývame prostou na množine A ⊆ D(f), ak pre ľubovoľné dva
body x1, x2 ∈ A také, že x1 6= x2 platí f(x1) 6= f(x2).

(∀x1, x2 ∈ A)(x1 6= x2 → f(x1) 6= f(x2))

Veta 1
Nech funkcia f je rýdzomonotónna na množine A ⊆ D(f). Potom je f
prostá na množine A.



T2S4 Elementárne funkcie

a) Konštantná funkcia f : y = c

b), g), h), l) Mocninná (mocninová) funkcia f : y = xα

c), f) Goniometrické funkcie f : y = sin x, f : y = cosx, f : y = tg x,
f : y = cotg x

d) Polynomická funkcia (polynóm) f : y = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

e) Racionálna funkcia f : y = P (x)
S(x)

i), j) Exponenciálna funkcia f : y = ax

k) Logaritmická funkcia f : y = loga x



T2S5 Grafy



T2S6 Elementárne funkcie - vlastnosti

funkcia D(f) H(f)

f : y = c R {c}
f : y = xn, n ∈ N, 2/n R 〈0,∞)
f : y = xn, n ∈ N, ¬2/n R R
f : y = xn, −n ∈ N, 2/n R \ {0} (0,∞)
f : y = xn, −n ∈ N, ¬2/n R \ {0} R \ {0}
f : y = sinx R 〈−1, 1〉
f : y = cosx R 〈−1, 1〉

f : y = tg x R \
{

(2k + 1)π2 ; k ∈ Z
}

R
f : y = cotg x R \ {kπ, k ∈ Z} R
f : y = ax R (0,∞)
f : y = loga x (0,∞) R
f : y = arcsinx 〈−1, 1〉 〈−π2 ,

π
2 〉

f : y = arccosx 〈−1, 1〉 〈0, π〉
f : y = arctg x R 〈−π2 ,

π
2 〉

f : y = arccotg x R 〈0, π〉



T2S7 Elementárne funkcie - vlastnosti

funkcia rastúca klesajúca

f : y = c - -
f : y = xn, n ∈ N, 2/n 〈0,∞) (−∞, 0〉
f : y = xn, n ∈ N, ¬2/n R -
f : y = xn, −n ∈ N, 2/n (−∞, 0) (0,∞)
f : y = xn, −n ∈ N, ¬2/n - (−∞, 0), (0,∞)
f : y = sinx 〈−π2 + 2kπ, π2 + 2kπ〉, k ∈ Z 〈π2 + 2kπ, 3

2π + 2kπ〉, k ∈ Z
f : y = cosx 〈−π + 2kπ, 2kπ〉, k ∈ Z 〈2kπ, (2k + 1)π〉, k ∈ Z
f : y = tg x (−π2 + kπ, π2 + kπ), k ∈ Z -
f : y = cotg x - (kπ, (k + 1)π), k ∈ Z
f : y = ax R, a > 1 R, 0 < a < 1
f : y = loga x (0,∞), a > 1 (0,∞), 0 < a < 1
f : y = arcsinx 〈−1, 1〉 -
f : y = arccosx - 〈−1, 1〉
f : y = arctg x R -
f : y = arccotg x - R



T2S8 Absolútna hodnota

Definícia 1
Absolútnou hodnotou čísla x ∈ R nazývame maximum z čísel x,−x.

Označenie
|x|, t.j. |x| = max{x,−x}

|x| =


x x > 0
0 x = 0
−x x < 0

Geometrická interpretácia
I |x| sa rozumie ako vzdialenosť obrazu čísla x od obrazu čísla 0 na

reálnej osi

I pod |x− y| pre x, y ∈ R sa rozumie vzdialenosť obrazov čísel x a y na
reálnej osi

x ≈
δ
x0 ⇔ |x− x0| < δ



T2S9 Vlastnosti absolútnej hodnoty, a, b ∈ R, ε > 0

a) |a| = | − a| b) |a| ≥ 0

c) −|a| ≤ a ≤ |a| d) |ab| = |a||b|

e)
∣∣a
b

∣∣ = |a|
|b| , b 6= 0 f) |a| = 0⇔ a = 0

g) |a| < ε⇔ −ε < a < ε h) |a+ b| ≤ |a|+ |b|

(trojuholníková nerovnosť)

Veta 2
Nech x, x0 ∈ R a ε > 0. Potom
1. |x− x0| < ε práve vtedy, keď x0 − ε < x < x0 + ε, práve vtedy, keď
x ≈
ε
x0,

2. |x− x0| ≤ ε práve vtedy, keď x0 − ε ≤ x ≤ x0 + ε,
3. |x− x0| > ε práve vtedy, keď x < x0 − ε alebo x0 + ε < x,
4. |x− x0| ≥ ε práve vtedy, keď x ≤ x0 − ε alebo x0 + ε ≤ x.



T2S10 Znamienko čísla

Definícia 2

Signum čísla x ∈ R nazývame číslo sgn x =


1 x > 0
0 x = 0
−1 x < 0

.

Vlastnosti a, b ∈ R

a) a = |a| · sgn a b) |a| = a · sgn a

c) sgn (ab) = sgn a · sgn b d) sgn (a
b
) = sgn a

sgn b , b 6= 0



T2S11 Čo je to mocnina?

Čo si mám predstaviť pod označením π
√

2?



pomocná časť



T2S12 Mocnina

Mocnina s prirodzeným exponentom

Nech x ∈ R a n ∈ N. Číslo xn dané predpisom
1. x1 = x,
2. xn = x · xn−1 pre n > 1,

nazývame n-tou mocninou čísla x.

Mocnina s celočíselným exponentom

Nech x ∈ R a n ∈ N. Potom
1. x0 = 1,
2. x−n = 1

xn
.

?00 = 1?



T2S13 Mocnina

Odmocnina

Nech n ∈ N a x ∈ R (x ≥ 0 pre n párne). Číslo y (y ≥ 0 pre n párne) také,
že yn = x nazývame n-tou odmocninou čísla x. Toto y potom označujeme
n
√
x alebo x 1

n .

existencia a jednoznačnosť

Mocnina s racionálnym exponentom

Nech x ∈ R, x > 0 a p, q ∈ Z, q > 0. Potom mocninu x
p
q definujeme ako číslo

q
√
xp.



T2S14 Mocnina

Mocnina s reálnym exponentom

Nech x, α ∈ R. Mocninou xα rozumieme číslo

1. sup{xr; r ∈ Q, 0 < r < α}, ak x > 1, α > 0,
2. 1

( 1
x )α , ak 0 < x < 1, α > 0,

3. 1, ak x = 1,
4. 1

x−α , ak x > 0, α < 0,
5. 0, ak x = 0, α > 0.



T2S15 Vlastnosti mocnín, a, b ∈ R, a, b > 0, α, β ∈ R

a) aα · aβ = aα+β b) aα

aβ
= aα−β c) (aα)β = aα·β

d) (ab)α = aα · bα e)
(
a
b

)α = aα

bα



T2S16 Vlastnosti mocnín, a, b ∈ R, a, b > 0, α, β ∈ R

Veta 3
Nech α < β.
1. Ak a > 1, tak aα < aβ.
2. Ak 0 < a < 1, tak aα > aβ.

Veta 4
Nech 0 < a < b.

1. Ak α > 0, tak aα < bα.
2. Ak α < 0, tak aα > bα.

Veta 5

1.
(
(a > 1 ∧ α > 0) ∨ (0 < a < 1 ∧ α < 0)

)
⇒ aα > 1

2.
(
(a > 1 ∧ α < 0) ∨ (0 < a < 1 ∧ α > 0)

)
⇒ aα < 1



T2S17 Riešenie rovníc

1. (∀x, y, z ∈ R)(x = y ≡ x+ z = y + z)

2. (∀x, y, z ∈ R)(x = y ≡ x− z = y − z)

3. (∀x, y, z ∈ R)(x = y → x · z = y · z)

4. (∀x, y, z ∈ R, z 6= 0)(x = y ≡ x · z = y · z)

5. (∀x, y, z ∈ R, z 6= 0)(x = y ≡ x
z

= y
z

)

6. (∀x, y ∈ R)(x = y → x2 = y2)

7. (∀x, y ∈ R, x, y ≥ 0)(x = y ≡ x2 = y2)

8. (∀x, y ∈ R, x, y ≤ 0)(x = y ≡ x2 = y2)

9. (∀x, y ∈ R, x, y ≥ 0)(x = y ≡
√
x = √y)



T2S18 Riešenie nerovníc

1. (∀x, y, z ∈ R)(x < y ≡ x+ z < y + z)

2. (∀x, y, z ∈ R)(x < y ≡ x− z < y − z)

3. (∀x, y, z ∈ R, z > 0)(x < y ≡ x · z < y · z)

4. (∀x, y, z ∈ R, z < 0)(x < y ≡ x · z > y · z)

5. (∀x, y, z ∈ R, z > 0)(x < y ≡ x
z
< y

z
)

6. (∀x, y, z ∈ R, z < 0)(x < y ≡ x
z
> y

z
)

7. (∀x, y ∈ R, x, y ≥ 0)(x < y ≡ x2 < y2)

8. (∀x, y ∈ R, x, y ≤ 0)(x < y ≡ x2 > y2)

9. (∀x, y ∈ R, x, y ≥ 0)(x < y ≡
√
x <
√
y)

Podobne pre ≤, >, ≥.



T2S19 Logaritmus

Definícia 3
Nech a, x ∈ R, a > 0, a 6= 1, x > 0. Reálne číslo y také, že ay = x nazývame
logaritmus čísla x pri základe a. Značíme y = loga x.

existencia a jednoznačnosť

loga 1 = 0

loga a = 1



T2S20 Vlastnosti logaritmu, α ∈ R, a, b, x, y > 0, a 6= 1, b 6= 1

a) loga(xy) = loga x+ loga y b) loga(x
y

) = loga x− loga y

c) loga xα = α loga x d) loga x = logb x
logb a

e) loga b = 1
logb a

Veta 6
Nech x < y.
1. Ak a > 1, tak loga x < loga y.
2. Ak 0 < a < 1, tak loga x > loga y.



doplňujúca časť



T2S21 Vlastnosti absolútnej hodnoty, a, b ∈ R, ε > 0

Veta 7
Nech x, y ∈ R. Potom |x| − |y| ≤ |x± y| ≤ |x|+ |y|.

Veta 8
Nech x, y ∈ R. Potom

∣∣|x| − |y|∣∣ ≤ |x± y|.
Veta 9
Nech n ∈ N a a1, . . . , an ∈ R. Potom |a1 · a2 · . . . · an| = |a1| · |a2| · . . . · |an|
a |a1 + a2 + . . . + an| ≤ |a1|+ |a2|+ . . . + |an|.

∣∣∣∣ n∏
i=1

ai

∣∣∣∣ =
n∏
i=1
|ai|

∣∣∣∣ n∑
i=1

ai

∣∣∣∣ ≤ n∑
i=1
|ai|



T2S22 Vzťahy

I (∀x1, x2 ∈ R) ex1 · ex2 = ex1+x2

I (∀x ∈ R) ex · e−x = 1

I (∀x ∈ R) ex > 0

I (∀x ∈ 〈0,∞)) ex ≥ 1 + x

I (∀x ∈ 〈0, 1)) ex ≤ 1
1−x

I (∀x ∈ (−1, 1)) 1 + x ≤ ex ≤ 1
1−x

I (∀x ∈ (0,∞)) eln x = x

I (∀x ∈ R) ln ex = x

I (∀x1, x2 ∈ (0,∞)) ln(x1 · x2) = ln x1 + ln x2

I (∀x1, x2 ∈ (0,∞)) ln x1
x2

= lnx1 − ln x2

I (∀x1 ∈ (0,∞)) (∀r ∈ R) ln xr1 = r ln x1



T2S23 Vzťahy

I (∀x1, x2 ∈ R) (∀a ∈ (0,∞)) ax1 · ax2 = ax1+x2

I (∀x1, x2 ∈ R) (∀a ∈ (0,∞)) ax1
ax2 = ax1−x2

I (∀x1, x2 ∈ R) (∀a ∈ (0,∞)) (ax1 )x2 = ax1·x2

I (∀x ∈ R) (∀a, b ∈ (0,∞)) ax · bx = (a · b)x.

I (∀x ∈ (0,∞)) aloga x = x

I (∀x ∈ R) loga ax = x

I (∀x1, x2 ∈ (0,∞)) loga(x1 · x2) = loga x1 + loga x2

I (∀x1, x2 ∈ (0,∞)) loga x1
x2

= loga x1 − loga x2

I (∀x ∈ (0,∞)), (∀y ∈ R) loga xy = y loga x

I (∀x ∈ (0,∞)) loga x = logb x
logb a



T2S24 Vzťahy

I (∀x, y ∈ R) sin2 x+ cos2 y = 1
I (∀x ∈ R) sin 2x = 2 · sin x · cosx
I (∀x ∈ R) cos 2x = cos2 x− sin2 x

I (∀x, y ∈ R) sin(x+ y) = sin x cos y + sin y cosx
I (∀x, y ∈ R) sin(x− y) = sin x cos y − sin y cosx
I (∀x, y ∈ R) cos(x+ y) = cosx cos y − sin x sin y
I (∀x, y ∈ R) cos(x− y) = cosx cos y + sin x sin y

I (∀x, y ∈ R) sin x− sin y = 2 sin x−y
2 cos x+y

2
I (∀x, y ∈ R) cosx− cos y = −2 sin x−y

2 sin x+y
2

I (∀x, y ∈ R) sin x+ sin y = 2 sin x+y
2 cos x−y2

I (∀x, y ∈ R) cosx+ cos y = 2 cos x+y
2 cos x−y2
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