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Al. Nech X je mnoZzina a A je systém vSetkych koneénych podmnoZin mnoZiny X.
Udajte nutni a postacujicu podmienku nato, aby A bol o-okruh.

A2. Ktoré zo systémov tvoria c-algebru na R?

1. F={ACR:0€ A}
2. F={ACR: A jekonetnd}

3. F={ACR: A alebo A° je konetna}
4. F={ACR: A aleboA° je spotitatelna}
5. F={ACR: A jeotvorena}

6. F ={A CR: A jeotvorend, alebo A je uzavretd}

A3. Zistite, ¢i ¢ : R" — R*, 2X 5 R* je miera.

0, A=0Q, _ cardE, E je kone¢n4,
L ¢(A) = { 1, A#Q. 4 9p(E) = o0, E jenekonecns,
X =N
2. Pre pevne zvoleny bod a € R™
A 0, adA, 5. Nechm =1, f : R = Rje neklesajtca
pA) = { 1, aeA. a zlava spojitd. ¢¢((a,b)) = f(b) —
f(a) pre kazdy interval (a,b) C R.
3. (A) = max(p1(A),pu2(A)), kde p;
st miery na R 6. p(A) = [, e~ 1X17/2 4y




A4. Nech Z a, je rad s nezdpornymi ¢lenmi. Na c-algebre 2N definujme funkciu
n:l
takto 1 (E Z a,, E € 2N, Ukazte, Ze 1 je miera.
nek

A5. Ukézte, %e [x] = sup {m € Z : m < x}, x € R je meratelnou funkciou na R.

Aé6. Spocitajte integraly.
1. [xdp(x), kde p : 2R — [0, +00] je miera takd, Zze u({1}) = L a u(E) = 0, ak
H’; N {3 Inen, =D
2. [(x*43)xpz(x) dp(x), kde p : 2R — [0, +00] je S¢itacia miera, t;.
R

|A] A je konetna
wa) = : iy
+o0o A je nekone¢nd

3. f e du(x), kde u je komplexna miera dyu(x) = (cos(x) + isin(x)) dx

4. E[X] = [ XdF = [, X(w)F(dw), kde F je distribu¢na funkcia exponenciélneho
1 — e AMx >
rozdelenia, tj. F(x;A) = € x>0,
x <0.
00 x<n

konverguje (bodovo) na R, ale nekonver-
x—mn, x>n,

guje rovnomerne ani v £! norme.

B1. Ukazte, ze f,(x) = {




B2. Ukazte, Ze plati.

7. [ x/¥dA(x) =0
1. e * e [,1(0, OO) fO

VX ¢ £,(0,1)

2. Inx € £4(0,1) vy
3. 77— € £1(0,1) 9. fooo e *sinx dAq (x) konverguje
1—x
1 dh(x)
4. f()1 1n1(1++§ ) dAq ( )konverguje 10. f exfcosx -

12. €% ¢ £7(0,00)"

a1

: lnx € E*(O 1)\51(0 1)

o

sin? 1 € £4(1, )

1

T Hint: Prek € Nplati x € (2k+1)Z, (2k+3) %) = s

IS

af
|

C. Zistite, pre ktoré hodnoty parametra p € R konverguje integral [ f(x; p) dA;.

L f(x;p) =et, I=(—00,0) 3. f(x;p) =20 1= (0,00)
2. f(x;p) = tan(x)?, I=(0,%) 4 fxip) = s 1=(01)

D. Dokazte, ze

[e] x?l 7 x3
My T M) 0y T ) =0
Lln (x T2 1 T2
2. / x_ldAl == 4./01nxln(1—x)d)\1(x)=2—?

E. Celkovy pocet foténov v objeme V vyplnenom Ziarenim ¢ierneho telesa je dany
vyrazom

00 2
2 3\-1 w
c”) V/O eﬁhw—ldw'

(o)
Vypocitajte tento integral, ak viete, Ze Z n3 ~ 1.202.
n=1




E. Pri vypocte termodynamickych veli¢in pre elektrénovy plyn sa stretneme s in-
tegralom

©Jut+az—\/u—az
d
0 e?+1

Z.

Ukazte, Ze konverguje.

G. Doba T kyvu matematického kyvadla, ktoré bolo vypustené z kiudu pri uréitej
zaciatocnej vychylke zavisi na hodnote zaciato¢nej vychylke ¢y. Zo zdkona zachova-
nia celkovej mechanickej energie zozstavte vyjadrenie pre dobu kyvu a za predpok-
ladu, Ze vychylka je mald, ndjdite prvy korekény ¢len k vyrazu T = 71/ g, odvodzo-
vaného za predpokladu veimi malych kmitov.

H1. N4jdite nasledujtice limity.

2

. 1+a d)\l(X) 4. i 2
1.1 . lim [ x“cos(ax)dAq(x)
0y 1+2+22 a—0.J0
1 . 1 dAl(x)
. A2 L2 5. lim —
2. 61113% » x? +a2dAq(x) e Jo 1+(1+%)n
1 ,nax |
3. lim s Aq(x) 6. lim Me_xcosxd/\l(x)
n—oo Jo n+1 n—oo Jg n

H2. Ukazte, Ze nasledujtce funkcie st spojité na uvedenych oboroch.

1. F(a) :/0 ad dAqi(x), a>2 /°° COs X
1

2+ x® 4. F(a) = - dAi(x), a>0

2. F(a) :/ e dA1(x), a>0

1
0 5. F(a):/ VxZ4+a2dA(x), a€R
-1

2 1
| _ dAs (),
3 (Ffao)o,l) /0 | In x| M), e e 6. F(a):/olln(xz+ﬂz)d/\1(x)r a>0




I1. Zistite vSetky hodnoty, pre ktoré integraly konverguja a spocitajte ich.

% arctanax o i3
1. ———dA sin” ax
/0 x(14 x2) 1(%) 4./0 3 dAq(x)
71 1+ acosx o
> 0 cosxln<1—acosx) dA1(x) 5./1 x *In" xdA1(x), n € Ny
e 1
xb —
6./ . dM(x), nEN
3/ Inx da(x) —co (a+ x2)" 1(x), 7

I12. Ak je to moZné, vypoctitajte derivacie F'(a) nasledujucich funkcii.

a2 cosa —
1. F(a) :/ e’ dAq(x) 4. Fla)=[ ¢ % 4 (x)
a sina
1 atd gin (ax
2. F(a) :/ Inv/a2 + x2dAq (x) 5. F(a) :/+ fc )d)\1(x)
0 a-+c
a a> rx+ta
5 Fa) = [ 4 ) 6. F@) = [ [Msin (27— ) ahi(ny
0 X 0 Jx-—a

I3. Dokazte, Ze Besselova funkcia
1 7T
Ju(x) = ;/ cos (n¢ —xsing)dep, n € N
0

je rieSenim Besselovej rovnice x%y” + xy’' + (x> — n?)y = 0.

J1. VySetrite priebeh funkcie.

® arctanax
1.Fa:/ = dM(x :/ Ccos X
( ) 1 sz 1( ) 3. F(ﬂ) . P d/\l( )
n (1 — a%x?) 2 x
2 F :/ In(—a7x") 41 4, F(a):/e > In|a + | dy (x)
W=) avi—e M 8

J2. Vhodnym zavedenim parametra vypocitajte integral.

® In (1 + x?)
1. ) tanx d/\l( ) 3. /0 W d)\l (.X)
27 /2 i
2. / 59 cos(sin 0) dA; (6) 4, /n log(1 _+ sin ) dA1(¢)
0 0 sin ¢




K1. Spocitajte !

L f;o(e—axxe-hx)zdx

2. f = S cos bx dx

4. [71n (1 4 psin? x) dx

(1=xP)(1—xT)
5. fO lnx dx

oo xarctan (x/p)
3. /o T dx

K2. Vypocitajte integral

1
/ "1™ x dx,
0

1 1
/ " ldx ==, n>0.
0 n

kde m € IN a ak viete, Ze

L. Dokazte, Ze funkcie I', B a ich derivacie st pre x > 0 resp. x > 0,y > 0 spojité.

o0
= / =l dt,
0

1
B(x,y) :/0 1 —)¥Lat.

M. Vysetrite konvergenciu integralov (0 < m < |¢(x,y)| < M < c0).

w2
L] 2oy W 6. [[ e var
x| <1|y|<1x2#y 0<x<y
// arctan (x2 +y2) d/\z 7 // ]/ CcOS x _|— y )d)\z
|x|<1,y<1
// 4 pg0 8. ] S dAs
|x[P + [yl (1+y2+x2)2
x| +[y|>1
SlnXSll'l
e A
x+y>1 2py2<1 (1= x% = y2)P
> /// o1/ (2417 +2%) g\ 10. /xlel/("%*””%) dA,
. 3
RR3 ®




N. Nech A = [0,1]?, vypotitajte

[4 f(x,y)dAa(x,y), fo fo x,y) dAq(x) dA1(y fo ) F(x,y) dA(y) dAs (x), kde

L, xeQ,
fry)=49 L xeQAy€EI, ]
1-1/q, y€ QAx=p/q, kde p,q stnesidelitelné.

O. Najdite mnoZinu A C RR?, pre ktora plati

f(y)
[ xaratoy) = [ [ wdnan)
kde f(y) = min (1,In(1/y)).




