Kapitola 1
Ciselné mnoziny

Az do poslednej $tvrtiny 19. storocia boli redlne ¢isla vnimané iba vo velmi intuitivnej,
geometricky podporenej podobe. Iracionélne ¢isla boli pouzivané pragmaticky, bez po-
chyb a potreby ich presnejsieho popisu. Bolo vseobecne prijimané, Ze iracionalne ¢islo
je mozné lubovolne presne aproximovat racionalnym ¢islom (pokial bol zaujem o ne-
jaké numerické vypocty, v ktorych sa to iracionélne ¢islo vyskytlo). Postupne sa vsak
v priebehu 19. storocia odhalovala skuto¢nost, Ze bez iplného pochopenia a presného
popisu pojmu redlneho ¢isla nie je mozné vystavat pevné zéklady matematickej ana-
Iyzy. Napriklad uz Bolzano vo svojom dokaze vety o medzihodnotéch spojitej funkcie
potreboval vediet, Ze kazda ohrani¢end a monoténna postupnost ¢isel mé limitu. To
sa zdalo byt jasné, ale logicky zéklad chybal. Zasadnym vysledkom, ktory sa tyka
aritmetizacie analyzy, je konstrukcia realnych cisel. K tomu doslo okolo roku 1872, aj
ked samozrejme uz predtym boli v tomto smere vykonané niektoré pokusy, svedéiace
o tom, Ze tato potreba bola akitna a v SirSej miere chdpana (existuje napriklad Bolza-
nov rukopis o tejto téme, st zndme Weierstrassove berlinske prednasky, v ktorych sa
tejto téme tiez venoval). Konstrukcia redlnych ¢isel je zviazand s menami RICHARDA
DEDEKINDA (1831-1916), GEORGA CANTORA (1845-1918), CHARLESA MERAYA
(1835-1911) a EDUARDA HEINEHO (1821-1881). Postupy Dedekinda a Cantora su
rozne a s to prave tie postupy, ktoré sa dnes bezne pouzivaji. Velmi struc¢ne ich
teraz popiseme.

Dedekind vysSiel z toho, Ze mnozinu Q vSetkych racionalnych ¢isel je mozné rozdelit
na dve disjunktné mnoziny D a H tak, ze kazdy prvok z D je mensi ako kazdy prvok
z H. Kazdé racionalne ¢islo rozdeli mnozinu Q na dve takéto disjunktné mnoziny.
Napriklad mnozina vSetkych prvkov z Q, ktoré sit mensie ako g, vytvori mnozinu D a
zvys$né prvky z Q zas mnozinu H, ktora je urcena racionalny ¢islom % Dedekindov rez
mnoziny racionalnych ¢isel, ktory je zakladom jeho tedrie, je definovany ako rozklad
(D, H) mnoziny Q taky, ze kazdy prvok D je mensi ako lubovolny prvok z H. Niektoré
rezy st urcené raciondlnym ¢islom (ako vyssie uvedeny rez dany ¢islom %), iné tato
vlastnost nemaju (napriklad rez, pre ktory v D st vSetky prvky z Q, pre ktoré je
r? < 3 a H obsahuje vsetky ostatné prvky z Q). Intuitivne je moZné tento rez
chapat ako rez generovany iracionalnym ¢islom v/3. V dalsom kroku uZ potom mozeme
prehlasit, Ze mnozina vSetkych redlnych ¢isel je mnozina vSetkych rezov mnoziny Q
vSetkych racionédlnych ¢isel. S tymto pojmom sa pracuje dalej tak, Ze sa pren ukaze
platnost vSetkych potrebnych vlastnosti redlnych ¢isel, ktoré sa tykaju ich aritmetiky
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a v neposlednom rade aj to, ze zavedenie pojmu realneho ¢isla sithlasi s geometrickymi
predstavami o realnych ¢islach (s redlnou osou). Ide o vlastnost, ktora Dedekind
nazyva vlastnostou spojitosti systému realnych ¢isel, t.j. kazdy rez v mnozine realnych
¢isel je urceny nejakym realnym cislom — teda mnozina realnych cisel je iplné v tom
zmysle, Ze redlne cisla st tvorené pomocou rezov v mnozine racionalnych cisel, ale
rezy v mnozine realnych ¢isel uz ni¢ nové nepridaju.

Cantor svoj pristup zalozil na predstave realneho ¢isla ako limity postupnosti
racionalnych ¢isel. Reélne ¢islo potom identifikuje s cauchyovskou postupnostou ra-
cionalnych ¢isel, pricom dve cauchyovské postupnosti (a,)° a (b,);° povazuje za ek-
vivalentné, ak lim (a, — b,) = 0. Povedané dnesnymi slovami je Cantorova metdéda

=
zaloZena na zﬁ%lnoéni mnoziny racionalnych cisel a realne ¢islo je prezentované ako
trieda ekvivalencie cauchyovskych postupnosti raciondlnych cisel. Cantorov postup
stoji za pozornost aj preto, lebo pre moderné postupy v matematike je velmi typicky.

V oboch popisanych konstrukciach je vychodiskom pre vystavbu teoreticky pod-
lozeného pojmu realneho ¢isla mnozina QQ racionalnych ¢isel. Mnozinu Q je mozné
Strukciach redlnych c¢isel z hladiska analyzy je ale to, Ze umoziiuju korektné overenie
faktu, ze mnozina realnych c¢isel je iplnéa, ¢o neznamena ni¢ insie len to, zZe redlna
os nema diery, ze ohrani¢end mnozina realnych ¢isel ma supremum, ze ...Skratka,
mmnozina redlnych cisel nie je Ziadne sito!

Aby sme boli schopni lepSie pochopit tieto konstrukcie, potrebujeme sa postupne
prehryzt vSetkymi pojmami, o ktorych sa v predoslom texte hovorilo. Dedekindove;j
konstrukcii redlnych ¢isel bude venovand neskor ¢ast iného predmetu (?Teoreticka
aritmetika?), a preto sa fiou nebudeme zaoberaf. Kedze Cantorov pristup je viac
analyticky (cauchyovské postupnosti), vratime sa k nemu v ¢asti 3.3. Dovtedy bude
nasa situécia ind, teda zoberieme mnozinu redlnych ¢isel ako fakt (hoci je za tym
mnozstvo veci, ktoré zaml¢ime) a zavedieme ju prisne axiomaticky.

1.1 Realne ¢isla

Jednym zo zakladnych pojmov, s ktorym sa neustale stretdvame, je cislo. Je to doé-
lezity pojem nielen v matematike, ale vo vSetkych oblastiach Zivota. Nebudeme sa
zapodievat samotnym pojmom ¢islo, budeme ho povazovat sa intuitivne jasny. Vo vse-
obecnosti, ¢isla (nielen redlne, hoci len tie buda v spektre nasho zaujmu) sa obvykle
ozna¢ujui pismenami, pri¢om sa musi dodrziavaf niekolko vSeobecnych zasad. V da-
nom vztahu jedno pismeno (i ked sa vyskytuje viackrat) oznacuje vSade to isté ¢islo.
To plati i v pripade viacerych vztahov, ktoré medzi sebou suvisia. Rdzne pismend
mozu oznacovat rozne ¢isla. Ak vSak dve pismend oznacuju to isté ¢islo, mozeme
v8ade jedno z nich zamenit druhym a naopak.

Tato kapitola bude pojednavat o Struktire redlnych ¢isel, ktord je velmi dole-
7ité v celej matematickej analyze. Fakticky, matematick(i analyzu mdZeme definovat
ako disciplinu zaoberajicu sa studiom vlastnosti mnozin a ich vzajomnych zobra-
zeni, ktoré st uréené topologickou struktirou (Struktira polohy) a Struktirou algeb-
raickych operacii. Prave topologické a metrické struktury st matematickej analyze
vlastné, pretoze pomocou nich mdzeme definovat nové vlastnosti, ako st napriklad
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spojitost a konvergencia. Topologicka Strukttra sa zvykne zadavat pomocou okoli
bodov a metricka struktira pomocou vzdialenosti dvoch bodov.

Teraz uvedieme definiciu realnych ¢isel. Nedefinujeme pritom jednotlivé realne
¢isla, ale mnozinu vSetkych redlnych cisel ako celok s reladciami, operaciami a ich vlast-
nostami. Zadavame ich pomocou tzv. axiém realnych ¢isel (tvrdeni, ktoré povazujeme
za samozrejmé), ktoré delime na axiémy séitania a nasobenia, axiémy usporiadania
a axiomu o najmensom hornom ohraniceni.

Definicia 1.1. MnozZinou realnych ¢isel R budeme nazyvat mnozinu prvkov, na ktorej
st definované operacie sc¢itania +, nasobenia - a relacia usporiadania < také, ze:

Séitanie: (R, +,0) je abelovskd aditivna grupa, t.j.

Si: (Vz,y € R) x +y = y + = (komutativita s¢itania);

Sor (Vx,y,2 € R) (x +y) + 2 =z + (y + 2) (asociativita s¢itania);

S3: (30 € R)(Vz € R) = + 0 = x (existencia aditivnej identity);
4t (

Sy (Vr € R)(Jy € R) o + y = 0 (existencia opacného prvku).

Nasobenie: (R\{0},-,1) je abelovska multiplikativna grupa kompatibilng s aditivnou
grupou (R, +,0), t.j.

Ny: (Vz,y € R) -y = y - ¢ (komutativita ndsobenia);
Ve,y,z € R) (z-y)-z=2x-(y-2) (asociativita ndsobenia);

:(
F(
N3: (31 € R, 1 #0)(Vz € R) x - 1 = = (existencia multiplikativnej jednotky);
: (Ve e R\ {0})(Jy € R) = -y =1 (existencia prevratenej hodnoty);

H(

Ve,y,2 € R)z - (y +2) = -y + x - z (distributivita nasobenia vzhladom
na sCitanie).

Usporiadanie: Pre kazdé dva prvky z,y € R plati aspon jeden zo vztahov x < y
alebo y < x, pricom

Up;: (Ve,y eR) 2 <yAy <x= =y (antisymetria <);

Uy (Vz,y,z € R) 2 <yAy < z= x <z (tranzitivita <);

Us: (Vz,y,2 € R) 2 <y =2+ 2z <y + 2z (monoténnost s¢itania vzhladom na <);
(

Us: (Vo,y € R) 0 <2A0 <y = 0< x-y (monoténnost nasobenia vzhladom na <).

Axiéma (H) o hornej hranici: KaZdd neprdzdna zhora ohranicend podmnoZina
mnoZiny R md najmensie horné ohranicenie, t.j. ak M C R, M # () a (32 € R)(Vx €
M) z < z, tak (IS € R)
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(i) (Vz € M) x < S (S je horné ohranicenie M);
(i) (Vt e Rt < S)(3xg € M) t < xy (S je najmensie horné ohranicenie M).

Vztah t < zp tu znamend, ze t < xy a sGcasne t # xy (tzv. ostrd nerovnost).
Poznamenajme, Ze skupina axiém scitania spolu s axiémami nasobenia hovori, ze
(R,+,-,0,1) je komutativne pole vzhladom na nésobenie. Axiémy U; a U, spolu
s totalnostou usporiadania (pre kazdé dva prvky z,y € R plati aspoii jeden zo vzta-
hov = < y alebo y < z) definuju retazec, teda (R, <) je refazec. Z totélnosti vyplyva
reflexivita, t.j. (Vo € R) z < 2. Zvy$né axiémy Uz a Uy zase vyjadruji kompatibi-
litu refazca (R, <) s polom (R, +,-,0,1). Axiéma (H) ma v mnozine redlnych ¢isel
vysostné postavenie, o ktorom budeme viac hovorit v ¢asti 1.4. Predbehneme a pre-
zradime, Ze ¢islo S budeme nazyvat supremum mnoziny M.

D4 sa ukazaft (je to vSak znacne nad ramec nasich poznatkov), ze mnozina zadana
vSetkymi axiémami Definicie 1.1 naozaj existuje (o ¢om asi ziaden ¢itatel - ani me-
novatel - nepochybuje) a ¢o je ddleZitejsie, ze je jedina! Z takto zavedenej mnoziny
realnych ¢isel vyplyvaju niektoré désledky, ktoré su citatelovi bezne zname a vse-
obecne pouzivané vo vypoctovej praxi, avSak v zmysle zavedenej definicie je potrebné
overit ich platnost na zéklade axiém. Pri niektorych tvrdeniach tato snaha moze vy-
zniet az komicky (ako napriklad dokéazat, ze 0 < 1), ale chceme upozornif ¢itatela, ze
to je prave povahou matematiky: budovat tedriu z urcitych axiéom. Vsetko ostatné,
vybudované na ich zdklade pomocou logickych postupov a metéd odvodzovania, je
potrebné dokézat. Nebudeme to vSak robit tiplne, pre nedostatok ¢asu viacero tvrdeni
prenechame citatelovi ako cvicenie, pripadne sa odkdZeme na dostupni literatiru.

Dosledky axiom séitania a nasobenia

Nasledujica veta riesi otdzku jednoznacnosti neutralnych prvkov vzhladom na scita-
nie a nasobenie (alebo tiez aditivnej a multiplikativnej identity), ako aj jednoznacnost
opacného prvku a prevratenej hodnoty.

Veta 1.2. (i) (30 e R)(Vz €R) . +0 = z;
(1) (AN e R)Vz € R) z -1 =z
(11i)) (Vzx € R)(Jly e R) 4+ y = 0;
(iv) Ve e Rix #0)3ly € R) -y = 1.

Dokaz. (i) Predpokladajme, Ze existuja dva také prvky 0; a 0s, 0; # 0. Potom

01201 —f-OQéOQ +01A§02 = 0 = 0o,
¢o je spor. Analogicky sa dokéze jednoznacnost Cisla 1 s vyuzitim axiém N3 a Nj.

(iii) Nech = € R je také, Ze k nemu existuju dva opacné prvky y; a ya, y1 # yo.
Potom

S S S. S S S S. S
Y2 2 Y2 +0 2 0+ys Z(x4y1)+y2 Z 2+ (Y1 +y2) Zx+(ya+u1) Z(@+y2) +11 2 0441 2y,

teda y; = ys, Co je spor. Analogicky sa ukéaze jednoznac¢nost prevratenej hodnoty. [
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Poznamka 1.3. Prvok opacny k x € R oznacujeme —zx, t.j. 4+ (—x) = 0, ale podla
Sy aj (—z) + x = 0, teda opacny prvok k —z je = a plati —(—x) = x. Stcet = + (—y)
budeme pisat v tvare x — y a oznacovat ako rozdiel prvkov x a y. Ziskana operacia
sa nazyva odcitanie.

Poznamka 1.4. Prvok, ktory je prevratenou hodnotou k x € R\ {0}, ozna¢ujeme
%, t.j. x - i = 1, ale podla N; aj i -x = 1, teda prevratena hodnota k % je x a plati
T = . Sadin x - é budeme pisat v tvare 5 a oznacovat ako podiel prvkov x a y # 0.
Takto ziskant operaciu nazyvame delenie (okrem delenia prvkom 0).

Pouzitim axiém S; a S, dostavame, ze pre kazdé z,y,z € R ma vyraz x +y + =
jednoznacny zmysel. Podobne pomocou axiom N; a Ny mé pre kazdé x,y, z € R vyraz
xyz jednoznacny zmysel. Nasledujice tvrdenie zavadza narabanie s opa¢nym prvkom
k st¢tu a prevratenou hodnotou k stéinu (dokazte!).

Tvrdenie 1.5. (i) (Vz,y € R) — (z+y) = —z+ (—y);
. 111

(”) (vay € R,l'#(),y?’é 0) Ty Ty

Riesit linearne rovnice Vas naudili uz davno na zakladnej skole. Ich princip vSak
spociva v nasledujiicej vete.

Veta 1.6. (i) (Va,b e R)(Ilx € R) a+x =b;
(ii) (Va,b € Rya #0)(Ix € R) a-x =0.

Doékaz. (i) Nech = € R je rieSenim rovnice a + x = b. Potom

2224020+ =(a—a)+r=a+(—a)+2Z2a+z+(—a) =b+ (—a) =b—a.
Ukazme teraz, ze * = b — a je rieSenim rovnice a + x = b. Teda

a+z=a+0b-—a)=a+ b+ (—a)Za+(—a)+b=0+b02b+020,

¢ize b — a vyhovuje rovnici a + x = b, teda je jej rieSenim.
(ii) Nech = € R je rieSenim rovnice a - © = b. Potom

N. N 1 1 1 b
r=r-1=1-2=(-a)-2==-(a-2)==-b=—,
a a a a

teda ak x je rieSenim rovnice a-x = b, tak ma hodnotu g a nemoze sa rovnat ziadnemu
inému c¢islu. Ukadzme teraz, ze © = g vyhovuje rovnici a - z = b. Teda

b 1
a-x:a-—:a-—-b&ll-bgb-lzb,
a a

¢o sme chceli dokazat. O

"« Ulohy na premyslanie

<& Existuje nekonecne vela dvojic a,b € R, pre ktoré plati a +b = a - b?
<& Existuje nekoneéne vela dvojic a,b € R, pre ktoré plati a%b = % + %?
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Dosledky axiom usporiadania
Veta 1.7. (Vz,y,z € R)

(i) x<yANy<zArx=z=zxr=y=2z;

(i) r<yhNy<z=ux<z;

(iii) <y 0<y—rs —y< -—acsr—y<0;
(w) x<y=zx+z<y-+z;

W r<ysl<y—rs-—y<-—zcrsr—y<0.

Doékaz. (i) Plynie priamo z axiémy Uj.

(ii) Ak z < y, tak = < y. Kedze y < z, tak podla Uy je z < z. Keby z = z Ay < z,
tak by y < x a potom by z U; plynulo, ze x =y, ¢o je spor.

(iii) Nech x < y. Podla Uj (t.j. pripo¢itanim —z k obom strandm) mame z +
(—x) < y+ (—x), teda 0 < y — 2. Opéitovnym pouzitim Us na predchadzajicu
nerovnost dostavame x — y < 0 a odtial podla Uz zase = < y.

(iv) Ak =z < y, tak © < y. Podla U3 méme = + 2z < y + z. Keby platilo, ze
x + 2z =y + 2z, tak opif podla Uz by = = y, ¢o je spor.

(v) Podobne ako (iii) s vyuzitim (iv). O

Cislo # € R budeme nazjvat nezapornym (kladnym), akk 0 < z (0 < z) a
nekladnym (zdpornym), akk z < 0 (x < 0). Cislo 0 je zrejme jediné nezaporné aj
nekladné ¢islo stcasne.

Veta 1.8 (trichotémia relacie <). (Vz,y € R) (x <y)V(r=y)V (y < x)

Dokaz. Z totalnosti usporiadania < plati aspon jeden zo vztahov x <y, y < x. Ak
x <yAy <z, tak podla U; je x = y a neplati ziaden iny vztah. Predpokladajme, Ze
naviac plati aj x < y. Potom podla Vety 1.7 (v) by platilo 0 < y — z, ¢o je v spore s
tym, ze y — x = 0. Podobne pre platnost y < x.

Ak plati x < y, ale x # y, potom podla Uy neplati y < z, ¢ize x < y a ziadny iny
vztah nemdze platif. Podobne ak plati y < z, ale y # x, potom neplati x < y, a teda
y <. 0

Nasledujtce tvrdenie v sebe zhffia niekolko jednoduchych vysledkov (dokazte!).

Tvrdenie 1.9. (Vx,y € R)

(i) 1>0= -z <O0AL>0;

(i)) (x>0ANy>0)V(r<0Ay<0)=z-y>0;
(i) (x>0ANy<0)V(z<O0Ay>0)=z-y<0;
(iv) (x;éO/\y?éO/\0<x<y):>O<§<%.

Délezitym dosledkom tohto tvrdenia (konkrétne casti (ii)) je, ze 0 < 1, pretoze
nakolko 0 # 1, tak 1 = 1-1 > 0. Nasledujica veta sa tiez zvykne oznacovat ako
pravidlo prenasobenia nerovnosti kladnym a zapornym c¢islom.
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Veta 1.10. (Vz,y,z € R)
(i) (x<yANz>0)=zz<yz;

(i) (x <yANz<0)=zz>yz.

Dokaz. (i) Akx<yaz>0,tak0<y—xa0<z Potom

Us Veta 1.7 (i
0 < z(y—x) L Yz — 2 ot L ) rz < yz.

Analogicky cast (ii). O

"4 Ulohy na precvicenie

Dokazte nasledujice tvrdenia:
O (Ve eR)0-z = 0;
SWVWryeR)z-y=02=0Vy=0;
S VreR) —z=(-1)
O Ve,yeR)x- (—y) = —x-y;
O |
O |
O |

Va,b,c,d € R,b#0,d #0)
Va,b,c,d € R,b#0,d #0)
Va,b,c,d € R,b#0,d #0)

[SISESHISES s}

1.2 Absolitna hodnota realneho ¢isla

Pre dvojprvkovi mnozinu {z,y} C R &islo x nazgvame minimum ¢isel x a y, pisSeme
r =min{z,y}, akk x < y. V takomto pripade sa ¢islo y nazyva maximum ¢isel x a y,
piSeme y = max{x,y}. Matematickou indukciou (pozri ¢ast 1.3) vieme tieto pojmy
roz§irit na fubovolny koneény pocet, t.j.

min{xy, 9, ..., 2.} = min{min{xy, ..., .1}, 2.},

max{ry, Zs, ..., T,} = max{max{xy,..., Ty 1}, Tp}

Usporiadanie v R ndm umoziiuje definovat absolttnu hodnotu redlneho ¢isla (tiez
nazyvanu aj modul redlneho ¢isla).

Definicia 1.11. Absolitnou hodnotou ¢isla € R nazyvame maximum dvojice Cisel
r a —r a piSeme |r| = max{x, —x}.

Priamo z definicie vyplyva nasledujice tvrdenie (premyslite si!).
Tvrdenie 1.12. (Vz € R)
(i) x > 0= |z| = x;

(i1i) © < 0= |z| = —x.
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Veta 1.13. (Vz € R) — |z| <z < |z]

Dokaz. Kedze podla predchddzajiceho tvrdenia je |z| > 0, tak —|z| < 0, teda
—|z] <0< |z|. Ak 2 > 0, tak 2| =z a —|z] <0 <z = |z], teda —|z|] <z < |z|. Ak
r <0, tak |z] = —x >0a —|z| =2 < 0 < |z], teda opét —|z| <z < |z|. Ak x =0,
tvrdenie plati trividlne, pretoze —|z| = 0 = |z|. O

Veta 1.14. Va,z € R,a>0) |z|<a & —a<z<a

Doékaz. = Ak z > 0, tak || = x a nerovnost |z| < a mé tvar z < a. KedZe a > 0,
potom —a <0 <z < a, teda —a <z < a.

Ak =z < 0, tak |z| = —z > 0 a nerovnost |z|] < a mé tvar —z < a. Teda
—a <0< —x < a, zoho mame a > x > —a.

< Nech plati —a < = < a, teda * < a a sifasne —z < a. PoloZenim |z| =
max{z, —r} mame |z| < a. O

Poznamenajme, Ze veta zostane v platnosti, ak zamenime znak < znakom <.

Veta 1.15. (Vz,y € R)

(i) |z -yl = x| |yl;

(i) |z| = |y < |z £yl < |zf + Jyl;
(iii) [|z| = |yl| < |z £ yl;

(iv) y #0=

_ =l

Tl —
Yy lyl -

Dokaz. (i) Je potrebné vybavit Styri pripady, teda (a) 2 > 0ay >0, (b) 2z >0
ay<0,(c)r<0ay>0,(dz<0ay< 0. Ukdzeme iba pripad (c), ostatné si
analogické. Ak teda z < 0 ay > 0, tak |z| = z, |y| = —y, xy < 0 a |zy| = —xy.
Potom |zy| = —z -y = (—x) -y = |z] - |y].

(ii) Najprv ukdZeme platnost nerovnosti na pravej strane. Podla Vety 1.13 mame
—|z] <z <|z]a—|y| <y <|y|. S¢itanim tychto sustav nerovnosti mame

—lz| =yl <z +y <l|z|+ |yl & —(2|+y]) <z +y <|z[+ [yl

¢o je podla Vety 1.14 ekvivalentné s nerovnostou |z+y| < |z|+|y|. Druh4 ¢ast tvrdenia
so znamienkom — ziskame nahradenim ¢isla y ¢islom —y a vyuzitim | — y| = |y|.
Pre platnost nerovnosti na lavej strane méame

2| =[x +y) -yl <[z +y[+ 1yl = |z|-|yl <]z +y

a taktiez
] =[(z —y) +yl < |z —yl+ ]yl = [z| -]yl <]z -yl
z ¢oho dostavame |z| — |y| < |z £ y.
(iii) Uvedomme si, 7Ze |z| < a < —a < x < q, teda je potrebné dokazat, ze

—lr+y| < x| - |y| <[z £yl
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KedZe pravi nerovnost sme ukézali v ¢asti (ii), staci ukdzat platnost nerovnosti —|x+
y| < |z|—ly|. To v8ak dostaneme jednoducho zamenenim ¢isel x a y v Casti (ii), teda

yl=lzl <ly+a|l & —(z[=ly)) < |z £yl & —lz Lyl <|z[ -yl
(iv) KedZze z =y - £, potom

x
Y

T

Y

_ lal

Y|

X
2| =y —

¢o sme mali dokéazat. O

Nerovnost |x+y| < |z|+]|y| sa zvykne nazyvat trojuholnikové nerovnost a budeme
ju hojne vyuzivat. Treba si preto dat pozor na pouzivanie ,pravidiel“ typu |z +
yl = |z| + |y| a |z — y| = |z| — |y|! Narocky sme zamlcali pre aké ¢&isla x,y by mali
tieto ,pravidla“ platif. Existuje nejakd mnozina ¢isel, v ktorej by boli tieto pravidla
pravdivé?

-1, <0
Definicia 1.16. Signum ¢isla = € R nazyvame ¢islo sgnz = 0, z=0.
1, >0

Z tejto definicie priamo plynua zrejmé vlastnosti ¢isla sgn x v stvislosti s absolitnou
hodnotou |z| (dokézte!).

Tvrdenie 1.17. (Vx,y,z € R,z #0)
(i) x =sgnx - |x|;
(7i) sgn (z - y) =sgnx - sgny;
(#i) |x| =sgnx - x;
(iv) sgn £ = sgnx - sgn z.

Poznamka 1.18. Intuitivnemu pochopeniu pojmov a vztahov tykajucich sa realnych
¢isel velmi napoméha geometrické znazornovanie ¢isel. Mnozinu realnych ¢isel zvyk-
neme tiez nazyvat ¢iselnou osou (priamkou s vyznacenymi bodmi 0 a 1 ako obrazmi
Cisel 0 a 1) a redlne ¢isla interpretujeme ako body tejto priamky. Kazdému ¢islu odpo-
veda bod na ciselnej osi a kazdému bodu na ¢iselnej osi redlne ¢islo. Predpokladame,
ze Citatelovi je tato vzajomne jednoznac¢né koreSpondencia medzi redlnymi ¢islami a
bodmi ¢iselnej osi znama. Pripomenme, Ze odpovedajice body a realne ¢isla oznacu-
jeme obvykle tym istym symbolom. Obycajne ani v re¢i nerobime rozdiel medzi ¢islom
a bodom, ktory ho znazornuje. Z tohto pohladu je mozné definovat absolitnu hod-
notu ako vzdialenost bodu z na ¢iselnej osi od bodu 0, alebo vSeobecnejsie: absolttna
hodnota rozdielu dvoch realnych ¢isel je vzdialenost medzi nimi.

Najcastejsimi podmnozinami mnoziny R, s ktorymi pracujeme v matematickej
analyze, su intervaly a ich konecné prieniky a zjednotenia.
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Ohranicené intervaly s koncovymi bodmi a,b € R, a < b st mnoziny

(a,b)y = {r € R;a < x < b} uzavrety interval;

(a,b) = {r € Rja < x < b} otvoreny interval;

(a,b) = {x € R;a < x < b} polootvoreny alebo polouzavrety interval;
(a,b) =

a,by = {r € R;a < x < b} polootvoreny alebo polouzavrety interval.

Cislo a nazyvame Iavym koncovym bodom a ¢islo b pravym koncovym bodom pred-
chadzajucich intervalov. Cislo |o — 3| nazyvame dlzkou intervalu s koncovymi bodmi
a, 3 bez ohladu na to, ktory je Tavy a pravy koncovy bod a tiez bez ohladu na to,
¢i ide o otvoreny, uzavrety alebo polouzavrety interval. Teda b — a je dizka kazdého
z vysSie uvedenych intervalov.

Obvykle sa mnozina realnych c¢isel rozsiri o dve tzv. nevlastné ¢isla —oo a 400,
ktoré do R nepatria. Oznacujeme R* = RU {—o00, +00} a nazyvame rozsirenou mno-
zinou redlnych cisel (rozsirenou ¢iselnou osou). V. R* je usporiadanie definované pred-
pisom (Vz € R) — oo < & < +o00, absolitna hodnota predpisom | + oco| = 400 a
operacie + a - predpismi

) —o0 4T =—00;
(Ve e R*\ {—o0}) 2+ 00 =+4o0;
(Vz e R,z >0) z-(+oo) = to0;
)
)

(Vz e R,z <0) z-(+oo) = Foo;
x
VereR) — =0,
(va Fo00
tiez kladieme R = (—o0,+00). Nasledujice vyrazy nie st definované (niekedy sa

oznacuju aj ako neurcité vyrazy):

+00 dokolvek
400’ 0

Teraz uz mozeme hovorit o neohrani¢enych intervaloch s koncovymi bodmi a,b € R:

—00+ 00, 0-(%o0),

(-00,a) = {z € Rjz < a};
(—00,a) = {z € Rz < a};
(b, +oo)—{x€R;b§x};
(b, +0) = {x € R;b < z}.

O kazdom z tjchto intervalov hovorime, Ze je nekonecnej dlzky.

Poznamka 1.19. Pri definicii intervalov sme vychadzali z predpokladu a < b. Tento
predpoklad ale nie je z formalneho hladiska nevyhnutny a a, b by mohli byt lubovolné
¢isla. Ak by platilo a > b, potom by bol kazdy zo spomenutych intervalov prazdnou
mnozinou. Ak by platilo a = b, potom by jedinou neprazdnou mnozinou bol uzavrety
interval (a, b), pricom by predstavoval jednoprvkovit mnozinu (a, b) = {a}. V kazdom
pripade by sme mali do ¢inenia s objektami, ktoré v nasej mysli nie si intuitivne
zviazané s pojmom interval. Niekedy sa preto odlisuji pojmami degenerovany a ne-
degenerovany interval.
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Poznamka 1.20. V tomto ucebnom texte, ako aj na prednaskach, je pouzité ozna-
covanie intervalov historicky zauzivané najmé v eurépskych krajinach. V niektorych
pracach sa ale mozete stretntf aj s nasledovnym oznacenim, ktoré je takmer vyhradne
pouzivané v americkej literatire: |a, b[ namiesto (a, b) a [a, b] namiesto (a, b). Podobne
polouzavreté intervaly |a, b] namiesto (a,b) a [a, b] namiesto (a,b).

1.3 Matematicka indukcia

Teraz z mnoziny realnych ¢isel vyclenime niektoré vyznamné podmoziny éisel. Casto-
krat sa stretdvame s opa¢nym postupom: najprv sa vybuduje aparat pre narabanie
s prirodzenymi, celymi a racionalnymi ¢islami (k operacii s¢itania a nasobenia sa
pridé operacia od¢itania a delenia nenulovym prvkom) a nakoniec sa tieto ziplnia a
ziska sa mnozina redlnych ¢isel (napr. v ivode spominanymi Dedekindovymi rezmi
alebo Cantorovymi triedami ekvivalencii racionalnych cauchyovskych postupnosti).
My sme vSak v opacnej situdcii, pretoze mame mnozinu realnych ¢isel zavedeni sys-
témom axiém, ktoré nam umoznuju jednoducho definovat tieto mnoziny.

Definicia 1.21. Mnozinou vSetkych prirodzenych ¢isel N nazyvame najmensiu pod-
mnozinu mnoziny R, ktora obsahuje ¢islo 1 a s kazdym ¢islom n aj ¢islo n + 1.

Hned je potrebné poznamenat, Ze by bolo potrebné ukazat korektnost takejto de-
finicie, t.j. existenciu mnoziny N. K tomu by sme ale potrebovali maft hlbsie poznatky
z tedrie mnozin, a preto to robit nemoézeme. Poznamenajme, Ze prvi korektnii kon-
Strukciu mnoziny prirodzenych &isel publikoval JOHN VON NEUMANN! (1903-1957).

Méame teda, ze N = {1,2,...,n,n 4+ 1,...}. VSimnime si, ze v N platia axiémy
S1, S, Ny, Na, N3 a Nj. Ostatné axiomy vsak neplatia, napr. S3, S4 a Ny neplatia,
pretoze také ¢isla v N neexistuju. Taktiez od¢itanie a delenie nie st operacie v N (az
na delenie ¢islom 1).

So zavedenou definiciou prirodzenych ¢isel tizko suvisi aj princip matematickej
indukcie. V podstate ide o ,,domino efekt, t.j. ak mame za sebou naukladané kocky
domina, tak zhodenie jednej kocky spusti lavinu padania dalsich kociek.

Veta 1.22 (o matematickej indukcii). Nech sa nejaky vyrok V' tyka mnoZiny
prirodzenych cisel a

(i) nech V' plati pre cislo 1,
(ii) ak 'V plati pre nejaké n € N, tak plati aj pre n + 1.
Potom V' plati pre kaZdée prirodzené cislo.
Doékaz. Nech A je mnozina tych prirodzenych ¢isel, pre ktoré plati vyrok V. Potom

A C N. Ale podla predpokladu 1 € A askazdymn € Njen € A, takajn+1€ A,
teda N C A. Preto A = N, cize V plati pre kazdé prirodzené dislo. O

L¢itaj ,fon Nojman“
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Poznamka 1.23. Niekedy vyrok V'(n) plati nie pre vSetky prirodzené ¢isla n, ale iba
pre kazdé prirodzené ¢islo n, ktoré je vicsie ako niektoré prirodzené ¢islo ng. V takom
pripade sa v prvej ¢asti dokazu overi platnost vyroku pre n = ng a v druhej casti sa
dokéze platnost implikacie V (k) = V(k + 1) pre k > no.

Poznamka 1.24. Niekto by tiez mohol namietaft, Ze v principe matematickej indukcie
nevidi vyhodu, pretoze musi dokazovat platnost V(1) a dalej pre kazdé k aj platnost
V(k + 1), ¢o vyjde na to isté ako dokazovat V' (n) pre kazdé n. To ale nie je pravda,
pretoze pri dokazovani platnosti vyroku V (k+1) moZe zadarmo pouzivat vyrok V (k).
Nedokazujeme totiz platnost vyroku V' (k), ale platnost implikacie V (k) = V(k + 1),
¢o je Castokrat Tahsie ako dokazaf priamo V(n).

Veta o matematickej indukcii moze tiez vhodne posluzit pri zavedeni novych poj-
mov tzv. rekurentnym spésobom. Ak teda mame definovat isty pojem P(n) pre kazdé
n € N, staci definovat P(1) a zadaf algoritmus, na zaklade ktorého z pojmu P(k)
definujeme pojem P(k + 1) pre k € N. Tym je pojem P(n) definovany pre kazdé n.
Napriklad faktorial ¢isla n € N je dany predpisom 1! = 1 a pre kazdé n € N,n > 2 je
n!=n(n—1).

Nasledujtuca definicia je len pripomenutie zakladnych ¢iselnych mnozin znamych
zo strednej skoly tak, ako ich vyclenujeme z mnoziny realnych cisel.

Definicia 1.25. Mnozinou vsetkych celych c¢isel Z nazyvame zjednotenie mnoziny N,
mnoziny vSetkych c¢isel opacnym k prvkom N a jednoprvkovej mnoziny obsahujice;j
¢islo 0. Jej prvky nazyvame celé ¢isla. Mnozinou vsetkych racionalnych cisel Q nazy-
vame mnozinu vSetkych podielov i, kde z € Z, y € N. Prvky mnoziny Q nazyvame
racionalne cisla. Redlne cisla, ktoré nie si1 racionalne, nazyvame iracionalne cisla.

Vsimnime si, Ze (Z, +,0) je abelovska aditivna grupa? (overte, Ze platia prislusné
axiémy), ale (Z, -, 1) nie je multiplikativna grupa, pretoze neplati axiéma Ny4. T4 zacne
platit az v mnozine Q a hoci by sa zdalo, Ze si vystacime s racionalnymi ¢islami, nie
je to pravda, ¢o zistili uz staroveki Gréci. K tomu, ¢ v Q plati aj axiéma (H), sa
dostaneme v nasledujtcej kapitole.

Mnozinu nazyvame konecnou, akk existuje prirodzené ¢islo n tak, ze jej prvky
mnoziny pritom znamend priradit kazdému prvku jedno ¢islo a to tak, Zze dvom roz-
nym prvkom sa priradené rdzne prirodzené cisla. Mnozinu, ktora nie je konecna,
nazyvame nekonec¢nou (napriklad mnozina N). Samozrejme je mozné zaviest pojem
konecnej a nekonecnej mnoziny aj ina¢ a matematicky korektnejsie, ale to prenechame
vyucujicim na predmete Tedria mnozin.

Veta 1.26 (o maxime a minime koneénej mnoziny). KaZdd neprazdna konecnd
mnozina md marimum a Mminimum.

Skuste si vydiskutovat lohu neprazdnosti mnoziny v tejto vete. Dékaz bezi mate-
matickou indukciou vzhladom na pocet prvkov danej mnoziny, a preto je nezaujimavy
(prenechavame citatelovi ako cvicenie).

Zna algebre vas naucia dokonca viac, Ze (Z,+, ) je obor integrity!
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Veta 1.27 (o dobrom usporiadani). KaZdd neprazdna mnoZina prirodzenych éisel
ma minimum.

Dokaz. Nech () # A C N. Potom existuje ng € N také, Zze nyp € A a v mnozine N
existuje prave ng ¢isel mensich alebo rovnych ng. Potom v A existuje najviac ng Cisel
mensich alebo rovnych ng, ktoré predstavuji koneénti neprazdnu mnozinu (aspon ny
tam patri). Podla vety o maxime a minime konefnej mnoziny existuje teda minimum
tejto mnoziny, ktoré je zaroven minimom mnoziny A. O

Poznamka 1.28. Veta dostala svoj nazov preto, lebo v inej reci sa déa ekvivalentne
formulovat nasledovne: MnoZina N je dobre usporiadana. Pritom mnoZzina M
je dobre usporiadané, akk je linedrne usporiadana relaciou < a kazda jej neprazdna
podmnozina ma v tomto usporiadani najmensi prvok.

"4 Ulohy na precvicenie

Dokazte, ze
1 1 1 1 2 .
O(WneEN) —1+2-3+4+.. 4 (-1)'p = HLCHD-L,
1 1 1 _
& (Vn e N) 1+%+%+~-+ﬁ>\/ﬁ,
O (VneN,n>3) (n+1)" <n™h
<& Bernoulliho nerovnost: (Vn € NU{0})(Vz € R,z > —1) (1 +2)" > 1 + na;

< Binomické veta: (Vn € N)(Va,b € R) (a +b)" = > (})a"*b¥;

O ak xy,x0,...,1, € R, n €N, tak

1.4 Axiéma (H) o hornej hranici

V tejto casti sa konecne dopracujeme k dosledkom axiémy o hornej hranici, ktora
je velmi dolezitou vlastnostou mnoziny realnych ¢isel. Bez tejto axiémy by sme mali
stubor axiém, ktoré definujui pole redlnych ¢isel ako refazec, avSak existuje mnoho
neizomorfnych modelov vyhovujtcich tychto axiomam. Ked vSak k tymto axiémam
priddme axiému (H), je mozné ukazat, zZe existuje len jediny model redlnych cisel a
vSetky ostatné modely st s nim izomorfné.

Axiému (H) prvykrat sformuloval a dokdzal (ako vlastnost mnoziny R) v roku
1817 BERNARD BOLZANO (1781-1848), preto sa niekde zvykne oznacovat aj ako
Bolzanov princip. Dnes vieme, Ze tato vlastnost sa da ekvivalentne nahradif inymi
tvrdeniami, s ktorymi sa stretneme neskor a upozornime aj na tento fakt. Najprv
si ale zavedieme niekolko potrebnych tvrdeni, aby sme sa vedeli kratSie vyjadrovat
v suvislosti s axiémou (H).

Definicia 1.29. Neprazdnu mnozinu M C R nazyvame ohrani¢enou zhora (zdola),
akk existuje H € R (D € R) také, ze pre kazdé x € M plati « < H (x > D). Kazdé
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¢islo H (D) s touto vlastnostou nazyvame hornym (dolnym) ohranic¢enim mnoZiny
M. Neprazdnu mnozinu M C R nazyvame ohranicenou, akk je ohranicena zhora
a zdola. Hovorime, ze M je neohranic¢end (zhora, zdola), akk M nie je ohranic¢ena
(zhora, zdola).

Vsimnime si, ze ak M je ohranicend zhora (zdola) ¢islom H (D), tak je ohrani-

ohranic¢enosti mnoziny M zapiSeme pomocou kvantifikatorov, dostavame
(3H e R)(ID e R)(Vx € M) D <x < H,

¢o nie je velmi prijemné, pretoze obsahuje vela kvantifikitorov. Nagtastie pojem ab-
solttnej hodnoty nam poméze odstranit jeden existenény kvantifikator.

Veta 1.30. Neprdzdna mnozina M C R je ohranicend prave vtedy, ked (3K € R, K >
0O)Vze M) |z| < K.

Doékaz. = Kedze M je ohranicend, tak (3H € R)(3D e R)(Vx € M) D <z < H.
Polozme K = max{|D|,|H|}. Potom pre kazdé = € M plati

K = —max{|D|,|H|} < ~|D| < D <@ < H < |H| < max{|D|, |H]} = K.

teda (3K € R, K > 0)(Vz € M) |z| > K.

< Ak (3K e R, K > 0)(Vz € M) |z| > K, tak (Vx € M) — K <z < K, ¢
znamend, ze K je horné ohranicenie M a —K je dolné ohranicenie M, ¢ize M je
ohranicena. O

Definicia 1.31. Nech ) # M C R. Cislo d € M (¢ € M) nazyvame maximum
(minimum) mnoziny M a piSeme d = maxM (¢ = min M), akk (Vo € M)z < d
(c < x).

7, definicie je zrejmé, ze c¢isla max M a min M patria do mnoziny M, teda ide
o0 najvacsi a najmensi prvok danej mnoziny. Taktiez z toho vyplyva, ze ak M ma
maximum (minimum), potom M je ohrani¢end zhora (zdola). Opac¢na implikicia
neplati, pretoze napriklad M = (0,1) je ohrani¢end mnozina (zhora aj zdola), ale
nema maximum, ani minimum, pretoze 0 ¢ M, 1 ¢ M. Intuitivne ale citime, Ze
¢islo 1 je to ,najlepsie zo vSetkych hornych ohraniceni®, presnejSie najmensie z nich
v tom zmysle, Ze Ziadne menSie ¢islo od neho uz nemoze byt hornym ohrani¢enim
mnoziny M, a teda by malo byt uréitou charakteristikou mnoziny M. A tu pristupuje
do hry axiéma (H). V zmysle zavedenych pojmov ju mézeme zjednodusene vyjadrit
nasledovne: Kazda neprazdna zhora ohraniend mnozZina realnych ¢isel ma
najmensie horné ohraniéenie. V zneni axiémy (H) je nim ¢islo S, ktoré nazyvame
supremum mnoziny M a oznacujeme S = sup M. Totiz vlastnost (i) axiémy (H)
hovori, ze S je horné ohranic¢enie mnoziny M a vlastnost (ii) zasa hovori, Ze ziadne
¢islo mensie ako S nie je hornym ohrani¢enim mnoziny M. Inymi slovami, ak si
vezmeme redlne ¢islo ¢ < S Tubovolne blizko ¢isla S, vidy dokdzeme néjst prvok
mnoziny M, ktory je k ¢islu S este blizsie. Teda v spomenutom priklade mnoziny
M = (0,1) je sup M = 1, ale neexistuje max M. Teda ohrani¢enost zhora nie je
postacujicou podmienkou existencie maxima, iba nutnou. Na druhej strane, mnozina
M = (0,1) mé tiez sup M = 1, ale teraz toto supremum do mnoziny M patri a je
zaroven jej maximom. Na zéklade tychto ivah mame jednoduchy vysledok.
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Veta 1.32. Nech ) # M C R. Ak existuje max M, tak existuje aj sup M a plati
max M = sup M.

Dokaz. Ak M ma maximum, tak je ohrani¢end zhora a podla axiémy (H) existuje
supremum mnoziny M. Kedze max M € M, tak z prvej vlastnosti suprema plati,
ze max M < sup M. KedZe max M je horné ohrani¢enie mnoziny M a sup M je
najmensie horné ohranicenie, tak sup M < max M. Teda max M = sup M. U

V predchéadzajtcej kapitole sme otvorili otazku, ¢i v mnozine racionalnych cisel
plati axiéma (H). Teraz uZ vieme jednoducho argumentovat, ze mnozina A = {x €
Q; 2 < V213 je neprazdna a zhora ohrani¢ena (napr. &slom 2), teda podla axiémy
(H) platiacej v mnozine R existuje sup A = v/2. Avsak ako vieme, v/2 ¢ Q (zopakujte
si dokaz!). Teda ,Q je takmer to, ¢o mnozina R“ t.j. platia v nej vSetky axiémy
Definicie 1.1 okrem axiémy (H)!

V niektorych tvahéch, hlavne v ¢asti o postupnostiach, sa ndm bude hodit nasle-
dujtca formulacia suprema (vSimnime si, Ze sme preformulovali iba druhu vlastnost).

Veta 1.33. Nech ) # M C R. Cislo S € R je supremom mnoZiny M prdve vtedy,
ked

(i’)) Ve e M)z <S;
(17’) (Ve > 0)(Fxg € M) S — e < xo.

Doékaz. = Nech S = sup M, ale neplati (ii’). Potom (3¢ > 0)(Vay € M) xy < S —¢,
teda S — ¢ je horné ohrani¢enie mnoziny M. KedZe S je najmensie horné ohranicenie,
tak S < .S — ¢, z ¢oho dostavame spor ¢ < 0.

< Nech plati (ii’), ale S nie je supremum mnoziny M, t.j. (3t € Rt < S)(Vxy €
M) xy <'t, t.j. t je horné ohraniCenie mnoziny M. Zoberme ¢ = S — ¢, teda (Jz; €
M)z >S—e=85—(S—1t)=t, ¢o je spor s hornym ohrani¢enim mnoziny M. [

Aby sme sa dopracovali k odpovedi na podobni1 otazku o existencii najvicsieho
dolného ohrani¢enia mnoziny, budeme potrebovat nasledujici jednoduchy vysledok.

Lema 1.34. Nech ) # M C R a M' = {—x;x € M}. Potom
(i) ak M je ohranicend zhora (zdola), tak M’ je ohranicend zdola (zhora);

(ii) ak H (D) je horné (dolné) ohranicenie mnoZiny M, tak —H (—D) je dolné
(horné) ohranicenie mnozZiny M';

(1ii) ak M je neohranicend zhora (zdola), tak M’ je neohranicend zdola (zhora).

Dokaz. Zrejme, ak dokdzeme cast (ii), mame dokdzant aj cast (i). Nech teda H
je horné ohranic¢enie mnoziny M, teda (Vo € M) x < H. Nech y € M’ je lubovolné.
Kedze y = —(—y), tak —y € M, a teda —y < H < y > —H. Z toho méame, Ze
(Vye M') y > —H, t.j. —H je dolné ohrani¢enie mnoziny M’.

Ostava dokazat cast (iii). Nech M je neohranicena zhora, t.j. (Va € R)(dxy €
M) xy > «. Z Tubovolnosti ¢isla a € R vyplyva Tubovolnost ¢isla —a € R a z faktu
To > o —xg < —a vidime, ze (V —a € R)(F—x9 € M) —x9 < —a, teda M’ je
neohranicena zdola. O

3k tomu, ¢o je to &slo v/2 a ako je konstruované, sa dostaneme onedlho
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Veta 1.35 (o existencii a jednoznacénosti najvi¢sieho dolného ohrani¢enia).
Nech ) # M C R je zdola ohranicéend mnoZina. Potom existuje prdve jedno redine
¢islo s s vlastnostami

(i) (Vx e M) s <ux;

(i) (Vt e Rt > s)(3xg € M) xo < 1.

Dokaz. Ak nepradna mnozina M C R je zdola ohranicend, tak podla Lemy 1.34 (i)
je neprazdna mnozina M’ = {—x;x € M} zhora ohrani¢end, teda podla axiémy (H)
existuje jej supremum. Polozme S’ = sup M’ a s = —S’. KedZe S’ je horné ohranicenie
M', tak s je dolné ohrani¢enie M, teda (Vo € M) x > s. Tiez (Vt e Ryt > s) —t <
—s = 5" a podla druhej vlastnosti suprema vieme, ze (Jyo € M') —t < yo. Potom v8ak
—yo < taxy=—yo € M. Z toho teda vyplyva, ze (Vt € R, t > s)(Jzg € M) zo < t,
¢o znamend, ze s = —S’ mé aj pozadovanu vlastnost (ii). Jednozna¢nost plynie
z jednoznacnosti suprema. 0

Poznamka 1.36. Cislo s majtce vlastnosti predchadzajtcej vety sa nazyva infimum
mnoziny M a oznacuje sa s = inf M. Pre kazdu neprazdnu mnozinu M C R plati
inf M < sup M. Analogicky ako v pripade suprema (Veta 1.33) mézeme infimum s
neprazdnej zdola ohrani¢enej mnoziny M charakterizovat vlastnostami

i) VeeM)s<ux;
(ii") (Ve > 0)(3wo € M) 29 < s +¢.

a taktiez plati nasledujuci vztah medzi infimom a minimom: ak existuje min M, tak
existuje aj inf M a plati min M = inf M.

Veta 1.37. Nech AABCR, A#0, B#0 a (Vx € A)(Vy € B) x < y. Potom A je

zhora ohranicend, B je zdola ohranicend a sup A < inf B.

Dokaz. KedZze pre Iubovolné x € A a y € B plati x < y, tak y je hornym
ohrani¢enim mnoZiny A a podla axiémy (H) existuje sup A. Naviac sup A je najmensie
horné ohranicenie mnoziny A, tak (Vy € B) sup A < y, ¢ize B je ohranicené zdola
¢islom sup A a podla vety o existencii a jednoznacnosti infima existuje inf B. Kedze
inf B je najvicsie dolné ohranicenie mnoziny B, tak sup A < inf B. O
Nech ) # M C R*. Ak M je zhora ohranicend, tak podla axiémy (H) existuje
sup M € R. V pripade zhora neohranicenej mnoziny M kladieme sup M = +oo.
Podobne, ak M je zdola ohrani¢end, tak podla Vety 1.35 existuje inf M € R. V pripade
zhora neohranicenej mnoziny M kladieme inf M = —o0. Z tychto tvah vyplyva

Tvrdenie 1.38. (VM C R*, M # ()(Finf M € R* Adsup M € R*¥)

Poznamka 1.39. Ak M = (), tak kazdé z € R* je hornym aj dolnym ohranice-
nim mnoZiny M, preto kladieme sup ) = —oo a inf () = +oo. Na zdklade toho teda
v mnozine R* mézeme tvrdit, ze (VM C R*)(Jinf M € R* Adsup M € R*).
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"« Ulohy na premyslanie

<& Je mozné v definicii absolutnej hodnoty zobraf supremum namiesto maxima?
<& Najdite priklad mnoziny M, pre ktora

(i) sup M = inf M,
(ii) sup M > max M;
(iii) min M existuje a inf M neexistuje;
(iv) existuju inf M a min M, ale nerovnaju sa.

<& Uréte max M, min M, sup M ainf M, ak M = M, = {asinz+b;z € R}, a,b € R.

1.5 Niektoré dolezité vlastnosti realnych ¢éisel

Zacnime tvrdenim, ktoré je priamym pokracovanim uvah a vysledkov predchadzaji-
cich casti.

Veta 1.40 (Archimedov princip). Mnozina N je zhora neohranicend.

Dokaz. Predpokladajme, Zze N je zhora ohranicend, t.j. podla axiémy (H) existuje
supN = S. Polozme t = S — 1. Kedze t < S, potom podla druhej vlastnosti suprema
k nemu existuje ng € N také, ze t < ng, Cizet =9 —1 < ng < S <ng+ 1. Avsak
no+1 € N, ¢o znamena, ze S nie je najmensim hornym ohranic¢enim N, ¢o je spor. [

Nasledujuca veta dostala svoj nazov, pretoze je ekvivalentna s tvrdenim, Zze pole
R je archimedovské.

Veta 1.41 (Archimedova vlastnost). (Vz,y € R,z > 0)(3n € N) nx >y
Dokaz. Kedze nrx > y <> n > £, predpokladajme, Ze tvrdenie neplati, t.j. (Vn €

N) n < £, ¢o by znamenalo, Ze N je zhora ohranicena, ¢o je v spore s Archimedovym
principom. U

Poznamka 1.42. Archimedova vlastnost sa da sformulovat a dokazat aj trochu vse-
obecnejsie v nasledujicom tvare:

(Vz,y e Rz > 0)(Fk € Z) kx <y < (k+ 1)x.

Ak teraz polozime xz = 1, tak (Vy € R)(Fk € Z) k < y < (k + 1). Takéto ¢islo
k € Z nazyvame celou c¢astou redlneho ¢isla y a oznac¢ujeme [y| alebo tiez historicky
zauzivané oznaCenie F(y). Budeme pouzivat obe oznacCenia volne. Takze cela Cast

.....

nasledujtice nerovnosti

W <y<yl+1ay-1<[y<y.

Zrejme potom FE(4,265) = 4, F(0,12) =0 a E(—2,89) = —3.
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Veta 1.43 (o hustote racionalnych ¢isel v €islach realnych). (Vz,y € R,z <
YEreQae<r<y

Dokaz. Vybavime tri pripady. Nech z,y € R. Ak x < 0 < y, tak hladané r = % € Q.
Ak 0 <z < y, polozme € = y — x > 0. Zrejme, é > 0 a podla Archimedovho
principu existuje n € N také, ze n > % & % < e. Nech m je najmensie také prirodzené

¢islo, ze ™ > x (jeho existencia plynie z Vety 1.27 o dobrom usporiadani), t.j.

<r<— &
n n

<zr<

m—1 m m
— =
n

1
<r+-—<zte=z+(y—2z)=y.
n

S =
3|3
3|3

Teda v < ™ <y, kde ™ = r je hladané racionalne ¢islo.

Ak x < y <0, prejdime k opaénym ¢islam, teda 0 < —y < —z. Podla predoslej
Casti dokazu (Ip € Q) —y < p < —z, teda x < —p < y. PoloZzenim —p = r € Q
mame vysledok. O

Dosledok 1.44 (o hustote iraciondlnych éisel v ¢islach realnych). (Vz,y €
Rz <y)(FpeR\Q)z<p<y

Do6kaz. Nech z,y € R, z < y. Potom z — v/2 < y — v/2 a podla vety o hustote
racionalnych &sel v &slach realnych existuje r € Q také, Ze v — V2 <r <y —v2 &
x <14 +/2 < y. PoloZenim p = r + v/2 mame hladané iracionalne é&islo. O

"« Ulohy na precvicenie

<& Pre ktoré ¢isla , y € R platia vzfahy F(z+y) = E(z)+E(y) a E(xy) = E(x)E(y)?
<& Dokézte Hermiteovu rovnost

n —

(VneN)(VxeR)E(x)+E<x+%)+-~-+E(x+ 1):E(nx).

n

Pomoécka: pouzite matematickt indukciu vzhladom na k € N také, ze % <z < %
<& Dokazte, ze sucet racionalneho ¢isla a iracionalneho ¢isla je iracionalne cislo.

1.6 Mocnina, odmocnina a logaritmus

V tejto casti uvedieme definicie a zakladné vlastnosti niektorych ¢isel, ktoré st zau-
jimavé a dolezité z hladiska matematickej analyzy.

Mocnina s celodiselnym exponentom

Definicia 1.45. Nech z € R, n € N. Cislo 2" dané predpisom 2! =z a 2" = 2" !.z

pre n > 1 nazyvame n-tou mocninou &sla . Cislo x nazyvame zdklad a &islo n
exponent (mocnitel). Pre z € R kladieme 2° = 1 a pre z € R\ {0} a n € N kladieme
r =1

xn

Veta 1.46. (Vx € R\ {0})(Vm,n € Z) 2™ - 2™ = 2" T™ A (™)™ = ™™
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Dokaz. Matematickou indukciou vzhladom na exponent m. O

*“ Ulohy na precvicenie

Dokazte nasledujice tvrdenia:
O (Vo,y € R\ {0})(Vp € Z) (zy)" = 2P - yP;
OS(WVzeRz>1)(VneN)z">a" > .. >z >1;
OCWVzeRO<az<)(VneN) "<zl < - <z <l;
O (Ve,y e R0O<z <y)(VneN) " < y™

Aritmeticka n-ta odmocnina

Co je to ¢islo /27 Vadsina by asi odpovedala, ze ide o dlzku prepony v pravouhlom
trojuholniku s odvesnami dlzky 1. Ale ako ho hladaft, resp. ako je konstruované?
Zrejme,

12 < 2 < 22
1,42 <2 < 1,5°
1,412 < 2 < 1,422
1,414* < 2 < 1,4152

Uvazujme teda mnozinu A = {1,4%1,41%;1,414% ...}. Ide o neprazdnu mnozinu,
ktora je ohrani¢ena zhora ¢islom 2, teda existuje sup A. Dokazme, ze sup A = 2.
Ako vidiet z konstrukcie, tak (Vz € A) z < 2. Aby sme ukdzali platnost druhe;

vlastnosti suprema, polozme x1 = 1,4, o = 1,41, x5 = 1,414, ... 7Z konstrukcie vieme,
ze (Vn € N) (z, + 10%)2 > 2 a tiez 22 < 2. Potom

L1 2, L2 (1 | op 1 L
Tp+— | —x, =2, +—— — | -z, = — |22, + —
107 100 " \ 107 107 107

teda

2> + L' 5 S22 199,95
x Tp + — - — ——=1,99...90.

Ak teda vezmeme t € R Tubovolne blizko k ¢islu 2, potom k nemu dokazeme najst
ng € N také, ze xio > t, ¢o dokazuje druhi vlastnost suprema, a teda

V2 = sup{z € R; 22 < 2}.
Presne na tomto principe je zalozena nasledujtca dolezita veta.

Veta 1.47 (o existencii a jednoznacnosti aritmetickej n-tej odmocniny).
VreRz>0)(VneN)TyeR,y>0)y" ==z
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Dékaz tohto tvrdenia je mozné najst v [5]. Cislo y vo vete nazyvame n-tou odmoc-
ninou ¢isla x a piSeme y = /z. Pre n = 1 sa nezvykne oznacovat y = /x, pretoze
to znamena zapis y = x.

Poznamka 1.48. Iraciondlne &slo /2 sa v matematike zaraduje do skupiny tzv.
algebraickych cisel, t.j. Cisel, ktoré si korenom nejakého polynému s celociselnymi
koeficientami. V pripade &sla v/2 ide o polyném 22 — 2. Okrem nich existuju aj tzv.
transcendentné cisla, ktoré nie su koreniom ziadneho takého polynému. Jedno z naj-
znamejsich je napriklad Ludolfovo ¢islo 7. Neskor sa stretneme aj s dal$im takymto
vyznamnym ¢islom, ktorym je pre analyzu Eulerovo ¢islo e.

Veta 1.49. (Vz,y € R,z > 0,y > 0)(Ym,n € N) /zy = /z- /YA ¥/ /x =

Doékaz. Oznatme {/x = u, {/y =va oy =w, tj r=u",y=0"azy =w"
Potom
wr=zy=u" 0" = (w)" = w=uw = Jry= Vv /Y.

Podobne druhé ¢ast tvrdenia. O

Poznamka 1.50. Jednoznac¢nost n-tej odmocniny v R implikuje jednoznacnost aj v
jej podoboroch. Neplati to viak napriklad uz v komplexnych &slach: v R je 1 = /1 =
V1, ale v komplexnjrch &slach st dve druhé odmocniny z 1 (t.j. +1) a dokonca Styri
stvrté odmocniny z 1 (t.j. +1, +i)!

Rozsirme pojem n-tej odmocniny o n-ti odmocninu z 0 a pre neparne prirodzené
¢islo n aj o n-tt1 odmocninu zo zaporného c¢isla. Z definicie n-tej mocniny plynie, Ze
0" = 0, a preto kladieme /0 = 0. Ak < 0 a n je neparne prirodzené &islo, tak
a = —x > 0 a rovnica y" = x je ekvivalentna s rovnicou (—y)" = «, pretoze

() =a & (-y)"=-z & (-)V'y=—2 & —y'=-1 & y' =

Kedze o > 0, tak existuje jediné kladné redlne ¢islo —y také, ze (—y)" = «, a teda
—y = {Ja = =z, resp. y = —/—x. Toto ¢islo nazyvame n-tou odmocninou disla
z < 0 a piSeme Yz = —/—x. Napriklad, /-8 = —v/8 = —

Veta 1.51. (Vz,y e R,0<z <y)(VneN) {z < ¢y

Doékaz. Predpokladajme, ze {/z = {/y. Potom by ({/z)" = (/y)",
je spor s predpokladom. Podobne, ak by /z > /y > 0, tak (” x)

x >y, ¢o je opit spor. Preto z trichotémie ostava iba moznost 3

%
O

"« Ulohy na precvicenie

Dokazte nasledujtce tvrdenia:
O (Ve e Ryx > 0)(Vm,n € N) {/azm = ({/x)™;
O (vr €R,z > 0)(¥n € N) {/1 = L
O (Veyy e Ryx >0,y >0)(VneN) p/E =

=

=~
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"« Ulohy na premyslanie

< Existuje nekonecne vela dvojic z,y € R, pre ktoré plati /z +y = /z + /y?
<& Existuje x € R také, ze \/x > x7 Zmeni sa nieco, ak budeme uvazovat vo vSeobec-
nosti n-t odmocninu?

Mocnina s racionalnym exponentom

Definicia 1.52. Nech z € R,z > 0 ar = %, p € Z, q € N. Mocninou z" budeme
rozumiet &slo /a7 (.. a” = x4 = ¥aP).
Prijatie tejto definicie si vyzaduje overenie jej korektnosti, t.j. Ze hodnota mocniny

2" nezavisi od spésobu vyjadrenia racionalneho ¢isla r, o com pojednava nasledujica
veta.

Veta 1.53. (Vz € R,z > 0)(Vr€Q) (r=L=",pm€Z,qneN) = Jam = e

Dokaz. Kedze g =" & pn = gm, tak 2™? = 2", Oznatme u = V2™ a v = V/aP.
Potom

u'=2" = (W)= (") = u"=2"
a takisto

vi=2" = (v1)"=(")" = ™ =a".

7 toho mame u™ = v™ a na zaklade jednoznacnosti odmocniny mame u = v, teda
am = /ap. O

Je tiez Tahké overit, Ze zavedend definicia mocniny s racionédlnym exponentom sa
zhoduje s mocninou s celoc¢iselnym exponentom pre r € Z. Zakladné vlastnosti, resp.
pravidla nardbania s mocninami s racionalnym exponentom st zhrnuté v nasledujicej
vete.

Veta 1.54. (Vz,y e R,x > 0,y > 0)(Vr,s € Q)
(i) " y" = (xy)" N7 = (;) ;
(ZZ) xS ="t A z_: = s

(111) (x <yAr>0)=2a"<y";

() (x >1Ar>s)=a" >z

Dokaz. Uvedieme iba dokaz ¢asti (i), ostatné prenechédvame ako cvicenie.
Nech r = g, pE€Z,q€eN, qg>1 (inak niet ¢o dokazovat). Potom

"y = ap - p = yarygp = Y (ay)p = (ay)

Zdovodnite kazdy krok na zaklade axiém alebo dokézanych tvrdeni! O

Podobne
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Mocnina s realnym exponentom

Definicia 1.55. Nech z,a € R.

(i) Ak 2 > 1 a a > 0, tak mocninou z* budeme rozumiet ¢islo
sup{z";r € Q,0 <r < a}.

(i) Pre z € (0,1) a a > 0 definujeme z* = ﬁ

(ii) Pre z =1 a a € R definujeme z* = 1* = 1.

-1

o’

(iv) Pre > 0 a a < 0 definujeme 2* =
(v) Pre z =0 a a > 0 definujeme 2* = 0% = 0.

Uvedena definicia je zaloZena na skutocnosti, ze pre x > 1 a s,t € Q, s < t plati
nerovnost z° < 2 a kazdé reélne ¢islo o sa da vyjadrit v tvare

a=sup{s;s € Q,0 < s < a},

¢o opit odkazuje na sposob vybudovania realnych ¢isel z ¢isel racionalnych. Pre z > 1
mozeme tiez mocninu definovat vztahom

z* =inf{z";r € Q,0 < a <r}.

Opiit by bolo potrebné overit korektnost tejto definicie. Kedze ¢ast (i) zohréva
dolezitt tlohu, pozrime sa nan trochu blizsie. Oznacme A = {z";7 € Q,0 < r < a}.
Podla vety o hustote racionalnych ¢isel v éislach redlnych (Ir € Q) 0 < r < «,
Cize " € A, a teda A # (). Podla tej istej vety (3s € Q) a < s < a + 1. Potom
0 <r<s,atedax” < x° Co znamena, Ze x° je horné ohranicenie mnoziny A, a preto
existuje sup A a je jednoznacne urcené. Taktiez je dolezité si uvedomit, ze hodnota
x® pre x > 0 a a € R je vzdy kladné ¢islo!

Poznamka 1.56. Treba povedat, Ze Definicia 1.55 nezahfiia vyraz 0°, ktory je ale
zahrnuty v Definicii 1.45 mocniny s celoéiselnym exponentom, t.j. 0° = 1. Niektori
autori sa brania tejto konvencii a tvrdia, ze vyraz 0° nedefinujeme, pretoze podla nich
na to neexistuje rozumny sposob. Totiz vzhladom na Definiciu 1.55 (v) by bolo ro-
zumné polozit 0° = 0. My sa vSak budeme pridizat zavedenej mocniny s celo¢iselnym
exponentom, v ktorej je tento pripad zavedeny ako 0° = 1 aj kvoli tomu, aby sme
neskor mohli pokojne narabat napr. s funkciondlnymi radmi, kde je aj tak potrebné
prijat tito konvenciu, aby sme vedeli ur¢it hodnotu cos 0, kedze

n

= (-1
cosT = Z ((271;! " z eR.
n=0

Nasledujtuce tvrdenie zhina zakladné vlastnosti mocniny s redlnym exponentom,
dokaz pozri [5]. Nakolko st tieto dokazy tvrdeni z axiomatiky realnych &isel zdlhavé
a neprinasaju vela tzitku, nebudeme ich robif, ani vyzadovatf. K niektorym vlastnos-
tiam a ich odvodeniam sa vsak este dostaneme neskér pomocou iného aparatu.
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Veta 1.57. (Vz,y € R,x > 0,y > 0)(Vo, 5 € R)

(i) 2%y = (ay)* N iz = (§> ;

(it) x* - 2P = 2PN L5 = g2 B A\ (2)P = 2*F;

(i) (x>1ANa>0)V(zre (0,1)Na<0)=2">1;
() (x>1Na<0)V(ze(0,])ANa>0)=z2*<1;

(
(

(v) (z>1ANa< )=z <a’;
(i) (x € (0,1) A< B) = a*>af;
(vii) (0 <z <yAa>0)=z*<y®;
(

(viii) (0 <z <yAa<0)=z%>y*

Logaritmus realneho ¢isla

Zavedenie mocniny s redlnym exponentom ndm umozni definovat novy pojem lo-
garitmu realneho ¢isla a odvodit jeho zékladné vlastnosti. K zavedeniu logaritmov
doglo takmer sti¢asne na niekolkych miestach. Tato novd metéda* umoznila preva-
dzat zloZitejsie poctarske tikony nésobenia na jednoduchsie tikony séitania, ¢o v dobe
bez kalkulaciek bolo velmi vyhodné. Spomenme len, Ze za ,objavitelov logaritmov“
st povazovani JOHN NAPIER (1550-1617) a JosT BURGI (1552-1632), ktori ich ne-
zavisle zaviedli zaciatkom 17. storocia.

Definicia 1.58. Nech a,x € R, a > 0, a # 1, x > 0. Redlne ¢islo y také, 7e a¥ = x
nazyvame logaritmus ¢isla x pri zaklade a a piseme y = log, x.

Je potrebné si uvedomit, Ze neexistuje logaritmus ako ¢iselnd hodnota sama osebe.
Logaritmus je vlastne vztah dvoch ¢isel (za laskavého prispenia tretieho). Ak sa teda
zamyslame nad logaritmami, musime vidief stale dvojice ¢isel spolu zviazanych hod-
notou toho tretieho, ktorym je zaklad.

Otézku korektnosti tejto definicie riesi nasledujica veta, kde si opéf treba uve-
domif, Ze logaritmus je supremum nejakej mnoziny, ¢o sa ukaze prave v dokaze tejto
vety. Presnejsie, pre a > 1, x > 0 je

y = log, x = sup{z € R;a* < x}.

Mbzete si tu vSimnuf paralelu so zavedenim n-tej odmocniny, ktora bola tiez zavedena
ako supremum istej mnoziny (suvisiacej s n-tou mocninou realneho ¢isla). D4 sa vSak
predpokladat, Ze situacia s logaritmom bude technicky este trochu komplikovanejsia.

Veta 1.59 (o existencii a jednoznaénosti logaritmu). (Va,z € R,a > 0,a #
Lz>0)3yeR)a’ =2z

4slovo logaritmus vzniklo spojenim gréckych slov ,Aoyos“ — pomer a ,apirpol“ — &islo
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Snazivy ¢itatel moze najst dokaz v [5]. Pripomenme, ze logaritmy so zdkladom
10 sa obvykle oznac¢uju iba log (dekadicky logaritmus) a logaritmy so zakladom e
(Eulerovo &islo, pozri Cast 3.5) ako In (logaritmus naturalis — prirodzeny logaritmus).

Opit iba zhrnieme zakladné vlastnosti tohto nového pojmu a niektoré vlastnosti
dokézeme. KedZe definicia logaritmu tizko stvisi s mocninou s readlnym exponentom,
dé sa ocakavat, Ze sa vlastnosti budi dokazovat pomocou vlastnosti mocniny s real-
nym exponentom.

Veta 1.60 (zakladné vlastnosti logaritmu). (Va,b,z,y,0 € R,a > 0,a # 1,b >
0,b# 1,2 >0,y > 0)

(i) log, 1 =0Alog,a=1;
(i1) log,(zy) = log, x + log, y;
(iii) log, 3 =log, x —log, y;
(iv) log, x* = alog, z;
(v) (a>1Azx<vy)=log,z <log,y;
(vi) (a € (0,1) ANx <y) = log,z > log,y;

_ logyx

(vii) log, x = Tosq — 108,z - log, b.

Dokaz. (i) KedZze a® =1 a a' = a, tak log,1 =0 a log, a = 1.

(ii) Oznacme u = log,x, v = log,y a w = log,(zy), teda a* = x, a’ = y a
a® = xy. Potom a® = zy = a" - a” = a"*", z ¢oho vyplyva, Ze w = u + v.

KedZe ostatné vlastnosti bezia analogicky, ukdzeme na zéver cast (vii). Opét
ozna¢me u = log, x, teda a" = x. Potom

1
log, * = u -log,a = log, x - logya = log, z = Oy
log, a
Ak pOlOZime T = b7 tak 1Oga b= @, teda lOga xr = logb €T - loga b. O

"4 Ulohy na premyslanie

<& Existuje nekonecne vela dvojic x, y € R, pre ktoré plati log,(z+y) = log, z+log, y?
Zavisi tato vlastnost na zaklade a?

<& Existuje nekonecne vela dvojic x,y € R, pre ktoré plati log,(z - y) = log, z - log, y?
Ako tato vlastnost zavisi na a?





