Kapitola 2

Uvod do realnych funkcii

Nieco z historie pojmu funkcia

V polovici 18. storo¢ia sa vyvinula predstava o tom, Ze funkcia je analyticky vyraz
reprezentovany mocninnym radom. Tato predstava pochadza od ISAACA NEWTONA
(1643-1727), pre ktorého bola zdrojom optimizmu pri vyjadrovani sa o rieSeni hlav-
nych problémov analyzy. Vedicim predstavitelom tejto predstavy o funkcii bol v 18.
storo¢i JOSEPH LOu1ls LAGRANGE (1736-1813), ktory ststredil svoje usilie na to, aby
na tejto predstave funkcie ako mocninného radu vybudoval celt analyzu. S vyvojom
poznania a hlavne s tym, Ze sa matematické prostriedky sustredovali na popis ¢oraz
zlozitejsich fyzikalnych javov, sa postupne prichadzalo k tomu, ze toto Lagrangeovo
pojatie pre popis skimanych javov nestac¢i. Strucne prejdeme niektorymi formulé-
ciami, ktoré ndm mozu do istej miery daf informéaciu o predstavach matematikov
o pojme funkcia a o tom, ako sa tieto predstavy postupne vyvijali.

LEONHARD EULER (1707-1783) v praci ,Introductio in Analysin
Infinitorum“ z roku 1748 uvadza: Funkcia premennej veli¢iny je analyticky vy-
raz zlozeny lubovolnym spdsobom z tejto premennej veliciny a z ¢isel alebo konstantnych
veli¢in. V svojom diele ,Institutiones Calculi Differentialis“ v roku 1755
potom piSe: Ak niektoré veli¢iny (kvantity) zavisia od inych tak, Ze pri zmene tych
druhych sa takisto menia, nazyvajl sa tie prvé funkciami druhych. Tento nazov ma
mimoriadne Sirokd povahu: obsahuje vSetky mozné sposoby, akymi sa da jedna
veli¢ina vyjadrit pomocou inych veli¢in. MoZeme si dnes iba domyslat, ¢o si Euler
predstavoval pod pojmom ,analyticky vyraz zloZeny lubovolnym spésobom“ v prvom
pripade a pod pojmom ,vSetky mozné sposoby“ v pripade druhom.

SYLVESTRE FRANCOIS LACROIX! (1765-1843) potom v prvom dieli svojej knihy
,Iraité du calcul différentiel et du calcul intégral“ v roku 1797 napisal:
Kazda veli¢ina, ktora zavisi na jednej alebo niekolkych inych veli¢inach, sa nazyva funkciou
tych druhych, ¢i uz pozndme alebo nie, ktoré operacie je potrebné vykonat, aby sme z nich
dostali ti prvi. Lacroixovu definiciu mdéZeme pokladaf za istt parafrazu Eulerovej de-
finicie s tym, Ze povazuje za dolezité zdoraznit, ze sposobu, podla ktorého sa z hodnot
argumentu ziska funkéna hodnota, nie st predpisané ziadne Specifické matematické
operacie. Tymto chceme dolozit, Ze predstavy o pojme funkcie sa v druhej polovici
18. storocia postupne postvali do stale vseobecnejsej polohy.

I¢itaj ,,Lakroa“
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Matematicka analyza vstupila do 19. storo¢ia s pojmom ,lubovolnej“ funkcie.
V samotnych formulacidch poznat eSte isty ostych a snad i obavu pred priliSnou
v8eobecnostou. V knihe JOSEPHA FOURIERA (1768-1830) ,Théorie analytique
de la chaleur“ z roku 1822 autor piSe: VSeobecne je funkcia f(x) postupnost hodnét
alebo ordinat, z ktorych kazdd je lubovolnd. Toto pre nas dost hmlisté tvrdenie potom
Fourier upresnuje: Vobec sa nepredpoklada, Ze sa tieto ordinaty riadia vSeobecnou
zakonitostou, mozu za sebou nasledovat [ubovolne a kazda z nich je dand ako by bola
jedine¢nou veli¢inou. Z tychto formulacii je mozné zretelne vycitat, Ze Fourier ma
na mysli predpis, ktory ,prvku z definicného oboru ur¢i funkéntt hodnotu funkcie“
a tento predpis nie je urdeny ni¢im inym. Nemusi byt teda urdeny analytickym
19. storocia sa pojem funkcie stal centralnym objektom skimania matematickej
analyzy. Matematicka analyza sa formovala ako tedria o naradbani s funkciami
a ako rozvijajuci sa stubor prostriedkov na vySetrovanie vlastnosti funkci alebo
pre urcovanie funkcii s danymi vlastnostami. Vedtce osobnosti analyzy LuIs
AucusTIN CAUCHY (1789-1857) a BERNARD BOLZANO (1781-1847) sa vyskumu
venovali s velkou vervou, av8ak pojem funkcie u nich nie je nijak vyrazne popisany.
Cauchy sa popisu venuje iba okrajovo a u Bolzana v jeho znamej praci ,Rein
analytischer Beweis des Lehrsatzes dass zwischen je zwey Werthen, die
ein entgegengesetztes Resultat gewdhren, wenigstens eine reelle Wurzel
der Gleichung liege* z roku 1817 sa o pojme funkcia nehovori ni¢. Bolzano vsak
velmi presne popisuje to, ¢o sa rozumie pod spojitostou funkcie v bode a o takychto
funkcidch dokazuje zndmu vetu o medzihodnotach. Treba vsak povedat, Ze Bolzano
mnohé veci nepublikoval, pracoval ale na velkom projekte. Analyzy sa tyka jeho
,2Functionenlehre®, ktora vsak bola publikovana az v 20. storoci.

O pojme funkcia sa vyslovil i P. G. LEJEUNE DIRICHLET (1805-1859) v roku
1837: Pod a a b budeme rozumiet dve pevné hodnoty a pod x premennd veli¢inu na-
dobldajicu vsetky hodnoty medzi a a b. Ak teraz kazdému x odpoveda jedno jediné
konedné y tak, ze ak z spojite prebieha interval od a do b, tak sa y = f(z) meni rovnako
spojite, potom y sa nazyva spojitou funkciou z pre tento interval. Ak odhliadneme od
toho, ze ide o urcenie spojitej funkcie, je Dirichletova definicia uré¢enim pojmu funkcie
v dne$nom zmysle (priradenie hodnoty hodnote). K tomu snad eSte poznamenajme,
ze nemozeme Dirichleta podozrievat z toho, Ze by nevedel o nespojitych funkciach —
ved jedna z najznamejSich funkcii nespojitych v kazdom bode nesie prave jeho meno
a Dirichlet ju popisal osem rokov pred uvedenim vyssie citovanej definicie. Zastavme
sa ale na chvilu pri definicii spojitej funkcie. Dirichletov popis (definicia) je trochu
hmlisty a vobec nie presny. Porovnajme Dirichletovu definiciu s Bolzanovou z vys-
sie zmienej prace z roku 1817. Bolzano hovori: Spravnym vykladom tvrdenia, Ze sa
funkcia f(x) pre vSetky hodnoty x, ktoré lezia zvnitra alebo zvonku istych medzi, meni
podla zakona spojitosti, totiz rozumieme len tolko, Ze ak x je takd hodnota, potom rozdiel
f(z4+u)— f(x) je mozné urobit mensim nez kazda dana veli¢ina, ked je mozné brat u také
malé, ako len chceme. Je to o dost presnejsi a v istom zmysle ,aritmetizovanejsi“ popis
pojmu spojitosti funkcie v bode, ak ozelieme absenciu absolttnej hodnoty a nejasny
popis toho, Ze sa v zavere uvedeného citatu vlastne chce, aby ,,u bolo dost malé“. Ka-
deco ale moze byt zahmlené dost akademickou Bolzanovou prazskou nemdinou z tej
doby a potom pochopitelne i nasim chabym pokusom o doslovny preklad.
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Citatom Dirichletovho popisu funkcie vlastne méZzeme uzavriet doleziti otazku vy-
medzenia tohto zédkladného pojmu. Od Dirichleta sa potom uz dost priamo odvijala
koncepcia funkcie ako priradenia funkénych hodnét (spociatku hlavne ¢isel, realnych
alebo komplexnych, neskor i inych objektov) prvkom definiéného oboru. Pre popis de-
finicného oboru funkcie (a nakoniec i oboru jej hodnét) bola mimoriadnym prinosom
Cantorova tedria mnozin. Terminoldgia v nej vytvorend umoznila nalezit presnost a
jasnost. Tym sa popis zakladnych objektov vySetrovania v analyze 19. storodia, t.j.
funkcii, posunul takmer do dnesnej podoby.

Funkcia ako zobrazenie

V kazdodennom zivote sa stretdvame so situaciami, ze niektoré veli¢iny sa pocas sle-
dovania urcitého javu menia, iné zase nie. Napriklad pri zohrievani plynu v uzavretej
nadobe sa teplota a tlak plynu menia, ale nemeni sa jeho hmotnost, ani objem. Pre-
mennou sa nazyva taka veli¢ina, ktord moze v podmienkach danej tlohy nadobtudat
rozne hodnoty. Veli¢ina, ktorej hodnoty sa v podmienkach tlohy nemenia, sa nazyva
konStantna. V praxi je ¢asto potrebné skumaft suvislosti premennych veli¢in, resp.
zavislost jednej veli¢iny na druhej. V prirode ani niet veli¢in, ktoré by sa menili bez
savisu s inymi velicinami. Napriklad vietor meni svoj smer v dosledku neustalych
zmien inych veli¢in, ako je teplota vzdusnych méas a iné. Tieto objektivne skutocnosti
viedli k abstrakcii, ktorej dosledkom je pojem funkcie ako zobrazenia?.

Definicia 2.1. Nech X,Y st mnoziny. Ak kazdému prvku z € X je urcitym sposo-
bom priradeny prave jeden prvok y € Y, hovorime, ze na mnozine X je definované
zobrazenie f, zapisujeme y = f(z), x € X.

Poznamka 2.2. Aby sme ditatela odstrasili hned na tivod, pouzitim kvantifikdtorov
je mozné pojem zobrazenie f : X — Y charakterizovat takto:

(Ve e X)(Vyr, 2 €Y) (y1 = f(x) Ny2 = f()) = y1 = 1.

Mnozinu X nazyvame defini¢ny obor zobrazenia f a piseme D(f) alebo Dy. Jej
prvky sa oznacuju ako argumenty, vzory alebo nezavislé premenné. Prvok yg € Y,
ktory je priradeny argumentu zy € X, nazyvame hodnotou zobrazenia f v bode z
a oznacujeme ho f(zp). Mnozinu hodnét, ktoré s priradené prvkom mnoziny X,
nazyvame obor hodnot zobrazenia f a oznacujeme H(f) alebo Hy, t.j. pre yo € Y
existuje rg € X taky, ze f(x¢) = yo. Prvky z oboru hodnét nazyvame obrazmi alebo
zavislymi premennymi.

V definicii sme nijak blizsie nespecifikovali, o aké mnoziny ide (mohlo by ist o ¢i-
selné mnoziny, matice, vektory a pod.) a podla toho sa rozlisuje prislusné zobrazenie.

2Treba viak povedat, Ze v matematickej literatiire sa tieto pojmy nie vzdy stotoziuji. Obyéajne
sa pojem zobrazenia f : X — Y povazuje za najvSeobecnejsi pouzivany bez ohladu na mnoziny X,Y
a v roznych castiach matematiky ma pojem zobrazenia cely rad synonym, napr. funkcia, morfizmus,
operator, funkcional, transfomacia. Pojem zobrazenie sa nahradza pojmom funkcia obyc¢ajne vtedy,
ked Y je mnozina redlnych alebo komplexnych ¢isel. Pojem funkciondl sa zase zvykne pouzivat, ak
X je mnozina funkcii.
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Ak vsak X,Y C R, tak zobrazenie f nazyvame realna funkcia jednej realnej premen-
nej, skratene v dalsom texte iba redlna funkcia, pripadne len funkcia3. Teda funkcia
predstavuje predpis, pravidlo f : x — f(z), * € X. Cislo y = f(x) priradené ¢islu
x nazyvame hodnotou funkcie f v ¢isle x. Tu je potrebné upozornit na cast nekon-
zistenciu v oznacovani. Totiz ak mame funkciu f nezavislej premennej x, je ¢asto
zvykom neoznacovat ttato funkciu symbolom f, ale trochu méticim symbolom f(x),
ktory moze maf dva odlisné vyznamy a len z kontextu je jasné, ¢éi f(x) je predpis
funkcie, alebo f(x) je oznacenie prvku z mnoziny Hy.

Z formélneho hladiska sa na funkciu mozeme pozerat ako na mnozinu usporiada-
nych dvojic, t.j. takych, v ktorych je potrebné rozliSovat prvy a druhy prvok dvojice,
kde rézne dvojice maji rozne prvé prvky. Cisla z, ktoré st prvymi prvkami, tvoria
mnozinu X a ¢isla, ktoré st druhymi prvkami, tvoria (¢astokrat in1) mnozinu Y.

Funkcie, ako aj iné matematické objekty, oznacujeme vhodnymi symbolmi. Vo vse-
obecnych tvahéch o funkcidch budeme obvykle na ich oznacovanie pouzivat malé la-
tinské pismend, najcastejsie f, g, h a pod. Pre mnohé funkcie sa ale zaviedli rozne
oznacovania. Nie vzdy je funkcia oznacena pismenom, napriklad na oznacenie funkcie
celd cast sa okrem pismena F pouZivaju hranaté zatvorky [] a jej hodnota v ¢isle = sa
oznacuje [z]. Inym prikladom funkcie je faktoridl. Je to funkcia, ktorej definiény obor
st nezaporné celé ¢isla a na jej oznacovanie sa zauzival symbol vykri¢nik !. Hodnotu
tejto funkcie v éisle n znac¢ime n!. Stretneme sa eSte s dalsimi funkciami, pre ktoré sa
uz tradiciou vzili oznacovania, napriklad sin, cos, I' a mnohé iné.

Vo v8eobecnosti, ak nejaky symbol znaci funkciu, musi byt dané pravidlo, ako sa
znacia jej hodnoty v jednotlivych bodoch jej definicného oboru. Obycajne sa znak
pre bod z definicného oboru niekde ku znaku funkcie pripiSe, najcastejsie za znak
funkcie do zatvorky. Napriklad Eulerova gamma funkcia sa znac¢i symbolom T, jej
hodnota v ¢isle x je I'(x) dana predpisom

['(x) :/ t"tetdt, x>0.
0

Ind znama funkcia sa znaci znakom sin a jej hodnoty sinx. Stava sa vSak, Ze znak
pre bod z defini¢ného oboru nepiseme za znak funkcie, ale na iné miesto. Uviedli sme,
ze ! je znak pre funkciu faktorial a jej hodnoty znacime tak, ze ¢islo z definicného
oboru piseme pred neho, t.j. n!. Casto sa tiez pouziva na oznacenie hodnoty funkcie
f v ¢isle x znak f, a to najméi vtedy, ked jej definiény obor je mnozina prirodzenych
Cisel (obzvlast postupnosti sa tak znadia).

Takéto nejednotnost v oznacovani vznikla tradiciou, pri¢om si ich autori explicitne
neuvedomovali, Ze ide o funkciu. Neméa v8ak vyznam odstraniovat tito nejednotnost,
museli by sme odstranit privela zauZivanych oznaceni, ¢o by viedlo k staZeniu ¢ita-
telnosti mnohych textov.

V zépise v tvare z — f(z) nie je podstatné, aké pismeno na oznacenie nezavisle;
premennej pouzijeme. Ak totiz f je funkcia, zapisy = — f(x), n — f(n), a — f(a)
vyjadruja to isté, teda modzeme pouzit hocijaké pismeno alebo znak, ktory nemé uz
rezervovany vyznam. AvSak 5 — f(5) nie je zapis pre funkciu f, lebo symbol 5 méa
vyznam rezervovany pre isté cislo.

3pojem ,funkcia“ ako prvy pouzil Leibniz v roku 1692
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Kazda funkcia je jednoznac¢ne urcena svojim definicnym oborom a predpisom pri-
radenia?. Ak defini¢ny obor funkcie f nie je uvedeny, budeme rozumiet jej prirodzeny
defini¢ny obor, t.j. najviac¢siu mnozinu hodnot, pre ktori ma predpis x — f(x) zmysel.
Pravidlo priradenia pritom moze byt dané roznymi sposobmi:

(a) explicitne (analyticky) f:y = 2% alebo g : t = /s, s € (1, 3);
(b) implicitne: zy + lnxy = 1;

1, z€Q

(c) viacerymi rovnicami: Dirichletova funkcia x(z) = ;
0, zeR\Q

Riemannova funkcia:

0, z€R\QnN(0,1) alebox =0
p(ZL‘): {1

o = g je zlomok v zakladnom tvare (p, ¢ € N st nestdelitelné) ’

(d) parametricky, rekurzivne, tabulkou, graficky, slovne, ...

Analyticky sposob zadania funkcie je najrozsirenejsim spésobom zadania funkcie.
Napriklad v matematickej analyze sa takmer vSetky funkcie zadavaji analyticky.
Hlavnymi vyhodami tohto spdsobu zadania funkcie st stru¢nost, moznost vycislenia
hodnoét funkcie pri Tubovolnej hodnote argumentu z definicného oboru, ako aj moz-
nost pouZitia rozsiahleho a silného aparatu matematickej analyzy pri skimani takto
zadanej funkcie. Nevyhodou moZe byt nedostatok nézornosti a niekedy nevyhnutnost
urobif zdlhavé a fazké vipocty, aby sme sa dozvedeli funként hodnotu v danom bode.

Konstantnou funkciou nazyvame funkciu definovani na R predpisom (Vz €
R) f(z) = ¢, ¢ € R. Funkcia, ktord kazdému redlnemu ¢islu x priradi to isté re-
alne Cislo x sa nazyva identita a méva v roznych oblastiach rézne oznadcenie (napr. [
alebo Id). My vSak pre tato funkciu ziaden $pecidlny symbol pouzivat nebudeme.

Casto sa stava, Ze dant funkciu vysetrujeme nie na celom jej defini¢énom obore,
ale len na nejakej jeho podmnozine.

Definicia 2.3. Nech f je definovand na X # () a X; C X. Funkciu ¢ definovant
na X; predpisom (Vz € X;) ¢(z) = f(z) nazyvame parcidlnou funkciou k funkcii f
(alebo tiez ziiZzenie f na Xi).

Zrejme funkcia ¢(x) = 1, x € Q je parcidlnou funkciou k funkcii y. Taktiez
faktorial je zZenim Eulerovej gama funkcie I" definovanej na (0, +00) na mnozinu N.
Historicky vyvoj bol pritom opa¢ny: riesila sa otdzka (tzv. interpola¢ny problém), ¢
existuje funkcia s uréitymi vlastnostami, ktorej ztizenim je faktorial, teda ¢i je mozné

.....

Definicia 2.4. Grafom funkcie f definovanej na mnozine X # () nazyvame mnozinu
Gr={lz.yhz e X,y= f(z)}.

4Podstatné tu nie to, ¢i vieme ttto (jedin) hodnotu priradit, ale aby existovala. Ak napriklad
definujeme funkciu f, ktorej hodnota v n € N je n-té prvodéislo, tak vieme, ze f(1) = 2, f(2) = 3,
f(3) = 5, atd., ale nikto nevie, kolko je f ((101°)!%), hoci vieme, Ze tato hodnota existuje (kedZe
prvocisel je nekoneéne vela).
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Obr. 2.1: ,Graf“ Dirichletovej a Riemannovej funkcie

Redlne ¢isla interpretujeme geometricky ako body na priamke. Ak chceme geomet-
ricky interpretovat funkcie, zvolime si v rovine dve pretinajtce sa priamky (tiez nazy-
vané osi), oby¢ajne na seba kolmé. Bod, v ktorom sa pretinajt, nech znaci na kazdej
z nich nulu. Potom kazdému bodu v rovine priradime dvojicu ¢isel a to tych, ktoré zna-
zornuju jeho priemety na tychto priamkach. Tak je kazdému bodu priradena dvojica
¢isel, ale 1 naopak, ku kazdej dvojici sa da zostrojit prave jeden bod prave opisanym
sposobom. Geometrickym obrazom mnoziny G je mnozina bodov v tejto rovine. Aj
tato geometrickt interpretéciu obvykle nazgvame grafom funkcie f. Mnozina Gy ne-
obsahuge Ziadne dve dvojice, ktorych prvd suradnica by bola rovnaka. Z toho vyplyva,
ze priamka x = x( pretina graf funkcie f nakresleny v danej rovine v jednom bode
P = [xo,y0] = [xo, f(z0)]. V dalsom budeme z-ovii os oznacovat o, a y-ovi os o,

Geometrické znazornenie grafu funkcie, ktorej defini¢ny obor je nekone¢nd mno-
zina, nie je mozné previest bod po bode a z praktickych dévodov ani nakreslit (vid
graf Dirichletovej a Riemannovej funkcie na intervale (0, 1), Obr. 2.1). Grafy funkcii
je vSak mozné zobrazovat na zéklade $tudia vlastnosti danej funkcie. Pre nac¢rtnutie
grafu nejakej funkcie na zadanej mnozine nam moze tiez pomoct znalost transformaécii
grafov inych funkcii. Nech teda pozname graf funkcie f. Potom

(i) y = f(x) + A ...posunutie grafu pozdlz osi o, o hodnotu A;

(ii) y = f(z — a) ...posunutie grafu pozdiz osi 0, o hodnotu a;

(i) y = Bf(z) ...nasobenie kazdej y-ovej stradnice ¢islom B # 0;

(iv) y = f(bz) ...nasobenie kazdej z-ovej stradnice ¢islom b # 0;

(v) y = f(—x) ...symetria grafu vzhladom na os oy;

(vi) y = —f(x) ...symetria grafu vzhladom na os o,;
(vii) y = |f(x)] ...symetria Casti grafu leziaceho pod osou o, vzhladom na os o,;
(vili) y = f(|z|) ...symetria casti grafu leziaceho vpravo od o, vzhladom na os o,.
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Obr. 2.2: Transformécie (i)—(iv) grafu funkcie y = f(z)
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Obr. 2.3: Transforméacie (v)—(viii) grafu funkcie y = f(x)
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Na Obr. 2.2 a Obr. 2.3 st tieto transformécie ilustrované na konkrétnych prikla-
doch. Postupnym skladanim tychto transformécii vieme nacrtnit dalSie grafy funkcii.
Napriklad nech je dany graf funkcie f (napr. ako na Obr. 2.4). Potom graf funkcie
y = af(b|lx| + ¢) + d ziskame nasledujicou postupnostou transformaécii:

r—ztc r—bx x|z
y=[fx) = y=[fla+tc = y=[f(bz+c) = y=[f(blz[+0)
By = af(blal + o) "=E y = af(bla] + o) +d
Definicia 2.5. Hovorime, ze funkcie f,g sa rovnaju, akk maji rovnaky defini¢ny
obor X a (Vz € X) f(x) = g(x).

Podobne mézZeme povedat, ze dve funkcie f a ¢ definované na spolo¢nej mnozine
X spliiajtice podmienku (Vz € X) f(z) = g(z) sa rovnajt. Napriklad, f(z) = V2?2
a g(r) = z sa rovnaju na (0,+0c0), ale nie na R. Poznamenajme, Ze pre urcenie
toho, ¢i sa dve funkcie f : X; — Y; a g : Xo — Y5 rovnaji, nie je podstatné, ¢i
Y1 = Y3. Tak napriklad funkcie sin : R — R a sin : R — (—1,1) sa v zmysle nasej
definicie rovnaju. Niekomu by vSak mohlo vadif, Ze prva z nich nie je surjektivna
(alebo na, t.j. (Jy € Y1)(Vz € X3) f(z) # y) a drubhd je. To je sice naozaj trochu
neprijemné (rovnost by sa asi takto ¢udne spravat nemala), ale my sa budeme aj
nadalej pridrziavat vyslovenej definicie.

"4 Ulohy na premyslanie

<& Ktoré z uvedenych transformacii grafu funkcie menia jej definiény obor a ktoré
obor jej hodnot?

<& Uréte a, b, ¢, d € R ak viete, Ze graf funkcie f:y = alx — 1| + bjlx — 2| + cx + d ma
tvar

Yy y = f(x)

3

U S
NoF-=-=--

4\\?:

<& Nech graf funkcie y = f(x) je dany na Obr. 2.4. Nacrtnite graf funkcie
(i) y = f(=1 = [x]); (i) y = [f(22 = 1)}; (i) y = f([22 + 1]).

< Rovnaju sa funkcie
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Ya
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Obr. 2.4: Graf funkcie danej tiseckami a polriamkami

2.1 Operacie s funkciami

Definicia 2.6. Nech f a g st funkcie s defini¢nymi obormi Dy a D,
(i) Absolutna hodnota |f| je funkcia definovana na Dy predpisom

(Ve € Dy) [ fl(x) = [f(x)]
ii) Sucet (rozdiel) f £ g je funkcia definovand na Dy N D, predpisom
f g
(Vo € Dy N Dy) (f £ g)(x) = f(x) £ g(x).
iii) Sucin f - g je funkcia definovana na Dy N D, predpisom
f g
(Vo € Dy N Dy) (f-g)(x) = f(z) - g(z).

(iv) Podiel % je funkcia definovana na Dy N {z € Dy; g(z) # 0} predpisom

. foy_ [(@)
(Vx € Dy {x € Dy g(x) # 0}) g(:p) o)

Je potrebné upozornit, ze symboly operacii medzi funkciami a symboly operéacii
medzi redlnymi ¢islami s sice v uvedenej definicii rovnaké, ale je doélezité uvedomit
si medzi nimi rozdiel, t.j. napr. f + g znamené operaciu sc¢itania v mnozine funkcii,
zatial ¢o f(z) + g(x) znamend operaciu s¢itania realnych ¢isel f(z) a g(z).

Matematickou indukciou je mozné rozsirif tto definiciu na lubovolny kone¢ny po-
¢et funkcii, napr. ak fi,..., fn, n € N, st funkcie s definicnymi obormi Dy, ..., Dy,,

n
potom suéin fj ... f, je funkcia definovand na () Dy, predpisom
i=1

(‘v’x € ﬂsz) (H fz> (x) = Hfz(x)

i=1 =1
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Vsimnime si, Ze Specidlnym pripadom sucinu je funkcia « - f, a € R, t.j. naso-
benie konstantou. Opakovanym pouzitim operacii s¢itania a nasobenia konstantou
dostaneme z identity funkciu P(z) = agz™ + a1zt + ... ap 17 + a,, kde a; € R,
1 = 0,1,...,n, ktort nazyvame polynom. Zrejme Dp = R. Racionalnou lomenou
funkciou rozumieme funkciu R v tvare

P(z)  apx" +-- 4 an_17 +ay,
Q(z)  box™ + -+ + b1 7 + by,

R(z) = a; € Rb; eRi=0,...,n,j=0,...,m,
kde aspon jedno z ¢isel b; je nenulové. Zrejme Dr = R\ {z € R; Q(z) = 0}.

Pre operacie s funkciami plati asociativny a komutativny zakon pre scitanie,
asociativny a komutativny zakon pre nasobenie, ako aj distributivny zakon na-
sobenia vzhladom na sé¢itanie (sformulujte ich!). Podobne ako pri ¢islach vieme
niektoré funkcie medzi sebou bodovo porovnavat: ak f,g st definované na M a
(Vx € M) f(x) < g(x), potom piSeme jednoducho f < g, podobne aj pre ostri
nerovnost f < g. AvSak narozdiel od ¢isel existuju funkcie, ktoré sa porovnat nedaju,
napriklad f(x) =2z a g(r) = —x na R.

Definicia 2.7. Nech f je funkcia definovand na A a g je definovana na B. ZloZenou
funkciou f o g nazyvame funkciu definovant na mnozine M = {z € B;g(z) € A}

predpisom (Vo € M) (f o g)(x) = f(g(z)).

Funkciu f oznacujeme vonkajsia zlozka (hlavnd) a g vnutornd zlozka (vedlaj-
sia). Podobne je mozné definovat zlozenie viacerych funkcii. V niektorych knihach,
pripadne inych odboroch matematiky, sa funkcia f(g(z)) ozna¢uje symbolom g o f
namiesto f o g, preto je délezité dobre si pozriet dohodnuté oznacovanie.

Rovnako ako je mozné za urcitych podmienok funkcie skladat, mozeme ich aj
rozlozit, pricom rozklad na zlozky nemusi byt jednoznac¢ny. Napriklad funkcia f : y =
1 + cos® z sa da rozlozit bud na zlozky u = cosz, z € Rav =1+ u? u e (—1,1),
alebo na zlozky u = cos’z, z € Rav =1+u, u € (0,1).

Pre operaciu skladania funkcii neplati komutativny zékon, t.j. fog # g o f!
Napriklad pre f(z) = /z a g(z) = —2* — 1 neexistuje f o g (zddvodnite!), ale
(Vz € (0,400))(go f)(z) = —x—1. Ako je to teda s asociativitou kompozicie funkcii?
Vdaka nasledujicej vete nemusime pisat zatvorky vo vyjadreni f o (go h).

Veta 2.8 (asociativita skladania funkcii). (Vf,g,h) fo(goh)=(fog)oh

Doékaz. Mame vlastne ukézat rovnost dvoch funkcii. Ozna¢me g o h = k. Potom

€ Do, & (x € Dy Nk(z) € Dy) < (2 € Dyop A g(h(x)) € Dy)
= (l’ e D, A h(l‘) € Dg /\g(h(l‘)) S Df) -~ (l’ e Dy A h(ZL‘) € Dfog)
& T E D(fog)oh7

¢ize T € Dyo(gon) < T € D(fog)on @ naviac plati, ze

(fo(goh))(x) = flgoh(x)) = flg(h(z))) = (f o g)(h(x)) = ((f 0 g) o h)(x),

¢o sme mali dokézat. O
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"« Ulohy na precvicenie

O Nech f(x) = 2221 a g(z) = 20 + 3. Néjdite fog, go fa fol.
<& Najdite nejaké funkcie také, ze fo f = fa (Vg) fog=f.

<& Dokézte, ze plati distributivny zdkon o vzhladom na +, t.j. (Vf, g, h)
(f+g)oh=foh+goh.

<& Plati distributivny zédkon o vzhladom na -7
& Uréte fog,gof, fofagog, ak f =sgn a g=p (Riemannova funkcia).

2.2 Niektoré triedy funkcii

Ohranicené a neohranic¢ené funkcie

Definicia 2.9. Funkcia f sa nazyva ohrani¢ena zhora (zdola) na M C Dy, akk
mnozina {y;y = f(z),z € M} je ohrani¢ena zhora (zdola). Funkcia f sa nazyva
ohrani¢end na M C Dy, akk je na M C Dy ohranicend zhora aj zdola.

Taktiez hovorime, Ze f je neohranic¢ena (zhora, zdola) na M C Dy, akk nie je
ohranicend (zhora, zdola) na M C Dy. Teda funkcia f je ohraniend zhora (resp.
zdola) na M C Dy prave vtedy, ked (3H € R)(Vz € M) f(x) < H (resp. (3D €
R)(Vz € M) D < f(x)). Vzhladom na Vetu 1.30 dostavame nasledujtce jednoduché
tvrdenie.

Tvrdenie 2.10. Funkcia f je ohranicend M C Dy prdve vtedy, ked (3K € R, K >
0)(Vz € M) |f(z)| < K.

Ak tvrdenie plati pre kazdé = € Dy, t.j. M = Dy, tak zvykneme skratene hovorit,
ze f je ohranicena (zhora, zdola). Poznamenajme, Ze f je neohranicena na M C Dy
prave vtedy, ked (Vn € N)(3z,, € M) |f(x,)| > n. VSimnime si, Ze namiesto K € R
sme zobrali iba n € N, ¢o mdzeme urobit na zaklade Archimedovej vlastnosti.

Z geometrického hladiska ohranicenost funkcie f zhora (zdola) znamend, Ze graf
funkcie f lezi pod (nad) priamkou y = H (y = D). Pre ohrani¢ené funkcie plati
nasledujica uzitocna veta.

Veta 2.11. Ak f, g su ohranicené na M C R, potom si na M ohranicené aj funkcie

Ifl, f£gaf-g.

Dokaz. Kedze f,g st ohrani¢ené na M C R, potom podla Tvrdenia 2.10 (3K, €
R, K1 > 0)(3K; € R, Ky > 0)(Vz € M) |f(z)] < K; Alg(x)| < Kj. Ohrani¢enost
funkcie |f| je jasna, pretoze ||f|| = |f|. Dalej

eta 1.15 (ii)
(Ve € M) |f £ gl(a) = |f@) £ ()| < @)+ lo(a)] < K + Ko,

teda staci polozit K = K; + K,. Podobne pre stéin staci polozit K = K; - Kj. O

Pozor, podiel dvoch ohranic¢enych funkcii na nejakej mnozine nemusi byt ohrani-
¢end funkcial Napriklad f(z) = 1 a g(«) = + st ohranifené na mnozine M = (1, +00),

ale podiel g(:c) = z nie je ohrani¢enou funkciou na M.
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Definicia 2.12. Supremom (infimom) funkcie f na M C Dy, ozna¢ujeme sup f(z)
zeM
(in]\f4 f(z)), nazgvame supremum (infimum) mnoziny {y;y = f(x),x € M}.
Te
Ak (Jzg € M)(Vx € M) f(z) < f(xp), tak hovorime, ze f nadobiida maximum
na M a piSeme f(xg) = ma}&(f(x) Ak (3, € M)(Vz € M) f(z1) < f(z), tak
S

hovorime, ze f nadobida minimum na M a piSeme f(x;) = m1]\1;11 f(z).
TE

Maximum a minimum funkcie f na M C Dy sa zvyknt oznacovat ako globalne
(absolutne) extrémy funkcie na mnozine M. Zrejme, ak f nadobida maximum (mi-
nimum) na M C Dy, tak je ohrani¢end zhora (zdola) na M. Opac¢na implikicia
vSak neplati! Ak mnozina {y;y = f(z),z € M} nie je ohranic¢ena zhora (zdola), tak

kladieme sup f(z) = 400 (inf f(x) = —o0).
xeM zeM

"« Ulohy na premyslanie
<& Nech f: (a,b) — R. Dokézte, Ze f je ohranifend na (a,b) prave vtedy, ked
(EK e R)(Va,y € (a,0)) [f(z) — f(y)| < K.

< Rozhodnite, ¢i plati tvrdenie: ak f je ohranicend na intervale I C R, tak

sup f(x) — inf f(z) = sup | () — /(3]

zel z,yel

Parne, neparne a periodické funkcie

Definicia 2.13. Funkcia f definovana na M sa nazyva parna, akk (Vo € M) —x €
M A f(—x) = f(x). Funkcia f sa nazyva nepdrna, akk (Vx € M) —x € M A f(—x) =
—f().

Prikladom péarnej funkcie je funkcia f : y = 2% (na svojom defini¢nom obore,
t.j. R). Vo vSeobecnosti funkcia f : y = 2?", n € N, je parna, zatial ¢o funkcia
[y = 2> n € N, je nepdrna (zdovodnite!), pozri Obr. 2.8. V&imnime si, Ze
v definicii sme predpokladali existenciu opac¢ného prvku ku kazdému prvku mnoziny
M. Teda o parnosti, ¢i neparnosti funkcie nemé zmysel hovorit, ak definicny obor
funkcie nie je symetricky vzhladom na bod 0. Preto funkcia g : y = /z nie je
ani parna, ani neparna, pretoze D, = (0,+00), ale funkcia h : y = \/|z| je parna
na Dy = R. Inym prikladom parnej funkcie je Dirichletova funkcia y definovana na
R.

Nech f je funkcia s definiécnym oborom symetrickym vzhladom na bod 0. Polozme

@)+ f(==

g(x) = @) 5 (=2),
Potom g je parna funkcia na Dy, h je neparna funkcia na Dy a naviac plati
(Vz € Dy) f(z) = g(x) + h(z). To znamena, ze kazda funkcia s definiénym oborom

symetrickym vzhladom na bod 0 sa d4 napisat ako sicet parnej a neparnej funkcie.
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Obr. 2.5: Grafy periodickych funkcii — s periédou a (vlavo) a s periédou 2a (vpravo)

Z geometrického hladiska je graf parnej funkcie osovo stimerny podla y-ovej osi,
pretoze ak bod P = [z, f(z)] je bodom grafu funkcie, potom vzhladom na parnost fun-
kcie f je bod P’ = [—x, f(x)], leziaci osovo sumerne s bodom P s osou stmernosti oy,
tiez bodom grafu funkcie f. Graf neparnej funkcie je stredovo simerny so stredom st-
mernosti v bode 0, pretoze body @ = [z, f(z)] a Q" = [—x, — f(z)], stredovo stmerné
podla pociatku, st v dosledku neparnosti bodmi grafu funkcie.

Definicia 2.14. Funkciu f nazyvame periodickou, akk
(FpeR,p>0)(VeeDs) x+peDsANx—pe DsA f(x+p) = f(z).
Najmensie p > 0 s touto vlastnostou sa nazyva peridda funkcie f.

Podmienka (Vo € Dy) x +p € Dy Az —p € Dy sa niekedy vyjadruje slovami,
ze definicny obor Dy je uzavrety na kroky dlzky p. Ak f je periodické funkcia, fahko
ukazeme, ze aj f(x—p) = f(x). Naozaj, f(x—p) = f((x—p)+p) = f(x). Toto budeme
dalej bezne pouzivat. Ako dosledok tohto faktu mame, Ze defini¢ny obor periodicke;j
funkcie je zhora aj zdola neohraniceny a periodicka funkcia nie je prosta, dokonca
nemoze byt rastica, ani klesajica na celom svojom definiénom obore (o prostosti a
monoténnosti pozri nizsie).

7, definicie dokonca vidime, ze ak bod z patri do definicného oboru funkcie f
s periédou p, tak do jej definicného oboru patria aj vsetky body = + np, kde n € Z
a plati f(z + np) = f(z). Ak teda f je periodickd funkcia, pre Tubovolné ¢islo a € R
ma rovnica f(z) = a bud nekonecne vela rieSeni, alebo neméd rieSenie. K dokazu
neperiodi¢nosti funkcie f nam teda stac¢i najst také dve hodnoty argumentu x = a a
x = b, Ze rovnice f(a+p) = f(a) a f(b+p) = f(b) nemaji spolocné nenulové riesenie
p. Graf periodickej funkcie sa vyznacuje pravidelnym opakovanim po intervale danom
periédou p, pozri Obr. 2.5.

Periédou p periodickej funkcie f je teda kladné ¢islo s nasledujicimi vlastnostami

(i) VzeDs)x+peDsNx—p€DsAf(x—p)=flz+p) = f();
(ii) (Vpo € R,0 < po < p)(Fzo € Dy) f(x0 + po) # [f(70).

Zrejme kazda konstantnd funkcia je periodickd, ale neméa periédu. Funkcie sin a
cos st periodické s periédou 2, tg a cotg s periédou 7 (k dokazu tychto tvrdeni
o goniometrickych funkcidch sa dostaneme neskor, pozri Veta 2.31).
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Poznamka 2.15. BeZne sa v literatire mozeme stretnit s nasledujicou definiciou
periodickej funkcie: ¢islo p sa nazyva periéda funkcie f, akk

(Vz € Df) x+pe De A flx+p) = f(x).

Podla tejto definicie by napriklad funkcia sin definovana na (0, +00) mala periédu 27.
Nepovazujeme tuto definiciu za vhodnt, a preto budeme pouzivat povodnu definiciu.

"« Ulohy na precvicenie

< Dokazte, ze sucet alebo rozdiel dvoch parnych funkcii je parna funkcia a sucet
alebo rozdiel dvoch neparnych funkcii je neparna funkcia.

<& Dokazte, ze sucin alebo podiel dvoch parnych alebo dvoch neparnych funkcii je
parna funkcia a sicin alebo podiel jednej parnej a jednej neparnej funkcie je neparna
funkcia.

<& Ktora z nasledujtcich funkcii je periodicka a s akou periédou: Dirichletova funkcia,
f:y=-cosz? g:y=cos*z +sinz?

Monotonne, prosté a inverzné funkcie

Definicia 2.16. Hovorime, Ze funkcia f je na mnozine M C Dy
(i) rastica, akk (Vay, 20 € M, 21 < x9) f(21) < f(22);
(i) klesajica, akk (Vay,zo € M, 21 < x3) f(x2) < f(21);
(iii) neklesajuca, akk (Va1,xe € M, x1 < x3) f(x1) < f(x2);
(iv) nerastiica, akk (V1,29 € M, 21 < x2) f(x9) < f(21).

Rastuce a klesajuce funkcie na M C Dy nazyvame rydzomonoténne na M, neras-
tice a neklesajice funkcie oznacujeme ako monotonne funkcie na M. Ak M = Dy,
tak zvykneme vynechavat privlastok na mnozine M. Z definicie je zrejmé, ze kazda
rastica funkcia je neklesajica a kazda klesajica je nerastiica. Opacné implikacie
neplatia (uvedte priklady)! Funkcia je konstantnd na M C R préave vtedy, ked je
neklesajica a nerastiica na M (dokézte!).

Monoténnost je globdlna vlastnost funkcie na mnozine M, t.j. vyjadruje spravanie
sa funkcie na mnozine M ako celku. Funkcia nemoze byt sti¢asne rasttica aj klesajuca,
ak jej definiény obor obsahuje aspoi dve ¢isla (vysvetlite!). Ak M je jednoprvkova
mnozina, tak zrejme kazda funkcia f je monoténna na M C Dy, pretoze v M sa
nedaji najst dve ¢isla x; < xo, a preto kazdy vyrok (Vai,xe € M,xy < 3)... je
pravdivy. Rovnaka tvahu mozno urobit, ak D = ), teda ak f je tzv. prdzdna funkcia.

Vsimnime si dalej, Ze napriklad ak f je rastica, tak —f je klesajuca. V zasade
vSak ni¢ nemozno tvrdit o monoténnosti funkcie % Napriklad f(z) = z je rastuca,
ale %(m) = 1 definované na R\ {0} nie je monoténna. Plati totiz -1 < 1 < 2 a
fF(=1) < f(1) > f(2).

Nasledujica veta dava do stvisu ohrani¢enost a monoténnost funkcie.
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Veta 2.17. KazZdd monotonna funkcia na uzavretom intervale je na tomto intervale
ohranicend.

Doékaz. Nech f je neklesajuca na (a,b), t.j. (Vo € (a,b)) f(a) < f(z) < f(b), teda

je ohranicend zhora aj zdola na (a, b). O

Poznamka 2.18. Dolezitym predpokladom vety je uzavretost intervalu, pretoze na-
priklad funkcia f : y = % je na intervale (0,1) sice klesajica, ale nie je na nom
ohranicena.

Definicia 2.19. Funkciu f nazgvame prostou na mnozine M C Dy, akk (V1,25 €
M,z # x2) f(x1) # f(x2). Ak f je prosta na Dy, tak f sa nazyva injektivna.

Vsimnime si, Ze pri dokazovani prostosti (injektivnosti) funkcie je potrebné ukazat
nieco pre kazdé dva body z danej mnoziny (z defini¢ného oboru). Naproti tomu pri vy-
vracani prostosti (injektivnosti) je treba dokézaf negéciu, t.j. (31,20 € M) 21 #
o A f(x1) = f(x2), Cize stadi najst dva rozne body s rovnakymi funkénymi hodno-
tami. Takto sa jednoducho dokaze, ze funkcia f : y = x? je prosta na (0, +00), ale nie
je prosta na Dy = R. Geometricky to teda znamend, Ze kazda priamka y = y, pretne
graf prostej funkcie nanajvys v jednom bode.

Veta 2.20. Ak [ je rydzomonotonna na M C Dy, tak f je prostd na M.

Doékaz. Nech f je rastica na M, teda (Vay, 20 € M,z < x3) f(z1) < f(22), t.].
obrazy roznych prvkov su rézne, a teda f je prosta na M. O

Poznamka 2.21. Obrétena veta neplati, pretoze existuju prosté funkcie, ktoré nie
x, x € (0,1)
6—z, xe€(l,4)
existuje prosta funkcia na R, ktora nie je monoténna na ziadnom intervale I C R! Aby
platila aj obratend veta, je potrebné do jej predpokladov pridat podmienku spojitosti
(pozri letny semester).

st rydzomonoténne, napriklad f(z) = , pozri Obr. 2.6. Dokonca

Pokrac¢ujme v studiu vzfahov medzi zavedenymi pojmami otézkou, ¢i kompozicia
prostych funkcii je opéf prostd funkcia? Poznamenajme, Ze vo vete predpokladame
také funkcie, aby ich kompozicia existovala (na prislusnych mnozinach).

Veta 2.22. Ak f, g su prosté funkcie, potom aj f o g je prostd funkcia.

Dékaz. Nech fog=haxy,xy € Dy, x1 # x2. Kedze D), = {z € D,; g(x) € Dy},
tak pre ¥y # xo mame, ze x1,22 € Dy a z prostosti g plynie g(x1) # g(x2). Kedze
g(21), g(w2) € Dy, potom 7 prostosti f vyplyva, 7e f(g(r)) # £(g(x2), t. h(z1)
h(zs), ¢ize h = f o g je prosta. O]

Pridajme na zaver dalsi pojem. Kedze f je funkcia, tak kazdému x € M C Dy
je jednoznac¢ne priradeny prvok y = f(x). Ak naviac predpokladdme, ze f je prosta
na M, tak je mozné na mnozine N = {y;y = f(z),z € M} definovat funkciu g
predpisom ¢(y) = = pre y € N také, ze y = f(x). Pre svoj vyznam dostala funkcia g
svoje pomenovanie.
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Obr. 2.6: Graf prostej funkcie, ktora nie je monoténna

Definicia 2.23. Nech f je prostina M C Dya N = {y;y = f(z),z € M}. Inverznou
funkciou k funkcii f na mnozine M nazyvame funkciu f definovant na N, ktora
kazdému y € N priradi ¢islo z € M také, ze y = f(x).

Poznamka 2.24. Ziamerne nepouzivame oznadenie f~!, ktoré sa v literattire bezne
vyskytuje, pretoze to moze viest k mylnému dojmu, Ze ide o funkciu z +— ﬁ Taktiez
sa budeme vyhybat indexovému znacdeniu s umiestnenim indexu na roznych miestach,
napriklad f_;, pretoze to moze skomplikovat situdciu, keby sme chceli uvazovat po-
stupnost inverznych funkcii.

Veta 2.25 (o \th’ahu f a f). Nech f je prosté na M C Dy, nech N = {y;y =
f(z),x € M} a f je inverznd funkcia k f na M. Potom

(i) (Vo € M) (fo f)(z) =
(ii) (Vy € N) (fo [)(y) =

Dékaz. Nech z € M. Potom (32 € N) z = f(z) Az = f(2), t.j. ?(E) =
F(f(x)) = (fo f)(x). Analogicky, nech y € N, potom (EIUEM) fu)=y /\ = f(y),
cize y = f(u) = (f(f(v))) = (fo F)(v). L

Veta jednak hovori, Ze zloZenie inverznej funkcie a pévodnej funkcie déva vzdy
identitu, avSak (ako sme to ukézali) na poradi skladania zélezi, pretoZze v prvom
pripade ide o identitu na mnozine M a v druhom na mnozine N, ktoré mozu byt
tplne odlisSnymi mnozinami. Veta taktiez hovori, ze vzfah byt inverzny je vzajomny:
inverzna funkcia k inverznej funkcii je povodna funkcia, t.j. (f) = f. Z uvedeného
vyplyva, Ze prosté funkcie na nejakej mnozine M # () tvoria (vo v8eobecnosti neko-
mutativnu) grupu vzhladom na operéciu o (premyslite si to!).

Geometricky je vztah medzi funkciou a jej inverznou nasledovny: ak f je prosta
funkcia na Dy a G¢ = {[z, f(z)];x € D¢} je jej graf, tak z definicie inverznej funkcie
vyplyva, ze G7 = {[f(z), ],z € D} je graf inverznej funkcie, t.j. ak [a,b] € Gy, tak
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[b,a] € GF. Vyplyva to z toho, ze D7 = H; a z toho, ze pre x € Dy je f(f(z) = 2.
Body [z, f(z)] a [f(z), z] st vSak osovo simerné podla priamky y = x. Z toho mame,
7e graf funkcie f je osovo stimerny s grafom funkcie f podla osi siimernosti y = x.

Nasledujtca veta pojednava o inverznej funkcii ku kompozicii. Opit predpokla-
dame funkcie na takych mnozinach, aby kompozicia existovala.

Veta 2.26. Af f, g st prosté funkcie, tak fog=7o f.

Dokaz. Nech x € Dy, a 2 € Hyoq, teda
2= (fog)(a) = flg(2)) & f(2)=g(x) & G(f(2))=(@o f)(2) ==,

Cize go f je inverzna funkcia k funkcii f o g. O

Veta 2.27. Ak f je rastica (klesajica), potom f je tieZ rastica (klesajica).

Doékaz. Nech f: Dy — Hy je klesajica funkcia, teda podla Vety 2.20 je prosté
na D; a existuje f: Hf — Dy. Nech y1,y2 € Hy, 11 < y2 a 21 = f(y1), 22 = f(y2).
Potom y; = f(21), y2 = f(x2) a f(x1) < f(x3). KedZze f je klesajuca, tak nerovnost
f(z1) < f(x2) je mozné len ak a1 > xo, t.j. f(y1) > f(y2), o znamena, ze f je
klesajtca na Hy. O

"4 Ulohy na precvicenie

& Dokézte, Ze f o g je rastuca, ak f, g st obe bud rastice alebo klesajuce.

<& Dokazte, ze f o g je klesajuca, ak jedna z funkcii f, g je rastica a druha klesajuca.
<O Dokéite, Ze ak f je prosta, potom f je tieZ prosta.

<& Najdite funkcie f, g rastice na (a,b), aby funkcia f - g nebola rasttca na (a,b).
<& Najdite aspoti tri (netrividlne) triedy funkcii, pre ktoré plati fog=go f.

2.3 O elementarnych funkciach

S definiciou niektorych z tychto funkcii (exponencidlnych, mocninovych, sinusu) su
isté problémy. Pri exponencidlnych a mocninovych funkciach je totiz potrebné ve-
diet, ¢o je to a® pre @ > 0, b € R, na ¢o nasfastie uz vieme odpovedaf na zaklade
vybudovanej axiomatiky realnych ¢isel. Horsie je to s funkciami sinus a kosinus. Ich
stredoskolska definicia na intervale (0, 7) nie je totiz logicky bezchybnd, pretoze sa v
nej len intuitivne predpoklada, Ze interval (0, 7) mozno navintf na ti cast jednotk/ovej
kruznice, ktora lezi v prvom kvadrante, pripadne zostava neobjasneny pojem dlzky
kruznice. Kedze si toto zavedenie zopakujete na Uvode do matematiky, my zvolime
iny pristup, ktory nie je sice taky nazorny, ale je matematicky bezchybny.

V podstate chceme len naznadif, ako mozno tieto funkcie definovaf exaktne. Na-
ozaj to len naznacime, lebo k vytvoreniu niektorych dokazov su potrebné také znalosti
matematickej analyzy, ktoré zatial nemame. MoZno sa opravnene pytat preco neod-
lozime definicie tychto funkcii na neskor, ked uz potrebné znalosti budeme mat? Je
to hlavne z dévodu, aby sme mohli tieto funkcie uz teraz pouzivat v prikladoch a cvi-

¢eniach. V opac¢nom pripade by sme sa ochudobnili o mnozstvo peknych prikladov.



2.3 O elementarnych funkciach 48

2] .
A |
| 5
41 — fgn(x)
| 51
3r —
|
| L
2r — 2
|
|
1r — 1
: >
T T 1 2 3 4 5 a3 2 -l 1 2 3 ¢
— -1

Obr. 2.7: Neelementarne funkcie celd cast a signum

Elementarne verzus neelementarne funkcie

Funkcie (méme stale na mysli redlne funkcie jednej redlnej premennej) méZzeme roz-
delif na elementarne a neelementarne. Elementarnymi funkciami pritom rozumieme
také funkcie, ktoré vzniknt zo zdkladnych elementérnych funkcii (pozri nizsie) po-
mocou konecného poctu operacii suc¢tu, rozdielu, sucinu, podielu a skladania funkcii.
Napriklad funkcia

22

vVr—Inxzx

je elementarna, ale taktiez g : y = |x|, pretoze g(x) = v22. Funkcie, ktoré nie st
elementarne, nazyvame neelementarne. Prikladmi takychto funkcii st funkcia cela
Cast [z] a signum sgn, ktorych grafy st znazornené na Obr. 2.7. Uz sme sa tiez
zoznamili s Dirichletovou funkciou x a Riemannovou funkciou p, pozri Obr. 2.1, ktoré
su tiez neelementarne.

Mnozinu elementédrnych funkcii mozeme dalej rozdelit na dve podmnoziny — ele-
mentdrne algebraické (raciondlne, iraciondlne) a elementarne transcendentné funkcie.
Elementarnu funkciu y = f(z), € (a, b) nazyvame algebraicka na (a, by, akk existuje
polyném P(z,y) taky, ze

fiy=4cosVb* +T7— (v —3) log%(sinh 82°) + arctg

P(z, f(x)) =0, x € {a,b).

Funkcia y = f(z) sa nazyva transcendentna, akk nie je algebraicka. Nakoniec, al-

gebraicka funkcia je racionalna, akk je tvaru y = ggg, kde P,() st polynémy a

. . , .. . , s . 2 —-1 - ’
iracionalna, akk nie je racionalna. Napriklad, funkcia f : y = % je elementarna

algebraickd raciondlna funkcia, ale g : y = v/ je elementarna algebraickd iraciondlna
funkcia na kazdom intervale (a,b) C (0, +00).

Zakladné elementarne funkcie

Pod spoloénym nazvom zdkladné elementdrne funkcie rozumieme nasledujice funkcie:
konstantna funkcia, polyném, racionalna lomenéa funkcia, mocninné, exponencialna a
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Y,

Obr. 2.8: Grafy mocninnych funkcii s prirodzenym exponentom

logaritmicka funkcia, goniometrické, cyklometrické, hyperbolické a hyperbolometrické
funkcie. D4 sa dokézat, Ze vSetky exponencialne, logaritmické, goniometrické, cyklo-
metrické, hyperbolické a hyperbolometrické st transcendentné. Dokaz vsak znacne
prekracuje uroven nasich doterajsich poznatkov.

Povedzme si teraz o jednotlivych zakladnych elementarnych funkciach trochu viac
poc¢niic ich zavedenim az po niektoré vlastnosti. KedZe nemame dostatocny aparat
na detailné vysSetrovanie vlastnosti tychto funkcii, len struc¢ne zhrnieme niektoré vlast-
nosti na zaklade poznatkov ziskanych na strednej skole. Na zaklade vlastnosti sa kres-
lia grafy funkcii. My budeme isty ¢as v obratenej situécii — budeme verit, Ze grafy su
také, aké uvedieme a budeme si na ich zéklade Tahko pamitat vlastnosti, napr. mono-
ténnost, ohrani¢enost, definiény obor, atd. Samozrejme tam, kde to pdjde, uvedieme
aj prislusné dokazy. Kedze vela veci uz bolo vykonanych (povedanych) v axiomatike
realnych ¢isel a nasledujicich ¢astiach, prvé odseky budia dost kratke.

Konstantna funkcia, polynoém, racionalna lomena funkcia

Vsetky tieto funkcie sme uz zaviedli v predchadzajucich castiach, a teda sa im
nijak Specidlne venovat nebudeme (zopakujte si ich definicie, definiény obor, obor
hodnét, parnost/neparnost...).

Mocninna funkcia

Medzi prvymi sme v axiomatike realnych ¢isel zaviedli ¢islo 2", kde n € N. Ak
teraz v tejto mocnine s prirodzenym exponentom ponechame exponent pevny a zaklad
bude premenna veli¢ina, dostavame funkciu f : x — 2™, n € N, ktori nazyvame
mocninna funkcia s prirodzenym exponentom. 7Z axiomatiky vieme, ze ¢islo 2" je
definované pre kazdé realne ¢islo z, teda Dy = R. Ak n = 2k + 1, £ € N, potom
H; =R, funkcia f je neparna a rasttca na Dy. Pre n =2k, k € N, je Hy = (0, +00),
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Obr. 2.9: Graf mocninnej funkcie s readlnym exponentom

funkcia f je parna na Dy a rasttca na (0, 400) a klesajica na (—oo,0). Graf funkcie
f je zobrazeny na Obr. 2.8.

Vseobecntt mocninnt funkciu (s redlnym exponentom) ziskame z definicie mocniny
s realnym exponentom tak, Ze exponent ponechame pevny a zaklad budeme povazovat
za premennu veli¢inu, t.j. f : x — 2% a € R. Z vlastnosti mocniny s redlnym
exponentom hned mame

(i) Dy =(0,400) a Hy = (0, +00) pre a > 0;
(ii) Dy = (0,+00) a Hf = (0,400) pre a < 0;
(i) Dy =Raa Hy = {1} pre a = 0.
7 monotoénnosti mocniny s redlnym exponentom plynie, ze
(i) f je rastuca na (0,+00) pre a > 0;
(ii) f je klesajuca na (0,+00) pre a < 0;
(iii) f je konstantnd na R pre a = 0.

Graf mocninnej funkcie s readlnym exponentom je na Obr. 2.9.
Exponencialna a logaritmicka funkcia

Exponencialnu funkciu ziskame z definicie mocniny s redlnym exponentom tak,
ze zaklad a > 0, a # 1 ponechame pevny a exponent bude premenna veli¢ina, t.j.
f :x — a®. Z vlastnosti mocniny s realnym exponentom hned mame, ze Dy = R,
Hy = (0,400) a z monoténnosti mocniny s redlnym exponentom plynie, ze f je
rastica na R pre a > 1 a klesajtca na R pre a € (0, 1).

Pre a > 0, a # 1 a z > 0 sme v axiomatike redlnych ¢isel definovali ¢islo log, x.
Pri pevnom ¢ € R, a > 0, a # 1 je f : x — log, = funkciou premennej x definovanou
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Obr. 2.10: Graf exponencidlnej (vlavo) a logaritmickej funkcie (vpravo)

na (0, 4+00), ktort nazyvame logaritmicka funkcia. Avsak tiez si moéZzeme vSimnut, Ze
(Vy € (0,+00))(Fz € R) a® = y, teda p(y) = log, y je inverznou funkciou k funkcii
f:y=a" a>0,a # 1. Podla viet o vlastnostiach inverznej funkcie mame, Ze
funkcia ¢ : © — log, * ma nasledujice vlastnosti: D, = (0, +00) a H, = R, je rastica
na (0,+00) pre a > 1 a klesajtca na (0, +00) pre a € (0, 1). Grafy exponencialnej a
logaritmickej funkcie st na Obr. 2.10.

Poznamka 2.28. Mozeme si vSimnut, Ze kazda logaritmickd funkcia je transformaé-
ciou medzi multiplikativnou grupou ((0, +00), -) a aditivnou grupou (R, +), t.j. log, je
bijekcia medzi (0, +00) a R splitajica log, (z-y) = log, +log, y. Inymi slovami, loga-
ritmickd funkcia je presne td funkcia, ktord prevddza operdciu ndsobenia na scitanie
a operdciu delenia (nenulovym prvkom) na odéitanie.

Goniometrické funkcie

Funkcie sinus a kosinus mozno logicky bezchybne definovat ako rieSenia istého sys-
tému funkcionalnych rovnic, hoci to nie je také nazorné ako zavedenie v pravouhlom
trojuholniku, ¢i jednotkovej kruznici. D4 sa dost zlozito dokazat nasledujtce tvrdenie.

Tvrdenie 2.29. Ezistuje prave jedna dvojica funkcii S a C' definovanych na R, ktoré
vyhovujt nasledujiicim trom podmienkam:

(Z) (\V/IL‘l,ZL‘Q,IL‘ € R)

S(x1 4+ x9) = S(21)C(x2) + C(x1)S(x2);
C(x1 + x2) = C(x1)C(x2) — S(x1)S(22);
S%(x) + C*(x) = 1;

(ii) S(0)=0AC0)=1A8(Z)=1AC(

]

)=0;
(iii) (Vz € (0,%)) 0 < S(x) < .
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Funkciu S nazyvame sinus a oznacujeme sin, funkciu C' nazyvame kosinus a ozna-
¢ujeme cos. Pre ich hodnoty S(z) a C(z) je zauzivané oznacenie bez zatvoriek, t.j.
sinx a cosz. Je zrejmé, zZe tieto funkcie st totozné so stredoskolsky zavedenymi funk-
ciami sinus a kosinus, pretoze tie spliiaji podmienky (i), (i) a (iii) a podla vyslove-
ného tvrdenia existuje jedind dvojica funkcii S a C's tymito vlastnostami. Z uvedene;j
jednoznacnosti zaroveti vyplyva, Ze z vlastnosti (i), (ii) a (iii) sa musia dat nejako od-
vodit v8etky ostatné vlastnosti funkcii S(x) = sinz a C'(x) = cos x zndme zo strednej
skoly. Ukazeme to iba na niekolkych prikladoch.

Nech x € R je Tubovolné. Potom

~

0 (i) Sin 0 = SiIl(fL’ + (—ZL‘)) (é sin COS(-ZL‘) + cosx sin(—:}c)
1 (g) cos () = COS(l' + (_x)) @ COS:L‘COS(—.%) — sinxsin(—x).
Vynasobenim prvej rovnice ¢islom sin x a druhej cosz dostédvame

0 = sin® x cos(—x) + sin z cos  sin(—x)

cosx = cos®  cos(—z) — cos x sin x sin(—x)

a sCitanim tychto rovnic mame
cos(—z)[sin® z + cos® z] = cos 9 cos(—x) = cosz.

Tym sme ukazali, Ze cos je parna funkcia. Pomocou Tvrdenia 2.29 dokazujte dalSie
vlastnosti funkcii sin a cos.

Casto budeme pouzivat goniometrické vzorce, ktoré si vlastne netreba pamiitat,
ak pozname Tvrdenie 2.29. UkdZeme, ako si na ich zédklade odvodif mnohé dalsie.
Na zéklade (i) mame

sin(a + ) = sin « cos 3 + cos asin 3;
cos(a+ f3) = cosacos 3 — sin asin 3;

sin® a + cos® a = 1.
Z neparnosti funkcie sin a parnosti funkcie cos hned méame

sin(a — ) = sin acos(—f3) + cos asin(—3) = sin a cos § — cos asin [3;

cos(av — ) = cos acos(—f3) — sin asin(—[3) = cos acos f + sin asin f3,

¢o sa zvykne suhrne oznacovat ako suctové vzorce. Ak [ = «, dostdvame wvzorce
pre dvojndsobny uhol

sin 2 = sin(« + ) = sin « cos a + cos asin @ = 2 8in v cos ;

cos 2a = cos(a + ) = cos avcos a — sin asin a = cos® a — sin® .

Ak si zapamitate, ze a = # + # af= # — O‘T_ﬁ, dosadite do vyrazu vlavo a
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pouzijete Tvrdenie 2.29 (i), dostanete jednoducho

sina+sin6:25ina;6-cosa;ﬁ;
: . at+pf . a—f
sina — sin 3 = 2 cos g sl
cos&—l—cosﬁchosa;ﬁ~c0sagﬁ;

. a+pB . a-p
cosa — cos [ = —2sin 5 - sin 5

Velmi jednoducho je mozné odvodit aj nasledujtce multiplikativne vzorce. Staci si
pod seba napisat vSetky Styri stctové vzorce sin(a £+ ), cos(a + ) a vidy dva
vhodné sc¢itaf. Napriklad

sin(a + 3) +sin(a — ) = (sinacos  + cos asin 3) + (sin a cos § — cos asin [3)

= 2sina cos (3

= sinacos f = %[sin(a + ) + sin(a — 3)].

Zhrnutim tohto postupu teda dostavame

sinasin § = %[cos(a — ) — cos(a+ B)];

cosacosff = %[cos(a — B) + cos(a + B)];
sin acos 3 = %[sin(oz + 3) + sin(a — 8)];
cosasinff = %[sin(a + ) — sin(a — f)].

Takto by sme mohli pokracovat dalej a odvodit mnoho inych identit, ¢o vSak nie je
pre nds v tomto momente dolezité. Ako ste si teda mohli vSimniat, Gplne postacuje
zapamitat si zavedenie sinusu a kosinusu v Tvrdeni 2.29, ostatné vzorce sa z neho
jednoducho odvodia.

Veta 2.30. Funkcie sin a cos st ohranicené na R.

Dékaz. Zo vzfahu (Vo € R) sin®z + cos?x = 1 vyplyva, Ze (Vo € R) |sinz| <
1A ]cosz| <1 O

Veta 2.31. Funkcie sin a cos su periodické s periodou 2.

Dokaz. Nech y € R je Iubovolné a z = y + 27. Potom

2 2 2
Yyt 7T-sin;ﬁ:2cos(y+7r)-O:O,

sinx — siny = sin(y + 27) — siny = 2 cos

teda sin(y+2m) = siny, ¢ize sin je periodické funkcia. Ukdzme, ze p = 27 je periédou,
t.j. najmensie také kladné ¢islo, ze (Vo € R) sin(z + p) = sinz.
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Obr. 2.11: Grafy funkeii sinus (plnd) a kosinus (¢iarkovana)

Predpokladajme, zZe existuje 0 < pg < 2m, ktoré je periddou funkcie sin. Keby
po = m, tak pre x = 7 by platilo sin(§ + 7) = sin %7‘(‘ = —1 # 1 = sin7, teda
po = 7 nie je periédou. Keby nejaké py € (0,27) \ {7} bolo periédou, tak sinp, =
sin(0 + po) = sin0 = 0, ¢o je opét spor, pretoze sinus ma nulovi hodnotu len v 0, 7
a 27. 0

Veta 2.32. (i) Funkcia sin je rastica na kazdom intervale (2km — 5,2km + 5) a
klesajica na kazdom ((2k+ 1)m — 3, 2k + )7+ ), k € Z.

(11) Funkcia cos je rastica na kazdom intervale ((2k + 1)w, (2k + 2)7) a klesajica
na kazdom (2km, (2k + 1)), k € Z.

Dokaz. Prevedieme iba pre funkciu sin. Vzhladom na jej periodi¢nost sa obmedzime

: : T T T 3
iba na interval (=73, %) a (3, 57).
Nech 21,25 € (=5,%), 21 < 2. Potom 0 < #25% < 7 = sin®5% > 0 a
—5 < MT“ <%=>COS“+T$2 > (. Z toho teda
. . . Ty — T T+ X2 . .
sinxy — sinx; = 2sin - COS >0 = sinxy > sinx;.

Nech z1,29 € (%,%ﬂ, Ty < w3 Potom —5 < 1 — 71 < mp—7m < 3 a
z predchadzajtcej casti je sin(x; — m) < sin(xy — 7). Dalej z neparnosti sinusu je
sin(z; — ) = —sin(m — x;) = —sinw;, ¢ = 1,2, a teda sinz; > sin 2. O

O obore hodnot funkcii sinus a kosinus zatial vela dokazat nevieme (potrebovali
by sme pojem spojitost), ale zoberieme ako fakt, ze Hgy, = Heos = (—1,1). Zndme
grafy oboch funkcii st na Obr. 2.11.

Poznamka 2.33. Zaklady goniometrie boli polozené Egyptanmi a Babylonc¢anmi,
po vypravach Alexandra Velkého sa poznatky o deleni uhla na 360° dostali ku Gré-
kom, ktorych oblastou zaujmu bola hlavne trigonometria (praktické tlohy stuvisiace
s uhlami a trojuholnikmi). Funkcie sinus a kosinus sa zaviedli v Indii a dnes pou-
zivané nazvy tangens a kotangens (pozri nizsie) sa objavili v Eurépe az v 16.-17.
storoci. V tomto obdobi sa utriedili poznatky a goniometrické funkcie sa zacali pou-
Zivat na opis periodickych dejov.

Definicia 2.34. Funkciu 222 definovant pre z € R\ {(2k + 1)1, k € Z} nazgvame
tangens a oznacujeme tgz. Funkciu 2% definovani pre x € R\ {k7, k € Z} nazgvame
kotangens a oznacCujeme cotg x.
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Obr. 2.12: Grafy funkcii tangens (plnd) a kotangens (¢iarkovand)

Vzhladom na svoju definiciu sa vlastnosti funkcii tangens a kotangens odvodzujt
na zéklade uz znamych vlastnosti sinusu a kosinusu, takze ich iba zhrnieme®:

(i)
(i)
(i)

(iv)

(v)

tg a cotg st neparne funkcie na svojich defini¢nych oboroch;
tg a cotg su periodické s periédou T;

funkcia tg je rastica na (—7, 5), a teda vzhladom na periodi¢nost aj na dalsich

intervaloch;

funkcia cotg je klesajica na (0, 7), a teda vzhladom na periodi¢nost aj na dalsich
intervaloch;

obor hodnot tg a cotg je R (overenie tohto je momentélne nad nase sily).

Casti grafov tychto funkcii st na Obr. 2.12.

Poznamka 2.35. Obycajne tu Studenti kon¢ia pri vymenovani goniometrickych fun-
kcii. Existuja vSak mnohé dalsie, ktoré sa vyvinuli historicky napriklad pre potreby
merania vzdialenosti na guli. Niektoré z nich teraz spomenieme zadanim predpisu
(vySetrenie ich vlastnosti a zakreslenie grafov prenechévame ¢itatelovi ako cvicenie).

1

secr = ; cosecr = —;

CoS T sin
versinx = 1 — cos z; crsx =1 —sinz;
excosec r = cosec T — 1; exsecr = secx — 1;
) 1 —cosx ) 1+ coszx
haversinz = ——; havercosinz = ———;

2 2
. 1 —sinzx . 1+sinx

hacoversin x = T; hacovercosin x = T; e

5Overte (dokazte), Ze uvedené vlastnosti st naozaj pravdivé!
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Obr. 2.13: Grafy cyklometrickych funkcii

Cyklometrické funkcie

Goniometrické funkcie nie st prosté na svojich defini¢nych oboroch, a teda k nim
neexistuju inverzné funkcie. Ak ich vsak zGzime na vhodné intervaly, na ktorych
prosté s, budi k nim existovat na tychto intervaloch inverzné funkcie, ktoré sithrne
nazyvame cyklometrické funkcie.

Definicia 2.36. (i) Funkciou arkussinus nazyvame inverzni funkciu k zizeniu funkcie

sin na interval (=7, 7). Oznacujeme arcsin : (—=1,1) — (=%,%).

(ii) Funkciou arkuskosinus nazyvame inverzna funkciu k zizeniu funkcie cos na in-
terval (0, 7). Oznacujeme arccos : (—1,1) — (0, ).

(iii) Funkciou arkustangens nazyvame inverznt funkciu k ztzeniu funkcie tg na in-

terval (=7, 7). Oznacujeme arctg : R — (=7, 7).

(iv) Funkciou arkuskotangens nazyvame inverzna funkciu k zuzeniu funkcie cotg
na interval (0, 7). Oznacujeme arccotg : R — (0, 7).

Vzhladom na vety pojednavajice o vlastnostiach inverznych funkcii hned do-

stdvame, ze napr. arcsin je neparna, rastica na (—3,%) s vlastnostami (Vr €
(—=1,1)) sin(arcsinz) = z a (Vo € (7, 3)) arcsin(sinx) = z. Podobne urcte vlast-

nosti ostatnych cyklometrickych funkcii. Ich grafy st uvedené na Obr. 2.13.
Na zaver uvedme eSte niektoré uzitocné vztahy:

™
(Vx € (—1,1)) arcsinz + arccosx = 5
(Vx € R) arctgx + arccotgx = g;
x
Vo € R) arctgr = arcsin ————;
(e ) axcts Vit
x
(Vz € (—=1,1)) arcsinz = arctg :
1— a2
Ukézme napr. platnost prvého vztahu: nech arcsinz = y, teday € (=3, §) asiny = z,
¢ize cos(f5 —y) = x a arccosx = 5 — y. Dosadenim teda arcsinz + arccosz =

2
y+(5—y) =3
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Hyperbolické a hyperbolometrické funkcie

Uvedieme len hyperbolické funkcie so zadkladom e = 2,7182818 ..., hoci sa daja
definovat s lubovolnym zakladom a > 0, a # 1. Ich grafy sa podstatne zmenia, ked
budeme uvazovat napr. 0 < a < 1. Ide teda o funkcie

(i) hyperbolicky sinus: sinhz = L(e” —e™™), z € R;
(i) hyperbolicky kosinus: coshx = (e +e77), z € R;

sinhx _ e?—e 7

coshz =~ eT4e )

(iii) hyperbolicky tangens: tghx = r € R;

(iv) hyperbolicky kotangens: cotghx = %R — He 2 4 c R\ {0}.

sinh z et —e~ %)

KedZe st to vSetko funkcie definované pomocou exponencialnych funkeii, ich vlast-
nosti sa daju lahko urcit z vlastnosti funkcii e a e™*, a teda z hladiska vySetrovania
nie su zaujimavé. Tiez maju cely rad vlastnosti podobnych goniometrickym funkciam
(preto v ich nézve figuruji nézvy goniometrickych funkeii sinus, kosinus, tangens a
kotangens), napr.

(Vo € R) cosh?x —sinh®z = 1;
(Vx,y € R) cosh(z + y) = cosh z coshy + sinh z sinh y;
(Vz,y € R) sinh(z 4+ y) = sinh x cosh y + cosh x sinh y;

a mnohé dalsie. Dovod, preco sa tieto funkcie oznacuju privlastkom hyperbolické,
je ten, ze x = acosht, y = asinht, ¢ € R, je parametrické vyjadrenie hyperboly
12 —y? = a? (overte!). Na zaklade operécii s exponencidlnou funkciou nacrtnite grafy
vsetkych hyperbolickych funkcii.

Poznamenajme len, Ze inverzné funkcie k hyperbolickym sa nazyvaju hyperbolo-
metrické funkcie. Az na cosh st vSetky hyperbolické funkcie prosté (dokazte!), a teda
k nim existuju inverzné funkcie (v pripade cosh sa opif zoberie parcidlna funkcia
¢ : (0,400) — (1,+00) a zostroji sa k nej inverznd funkcia). Ako ukdzku uvidzame
odvodenie inverznej funkcie k funkcii sinh.

Je Tahké ukazat, Ze sinh je rastica funkcia na R (urobte to!). Potom

2 —1
=— © t? =2ty —1=0.

substiticia

f(y) =Int

Riesenim tejto kvadratickej rovnice s parametrom y dostavame korene

oS W) — o= f)  Q2f() _ 1

y= 2 T T oawm

2y + \/4y? + 4
t172: Y 2y :yj:\/yZ—'—l.
Kedze ¢islo t, = y — /9 + 1 nevyhovuje substittcii f(y) = Int, pretoze y < 1/y? <

Vi2+ 1t ty =y — /y2 +1 <0, jedingm riefenim je f(y) = In(y + +/y2 + 1), ¢o
je hladané inverzna funkcia k funkeii sinh nazyvana argument sinusu hyperbolického,
oznacCujeme argsinh.
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Podobne méZzeme odvodit predpisy pre ostatné hyperbolometrické funkcie, t.j.
(i) argument sinusu hyperbolického: argsinhz = In(z + V22 + 1), € R;
(ii) argument kosinusu hyperbolického: argcoshx = In(z + V22 — 1), x € (1, +00);
(iii) argument tangensu hyperbolického: argtghz = 1 In 12, z € (—1,1);
)

In £ 2| > 1.

(iv) argument kotangensu hyperbolického: argcotghx = %

"« Ulohy na premyslanie

< Kazda funkcia, ktora vznikne z elementarnych funkcii pomocou koneéného poctu
operacii suctu, rozdielu, stc¢inu, podielu a skladania funkcii, je elementarna. Vysvet-
lite!

& Ak f a g st elementarne, potom aj funkcia h(z) = f(2)9®) pre z € DinD,N{x €
Dy; f(x) > 0} je elementarna. Vysvetlite!

<& Nacrtnite graf funkcie arcsin osin a sin o arcsin na R.





