Kapitola 3

Postupnosti realnych cisel

Pojem postupnost je jednym z dolezitych pojmov matematickej analyzy. Ma velky vy-
znam aj v roznych aplikaciach, napriklad pri hlfadani pribliznych rieSeni roznych tloh,
pri itera¢nych procesoch a pod. Na druhej strane, ak pozname pojem funkcie, potom
pojem postupnosti nie je ni¢im inym nez Specidlnym pripadom funkcie definovanej
na mnozine prirodzenych c¢isel. Preto nie je ziaden dévod, ktory by robil nevyhnutnym
studovat niektoré pojmy pre postupnosti. Jednako sa to robi v matematickej analyze
Casto. Je to zapricinené viacerymi skutoc¢nostami. Jedna z nich je té, Ze pristup cez
postupnosti je nazorny a pre niektoré ivahy tplne postacujici. Dalej je to fakt, Ze
niektoré zakladné pojmy zavedené pre redlne funkcie (ale nielen tie) mozno popisaft
pomocou postupnosti. Tyka sa to okrem iného pojmu limity i pojmu spojitosti. Tym
si ziskava pojem postupnosti vyznamné postavenie. Okrem tu spomenutych dévodov
existuju i dalsie.

S postupnostami sa v praxi stretdvame tiez vtedy, ked si z nejakych praktickych
dovodov vsimame hodnoty nejakej funkcie iba pre diskrétne hodnoty argumentu.
Mboze ist napr. o funkciu ¢asu, pri¢om si vSimame hodnoty iba v pravidelnych ¢asovych
okamihoch (napr. vyvoj kurzu meny voéi inej mene len kazda hodinu)... Tieto uvahy
Tahko sformulujeme do nasledujtcej definicie.

Definicia 3.1. Postupnostou nazyvame funkciu definovanii na mnozine prirodzenych
Cisel.

Vzhladom na predchadzajicu kapitolu méame na mysli redlnu funkciu, t.j. zobraze-
nie a : N — R. Ak je vSak oborom hodnot takejto funkcie (vzdy definovanej na N) iné
mnozina ¢isel (celé, racionalne, komplexné, atd.), tak je mozné hovorit o postupnosti
celych, racionalnych, komplexnych ¢isel. Nase tivahy obmedzime iba na postupnosti
redlnych ¢isel. V zobrazeni a : N — R je kazdému prvku n € N priradeny jediny prvok
mnoziny R, ktory oznac¢ujeme a(n). Ako sme vSak spomenuli pri oznac¢ovani funkcii
a ich hodnét, pri postupnostiach sa zauzivalo oznacenie a,, namiesto a(n) a namiesto
symbolu a zapis (a,)$°. Tento zapis® tiez znamen4, ze uvaZovand postupnost je neko-
necna. Konecnou m-¢lennou (m € N) postupnostou redlnych ¢isel budeme rozumiet
funkciu a : {1,2,...,m} — R a budeme pisat (a,)}". Pre nés slovo postupnost bude
znamenat nekoneénti postupnost, t.j. funkciu definovani na celej mnozine N. Pokial
budeme vynimocne uvazovat koneéni postupnost, vzdy to zdoéraznime.

lingm pouzivanym zapisom je {a,}3>; a dalsie
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Prvky a,, n € N, nazyvame ¢leny postupnosti, prvok a; budeme nazyvat k-ty ¢len
postupnosti (a,)7° a ¢islo k index ¢lena ay.. Kazda postupnost uréuje mnozinu realnych
¢isel M = {ay,az,...,a,,...}, ktort nazyvame mnozina ¢lenov postupnosti (a,)7°.
Mbze nam napadnif otézka, ¢i aj kazdd mnozina sa da usporiadat do postupnosti.
Odpoved na tuto otazku je zdpornad a prekracuje moznosti nasho kurzu (stretnete
sa s tym v Tedrii mnozin). Z mnoziny ¢lenov postupnosti nemozno vo vSeobecnosti
postupnost zrekonstruovat, okrem pripadu konstantnych postupnosti.

Poznamenajme este, Ze pri zdpise postupnosti je vyhodné pripustit niektoré od-
chylky od definicie. Napriklad, nedodrziava sa vzdy doslovne poziadavka, ze defini¢ny
obor postupnosti je mnozina vsSetkych prirodzenych cisel. Z réznych dévodov sa stre-
tdvame s postupnostami, ktorych prvy ¢élen je oznaceny trebars ag, x_3 ¢i wy. MozZe
ist o postupnosti

(an)807 (xk)cio3’ (wz)io

Ide tu len o formalnu odchylku od definicie, pretoze kazda z tychto postupnosti sa da
napisat tak, aby zacinala od indexu 1.

Druhé nedéslednost sa tyka toho, ze mozZe existovat prirodzené ¢islo (alebo aj viac
takych), pre ktoré postupnost nie je definovand, napr. vyraz a, = (n_g’;T_n, neN,
nie je definovany pre n = 3 a n = 7. To vSak nevadi, pretoZe namiesto (a,);° mozeme
uvazovat postupnost (b,)5°, kde

by = a1, by = ay, bs = a4, by =as, bs = ag, bg = as, ...

Ak teda budeme hovorit, Ze postupnost (a,)° mé nejaka vlastnost, tak budeme tym
mysliet, Ze tato vlastnost méa postupnost (b,)°. Tato dohodu prijimame preto, lebo
pri skiimani niektorych dolezitych vlastnosti postupnosti (napr. limit postupnosti)
nevadi, Ze nie st urcené vsetky ¢leny postupnosti. Poc¢et nedefinovanych c¢lenov vsak
musi byt kone¢ny, t.j. od istého indexu poc¢nic uz musia byt definované vSetky Cleny
(v nasom pripade od 6smeho ¢lena).

Podobne ako funkcia, aj postupnost mdze byt zadana réoznymi spésobmi. Medzi
najcastesie patri explicitny tvar, t.j. pomocou formuly, ktord umoziiuje urcit Iubo-
volny ¢len postupnosti podla jeho indexu, napr. a, = %, n € N alebo by, = % a
bop_1 = %, n € N. Dalsim rozsirenym spésobom je postupnost zadané rekurentnym
vztahom, ktory dovoluje vypocitat ¢len postupnosti pomocou zndmych predchadzaja-
cich ¢lenov. Tu spometime aritmeticki postupnost s diferenciou d € R a prvym ¢lenom
a; = a, ktora je zadand rekurentnym vzfahom a, 1 = a, + d, t.j. a, = a+ (n — 1)d,
n € N. Podobne zavedieme geometricki postupnost s kvocientom ¢ € R\ {0} a prvym
¢lenom b; = a rekurentnym vzfahom b, = b,q, t.j. b, = bg" !, n € N. Asi najzna-
mejSou rekurentne zadanou postupnostou je Fibonacciho® postupnost dand vzfahom
F,.o = F,.1 — F,, n € N a podmienkami F; = F, = 1. Okrem tychto spdsobov
zadania postupnosti existuju aj dalSie (vymenovanim, opisom, atd.).

Vzhladom na uvedent definiciu postupnosti ako Specidlneho pripadu funkcie méo-
zeme prepisat vSetky pojmy a tvrdenia, ktoré boli uvedené pre funkcie (samozrejme
tie, ktoré majui aj v tomto Specidlnom pripade zmysel) do re¢i postupnosti (urobte
to!). Na niektorych miestach to eSte upresnime, pripadne vyslovime definiciu, ¢ tvr-
denie, ktoré budeme v tom momente potrebovat.

2LEONARDO PISANSKY (1170-1240), zndmy aj ako Fibonacci (syn Bonacciho)
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3.1 Limita postupnosti

Jednym zo zékladnych principov (pilierov) matematickej analyzy je pojem limity,
resp. operacie limitného prechodu. V pripade postupnosti tento pojem vyjadruje Spe-
cidlnu vlastnost, ktord by sa dala vyjadrif ako tendencia ¢lenov tychto postupnosti
nadobtudaft s rasticim indexom n hodnotu priblizujicu sa k istému ¢islu.

Uvazujme postupnost (;77)7° s mnoZinou ¢lenov {%, %, %, o %, o %, o}
Vidime, Ze pre dostatocne velké n sa ¢leny tejto postupnosti méalo lisia od ¢isla 1.
Pri geometrickej interpretacii dostaneme body grafu postupnosti ¢oraz viac sa pribli-
Zujuce k priamke s rovnicou y = 1, ich vzdialenosti od tejto priamky sa stale zmensuja
(nakreslite si to!).

Toto intuitivne ponatie limity postupnosti reprezentované vyrazmi ,blizit sa k is-
tému cislu“ alebo ,,vzdialenosti ¢lenov postupnosti sa od istého cisla stale zmensuju
je potrebné matematicky poriadne sformulovat, najlepsie urc¢itym sposobom aritme-
tizovat (vyjadrif pomocou nerovnosti). To sa v plnej miere podarilo az v 19. storo¢i
vdaka pracam Cauchyho a Bolzana, v neposlednom rade bolo toto tsilie dovisené
Weierstrassom v polovici 19. storocia.

Definicia 3.2. Cislo a € R nazjvame limitou postupnosti (a,)$°, akk

(Ve > 0)(Ing € R)(Yn € Nyn > ng) |a, —a| < e.

Fakt, Ze a € R je limitou postupnosti (a,)7°, skratene zapisujeme lim a, = a alebo

n—o0

tiez a, — a pre n — oo. Postupnost (a,)$°, ktord méa limitu, nazyvame konver-
gentnou. Postupnosti, ktoré nie st konvergentné, nazyvame divergentné. Moze to
byt zapri¢inené tym, Ze ziadne realne ¢islo nie je jej limitou, ako napr. postupnost
((—1)™)$°, alebo m4 za limitu nevlastné ¢islo (o tom aZ neskor).

Z Vety 1.14 mame, ze

la, —a|<e & —e<a,—a<e & a—e<a,<a+te.

Vzhladom na geometrickil interpretaciu absolitnej hodnoty to znamenéa, ze ak po-
stupnost (a,);° ma za limitu &islo a € R, potom ak skonStruujeme okolo ¢isla a
Tubovolny pés (a — ¢, a + ¢€), tak dokdzeme najst také (redlne) ¢islo ng, Ze pre vsetky
indexy od neho vicsie lezia vSetky cleny postupnosti s tymito indexami s tomto
pase. Je jasné, Ze konecny pocet ¢lenov s indexami mensimi ako ng moze lezat mimo
tohto pasu, ¢o ndm intuitivne prezradza, Zze na konvergenciu (divergenciu) postup-
nosti nema vplyv chovanie sa koneéného poctu jej ¢lenov (tato skutocnost presne
sformulujeme v Dosledku 3.33). Preto budeme pouzivat dohodu: ak nejaky predpo-
klad nemusi platif pre konecny pocet ¢lenov, tak budeme hovorit, Ze plati pre skoro
vsetky n € N, t.j. od istého indexu po¢ntc. Formdlne, vgrok V (tykajici sa priro-
dzenych cisel) plati pre skoro vietky n € N, akk (Iny)(Vn € N;n > n;) V(n). Teda
v pripade, Ze a € R je limitou postupnosti (a,);°, moézeme tato definiciu preformulo-
vat nasledovne: pre Tubovolné ¢ > 0 plati vztah |a,, — a| < € pre skoro vSetky n € N.
Tiez si mdZzeme vSimnut, Ze ng suvisi s indexami, a preto je niekedy vyhodné braf
ho ako prirodzené ¢islo, aby sme sa vyhli komplikovanym indexom typu |ng]| + 1.
V dalSom to na niektorych miestach pouZzijeme.
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Vieme teda, Ze nie kazdd postupnost musi mat limitu (klasickym prikladom je
((—=1)™)5°). Méze mat konvergentnd postupnost aj viac limit? Odpoved na ttto otédzku
dava nasledujtca veta.

Veta 3.3 (0 jednoznaénosti limity). KaZdd postupnost md nanajoys jednu limitu.

Dokaz. Ak postupnost je divergentné, niet ¢o dokazovat. Predpokladajme preto, Ze
postupnost (a,)}° mé dve navzajom rozne limity a,b € R. Bez ujmy na vSeobecnosti
predpokladajme, ze a < b. Z definicie potom

lim a, =a < (Ve>0)(3n)(VneN,n>ny) la, —al <e

n—o0

lim a, =b < (Ve >0)(3In2)(Vn € Nyn > ny) |a, —b| <e.

n—o0

Polozme € = 5% > 0 a ng = max{ny,no}. Potom (Vn € N;n > ng) b —¢ < a, <
a+¢e = ”_T“ < g, Co je podla trichotémie usporiadania spor. Teda konvergentnéa
postupnost mé prave jednu limitu. O

Pripomernime si, Ze postupnost je ohrani¢end, akk je ohrani¢ena mnozina jej ¢lenov.
Prepisanim Tvrdenia 2.10 pre postupnosti mame, Ze postupnost (a,)5° je ohrani¢ena
prave vtedy, ked (3K € R, K > 0)(Vn € N) |a,| < K. Vzfah konvergencie a ohrani-

¢enosti postupnosti je obsahom nasledujiceho tvrdenia.

Veta 3.4. KazZdd konvergentnd postupnost je ohranicend.

Do6kaz. Nech lim a, = a, teda

(Ve > 0,e =1)(Fng e N)(Vn e N,n > ng) |a, —a| <1, tja—1<a, <a+1.

Ozna¢me A = {a,;n < no} a B = {a,;n > ny}. Potom je mnozina A ohranicen4,
pretoze je konecnd (a plati pre nu veta o maxime a minime konec¢nej mnoziny).
Mnozina B je tieZ ohrani¢end, pretoze obsahuje tie ¢leny postupnosti (a,)}°, pre
ktoré plati nerovnost a —1 < a, <a+1,tj. H=a+1a D = a— 1. Kedze mnozina
¢lenov postupnosti (a,)5° je zjednotenim ohranicenych mnozin A a B, je postupnost
(ay)$° ohranicena. O

Bystrému pozorovatelovi asi neunikne, Ze pocet prvkov v mnozinach A a B zévisi
od ndjdeného ny. Ak v konkrétnom pripade dospejeme k ng < 1, tak A = ) a B
je celd mnozina ¢lenov postupnosti, ¢o vSak nie je problém, pretoze mnozina c¢lenov
postupnosti (a,)}° sa rovnd mnozine B, ktora je ohranic¢ena.

Tvrdenie vety nemozno obratit, pretoze postupnost ((—1)"){° je ohranicend (staci
su uvedomit, ze mnozina jej ¢lenov je dvojprvkova, teda konecénd), ale uz vieme, Ze
je divergentna.

"4 Ulohy na premyslanie

& Dokézte, ze kazda postupnost, ktord je stucasne aritmetickd aj geometricka, je
konstantné (stacionarna).

< Nech pre postupnost (a,,)5° plati: (Ja € R)(Vn € N)(3k € N,k > n) |ap —a| < L.
Je postupnost (a,)3° konvergentna?
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3.1.1 Operacie s limitami

Zakladné aritmetické operacie st pre postupnosti definované rovnako ako pre funkcie,
t.j. sictom, rozdielom, sic¢inom a podielom postupnosti (a,)$° a (b,)° rozumieme
postupnosti (a, + 0,)7° = (@n)7° + (02)1% (@0 — 0a)F° = (a0)7° — (00)7° (@n - b,)7° =

(an)1°- (b)7° a ak (Vn € N) b, # 0, tak (§)7° = ((Z:;; O narabani s limitami tychto

postupnosti hovori nasledujtca veta.

Veta 3.5 (aritmetické operacie s limitou postupnosti). Nech lim a, = a a

nh_)n;o b, = b. Potom o
(i) existuje T}Lrlgo(an +b,) a plati TLango(an +b,)=a+b;
(ii) existuje nh_}ngo(an - by) a plati nh_}ngo(an b)) =a- by

(i1i) ak b # 0, tak existuje nh_}rglo = a plati nh_)n;lo = =1

Doékaz. (i) Z predpokladu na zaklade definicie mame

JLIEO"" =a & <V€ > 0,% > O) (3n1)(Yn € Nyn > ny) |a, —a| < %,
Tim b, =b < (vg > 0,% > o) (Tna)(¥n € N,n > ny) |b, — b| < g
Polozme ng = max{ny, ny}. Potom (Vn € N,n > ny)
(an £ by) — (@ £ )] = [(an — a) £ (by — b)| < |an — a| + |bn — b] <§+%:g.

Teda sme ukazali, ze (Ve > 0)(Ing)(Vn € N,n > ng) |(an, £b,) — (a £b)| < ¢, t.j.
lim (a, £ b,) = a+b.
(ii) Kedze plati

|ayby, —ab| = |anb, —a,b+a,b—ab| = |a,(b,—b)+b(a,—a)| < |an|-|b,—b|+|b|-|an—al,

jedinym problémom st vyrazy |a,| a |b|, ktorych sa je potrebné zbavit. Avsak 0 < |b| <
+00 je konstanta a kedze je (a,)7° konvergentna, tak podla Vety 3.4 (3K > 0)(Vn €
N) |a,| < K, ¢ize |anb, — ab| < |ay]| - |b, —b| + 10| - |an, — a|] < K|b, —b| + 0] - |a, — al.
Ak polozime L = max{K, |[b|} a ng ako v dokaze Casti (i), tak méme

(Ve > 0)(3no) (¥ € Nyn > o) |anbp—ab| < L(|by —b|+]an—a|) < L (% + %) — L,

¢o dokazuje rovnost lim (ay, - b,) = a - b.

n—oo
(iii) Kedze (Vn € N) %= = q,, - -, staci ukdzaf, Ze lim ;- = . UkdZme najprv,
n n n—oo In
ze vyraz % ma zmysel, t.j. b, # 0 pre skoro vietky n € N. Kedze b # 0, polozme

€1 = ‘—g‘ > (. Potom

b b
lim bn =b & (V&fl > 0,61 = %) (Elnl)(Vn € N,TL > nl) |bn — b| < U

n—oo 2
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Teda (Vn € N,n > ny)

b
[ba] = b0 = b+b = b= (b= ba)| 2 [b] = [b=bu| > [b] = T =T

z ¢oho b, # 0 pre skoro vetky n € N. Potom (Vn € N,n > ny)

bl _ 2l
bl ol = TP

1':'b_bn

o1
by b | bub

akedze lim b, = b & (Vex >0)(3Ing)(Vn € N,n > ny) |b, — b| < 2, polozenim

n—~o0

ny = max{ny, ns} mame, ze (Vn € N,n > ng)

11 2hb 2
| R T

Dostali sme teda, ze

2e ) 1 1
<V€:ﬁ>0) (El?’LQ)(VTLGN,TL>TLQ) E—g <€ <= T}Lrlgoazg
Zvysok dokazu vyplyva z Casti (ii). O

V praxi je dolezité overit predpoklady, teda Ze ide naozaj o dve konvergentné
postupnosti. Castokrat sa to deje v procese vypoéctu, ale niektori na to zabtdajt
a zvykni potom pouzivat chybné argumenty vedtce k chybnym zaverom. Tvrdenie
vety nemozno obrétit, t.j. ak existuje limita st¢tu (sacinu), nemusia existovat limity
jednotlivych s¢itancov (¢initelov), napriklad nh_)ngo ((=1)" + (=1)"*') = 0, podobne

lim (—1)" - (=1)") =1, ale lim (—1)™ neexistuje.

n—oo
Désledok 3.6. Nech lim a, =a, a € R a k € N. Potom
n—oo
(i) existuje lim «-a, a plati lim a-a, = a-q;
n—oo n—oo
(ii) existuje lim a” a plati lim af = aF;
n—oo n—oo
(iii) existuje lim |a,| a plati lim |a,| = |a].
n—oo n—oo

Platnost casti (ii) tohto désledku je mozné rozsirit na k € R. Opacna implikacia

v Casti (iii) vo vSeobecnosti neplati, staci opdt uvazovat postupnost ((—1)").

Veta 3.7. Nech lim a, = 0 a postupnost (b,)s° je ohranicend. Potom lim a,b,

n—oo n—o0

existuje a plati lim a,b, = 0.

Doékaz. Z ohranicenosti (b,)° mame, ze (3K > 0)(Vn € N) |b,| < K a z definicie
limity
lim a, =0 & (Ve; > 0) (Ing)(Vn € N,n > ng) |a,| < 1.

Potom (Vn € N,n > ng) |a,b, — 0| = |a,| - |by| < &1 - K. PoloZzenim € = <& mame

pozadovany vysledok. O
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"« Ulohy na precvicenie
<& Nech (a,,)$° je konvergentna postupnost kladnych ¢isel. Rozhodnite, ¢ potom plati

(i) lm (apy1 — an) = 0;

n—oo

(i) lim 2 =1

< Nech (a,)$° konverguje a (b,)$° diverguje. Co mdzeme povedat o konvergenci po-
stupnosti (a, + b,)° a (ay, - b,)°7

<& Je pravda, Ze ak (a,)3° a (b,)3° diverguja, potom aj (a,+b,)% a (a,-b, ) diverguja?
<& Pre ktoré a € R je postupnost (a,,)3° ohranic¢ena a pre ktoré konvergentna?

1

a, = (—1)" <ln(e"2 + 1)>a - arcsin -

3.1.2 Nerovnosti medzi ¢lenmi postupnosti a ich limitami

Veta 3.8 (o zovreti). Nech lim a, = a, lim b, = a aa, < ¢, < b, pre skoro vsetky

n—oo n—oo

n € N. Potom existuje lim c, a plati lim ¢, = a.

n—oo
Do6kaz. Rozpisanim si vSetkych troch predpokladov dostavame

(Ve>0) (Ing) (VneNn>n)a—c<a,<a+e,
(Ve >0) (Ing) (VneN,n>ny)a—e<b, <a-+e,
(3ns) (Vn € N,n > ng3) a, < ¢, < b,.

Ak poloZime ny = max{ny, ny,n3}, potom (Vn € Nyn >ng) a —e < a, <c, <b, <
a+ e, tj. (Ve > 0)(3ng)(Vn € Nyn > ng) |c, —al < e. O
Kedze (Vn € N) —|a,| < a, < |a,| a ak predpokladame, Ze lim |a,| = 0, potom

dostavame nasledujtci vysledok.

Désledok 3.9. lim |a,|=0= lim a, =0

n—oo n—oo

Na zéklade tohto zistenia moézeme vyslovit tvrdenie, ktoré dava nutni a postacu-
jucu podmienku k tomu, kedy postupnost aj postupnost absolitnych hodnét konver-
guju k spolo¢nej hodnote. Jedna ¢ast tohto tvrdenia je dosledkom vety o operaciach
(pozri Désledok 3.6 (iii)).

Tvrdenie 3.10. lim a, =0 < lim |a,| =0

n—oo n—oo

Castokrat uzitocné je nasledujiice zistenie:

lim |a, —a| =0 < lim(a, —a)=0 & lima,=a

n—~o0 n—oo n—~o0

sformulované v nasledujicom dosledku.

Désledok 3.11. lim a, = a < lim |a, —a| =0

n—o0o n—oo
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Teraz nas bude zaujimat operacia limitného prechodu v suvislosti s usporiadanim
¢lenov.

Veta 3.12. Nech lim a, = 0 a |b,| < |a,| pre skoro vsetky n € N. Potom existuje

n—o0

lim b, a platy lim b, = 0.

n—oo n—oo

Dokaz. Rozpisanim predpokladov mame, ze (Ve > 0)(3Ing)(Vn € N,n > ny) |a,| <

e a (Ing)(Yn € Nyn > ny) |by| < |a,|. Polozenim ny = max{n;,ny} mame, ze
(Ve > 0)(3no)(Yn € Nyn > ng) |b,| < |an| < e, t.j. lim b, = 0. O

Veta 3.13. Nech lim a, = a a lim b, = b.

n—o0 n—oo

(i) Ak a <b, tak a, < b, pre skoro vsetky n € N.
(ii) Ak a, <b, pre skoro vSetky n € N, tak a <b.

Dokaz. (i) Polozme e = %% > 0. Potom (In;)(Vn € Nyn>ny) a—e < a, <a+e
a (Ing)(Vn € Non > ny)b—e < b, < b+ e. Nech ng = max{n;,ny}. Potom
(VneN,n>ny) a, <a—|—5:a—|—b_Ta =b—2e<b—e<hb,, teda a, < b, pre skoro
vsetky n € N.

(ii) Predpokladajme, ze (Iny)(Vn € N,n > ny) a, < b,, ale a > b. Potom by
podla ¢asti (i) (Ing)(Vn € Nyn > ny) a, > b,. Ak by n > max{ny,ny}, tak by
a, > b,, ¢o je v spore s predpokladom a,, < b,. O

Mozno by sa niekto mohol opytat, ¢i nie je mozné zamenit znak < za < v Casti (i).
Zial, nemdzeme to urobif, pretoze napriklad pre postupnosti a, = % ab, = # plati
a=limi=0= lim# = b, alean:%S 1 = b, neplati pre ziadne n € N.

n2
n—o00 n—00

Je mozné zamenit znak < za < vo Vete 3.13 (ii), t.j. plati implikdcia a, < b, =
lim a, < lim 0,7

n—oo n—o0

Jednoduchy vysledok ziskame, ak v ¢asti (ii) uvazujeme konstantnii postupnost

b, =b, n € N.
Dosledok 3.14. Ak lim a, = a a a,, < b pre skoro vSetky n € N, potom a < b.

n—oo

3.1.3 Nevlastna limita postupnosti

Na zéklade vzfahu medzi konvergenciou a ohranicenostou vieme, Ze neohranicend
postupnost nie je konvergentna. AvSak niektoré divergentné postupnosti maju ta
vlastnost, Ze s narastajicim indexom neobmedzene rastt (alebo klesaji). Pre takéto
postupnosti zavedieme nasledujici pojem.

Definicia 3.15. Hovorime, Ze postupnost (a,)° mé nevlastni limitu 400, akk (VK €
R)(3ng)(Vn € N;n > ng) a, > K. Hovorime, Ze postupnost (a,);° méa nevlastna
limitu —oo, akk (VL € R)(3no)(Vn € N,n > ny) a, < L.

Ozna¢ujeme lim a,, = 400 (lim a, = —o0) alebo tiez a, — 400 (a, — —o0)
pre n — oo. Je jasné, ze v pripade nevlastnej limity 400 (—o0) staci zobrat K > 0
(L < 0). Tato skutocnost umoznuje v niektorych pripadoch zjednodusit najdenie ¢isla
no. Malo by byt tiez jasné, ze ak mé postupnost nevlastni limitu +o00 (—o0), tak je
ohrani¢ena zdola (zhora) a neohrani¢ena zhora (zdola).
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Veta 3.16. Ak lim |a,| = +oo, tak lim ;- = 0.

Dékaz. lim |a,| = +o0 & (VK > 0,K = 1)(3ny)(Vn € Nyn > nyg) |a,| > 1,
teda i exigal?e pre skoro vSetky n € N. Nech ¢ > 0 je lubovolné. Potom (VK =
1)(3na)(Vn € N,n > ny) |a,| > L a polozme ng = max{ny,ns}. Potom (Vn € N,n >
<e, tj. JLIEOL =0. O

an

no) ’i

Veta 3.17. Ak lim a, = 0 a a,, > 0 pre skoro vietky n € N, tak lim X = +oo.

n—o0 n—oo °mn

Doékaz. 7 predpokladov méame, ze (Ve > 0)(3Iny)(Vn € Nyn > ny) |a,| < € a
(In2)(Vn € Nyn > ny) a, > 0. Polozme ny = max{n;,ny}. Potom (¥n € N;n >

ng) 0<a,<e& ->1=K. O
Poznamenajme, ze veta mé aj svoju dualnu podobu: ak lim a, =0 a a, < 0 pre
n—oo
skoro vetky n € N, tak lim + = —oo (dokazte!). Umoziiuje teda ,narabat s nulou
n—oo "

v menovateli“ v pripade limitnych prechodov.

Veta 3.18. Nech lim a, = +00 a a, < b, pre skoro vsetky n € N. Potom lim b, =

n—oo n—oo
—+00.

Doékaz. Rozpisanim predpokladov mame, ze (VK > 0)(3n;)(Vn € Nyn > ny) a, >
K a (3ng2)(¥Yn € N,n > ns) a, < b,. Polozme ny = max{n;,ns}. Potom (¥n € N,n >
no) K < a, < by, teda lim b, = +oc0. O

n—oo
Veta teda hovori, Ze stac¢i najst ,mensiu“ postupnost a, — +oo pre n — oo, ¢o
Veta o aritmetickych operaciach s limitami postupnosti obsahuje dolezity pred-
poklad konvergencie. AvSak akosi intuitivne citime, ze sicet dvoch postupnosti s ne-
vlastnou limitou +oo by tiez mal ist do +o00. Nasledujuca veta preto zavadza pravidla
pre narabanie s takymito postupnostami.

Veta 3.19 (o operaciach s nevlastnymi limitami). Nech lim a, = +o0.

(i) Ak (b,)3° je ohranicend zdola, tak lim (a, + b,) = +oo.

n—oo

(ii) Ak (b,)3° je ohranicend zdola kladnou konstantou, tak lim a,b, = +oc.

n—oo

Dokaz. (i) Nech K je Tubovolné. Kedze (b,);° je ohrani¢end zdola, tak (3D €
R)(Vn € N) b, > D. Z predpokladu lim a, = +0o0 méme, %e (VL € R, L = K —

D)(3ng)(Vn € Nyn > ny) a, > L. Potom a, +b, > L+ D = K, t.j. T}Lrglo(an +b,) =
+00. Analogicky dokazeme cast (ii). O

Vsimnime si, Ze veta pozaduje od postupnosti (b,)3° len jej ohranic¢enost zdola
(pripadne kladnou konstantou). Specidlne veta zahftia aj pripad b, — oo pre n —
00, pretoze z aritmetiky narabania s nevlastnymi ¢islami plati +ood00 = 00 a 00-
(+00) = +00. Jedinymi nedefinovanymi (neur¢itymi) vyrazmi si tu +00—o00 a +00-0.
Sformulujte a dokézte vSetky dalSie mozné variacie tejto vety! Porozmyslajte tiez
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nad moznostou rozsirit tvrdenie vety o limitu podielu. Aké predpoklady st potrebné
k tomu, aby‘;—z—>—|—oo pre n — oo, ak a,, — 400, n — 00?

V dalsom texte budeme slovom ,limita“ vzdy rozumiet limitu v zmysle Defini-
cie 3.2, ktorej sa tiez hovori vlastnd limita postupnosti. Ak budeme pripustat aj ne-
vlastni limitu, pripomenieme to zvlast. Podobne pod konvergentnymi postupnostami
rozumieme len tie postupnosti, ktoré maju vlastna limitu.

Z uvedeného vyplyva, zZe pre [ubovolnt postupnost (a,)J° moze nastat prave jeden
z pripadov

(i) existuje vlastnd limita lim a,;

n—oo

(i) lim a, = +o0;

n—oo

(i) lim a, = —oc;

n—~o0

(iv) neexistuje ani vlastnd ani nevlastna limita.

Uvedte priklad na kazdy z tychto pripadov.

"« Ulohy na premyslanie

<& Najdite také postupnosti (a,)5° a (b,)° s lim a, = +o00 a lim b, =0, aby

n—o0 n—oo

(i) lim (ay - by) = +o0;

n—oo

(ii) lim (ay, - b,) = ¢, kde ¢ € R je lubovoIné;

n—oo
(iii) postupnost (a,, - b,)5° bola ohrani¢na, ale divergentna.

<& Najdite postupnost (a,)5° tak(, aby lim a, = +00 a zaroveri bola splnené niektora
n—oo

z podmienok

(i) lim (apy1 — a,) = +o0;

n—oo

(i) lim (ap1 — an) = 1;

n—oo

(iii) lim (ap41 — a,) = 0.

n—o0

3.1.4 Monotonne postupnosti

Postupnost realnych ¢isel si mozno predstavit ako nekonecny subor ,,0indexovanych
Cisel
a1,09,0A3,...,0n, ...

.....

viicsie Cisla (alebo vzdy mensie ¢isla), potom je prirodzené taktto postupnost nazvat
monoténnou.
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Triedu monoténnych postupnosti mézeme charakterizovat ako mnozinu takych po-
stupnosti, v ktorej je kazd& ohranic¢end postupnost konvergentné. Kedze postupnost
sme definovali ako funkciu definovant na mnozine N, definicie monoténnej (rydzomo-
noténnej) postupnosti st len Specidlnymi pripadmi monoténnej (rydzomonoténne;j)
funkcie. Pre istotu, napr. postupnost (a,)° je rastica, akk (Vn € N) a,, < a,41 a
analogicky dalsie pripady. Pripomenme tiez, Ze supremum (infimum) postupnosti nie

je ni¢ iné ako supremum (infimum) mnoziny jej ¢lenov, oznacujeme sup a,, (inf a,,).
neN neN
Aby sme teda podopreli nase tvrdenie z predchadzajiceho odstavca, uvadzame

hned prvy délezity vysledok.

Veta 3.20 (o limite monoténnej postupnosti I.). Nech (a,)° je neklesajica
postupnost.

(i) Ak (a,)3° nie je ohranicend zhora, tak lim a, = 400.

n—oo

(ii) Ak (a,)}° je ohranicend zhora, tak lim a, = sup a,.
n—oo neN

Dokaz. (i) Nech (a,)$° nie je ohranicend zhora, t.j. (VH € R)(3Ing € N) a,,, > H.
Z neklesajtucosti potom méame, ze (Vn € N,n > ng) a, > an,, z ¢oho dostavame
(VH € R)(Inp € N) (Vn € Nyn > ng) a, > H, t.j. lim a, = +oc.

(i) Ak (a,)$° je ohranic¢end zhora, t.j. mnozina jej ¢lenov je ohrani¢end zhora, tak

existuje sup a,, = a € R. Z neklesajicosti potom mame, ze (Vn € N,n > ng) a, > a,,
neN
a z druhej vlastnosti suprema (pozri Vetu 1.33) vyplyva, ze (Ve > 0)(Iny € N)(Vn €

N,n>mng) a—e<ap <a, <a<a+e, teda |a, —a| <e, ¢ize lim a, = a. O

n—oo

Analogicky dokazeme dudlne tvrdenie (alebo sta¢i pouzif fakt, ze ak (a,)$° je
neklesajica postupnost, tak (—a,)5° je nerastiica postupnost).

Veta 3.21 (o limite monoténnej postupnosti II.). Nech (a,)5° je nerastica
postupnost.

(i) Ak (a,)3° nie je ohranicend zdola, tak lim a, = —o0.

n—~o0

(ii) Ak (a,)3° je ohranicend zdola, tak lim a, = inf a,.
n—00 neN
Zhrnutim vysledkov predchadzajucich dvoch viet dostavame dolezité tvrdenie cha-
rakterizujtce triedu monoténnych postupnosti.

Tvrdenie 3.22 (o konvergencii monoténnej ohrani¢enej postupnosti). Nech
postupnost je monotdnna. Potom je konvergentnd prdve vtedy, ked je ohranicend.

Poznamka 3.23. Toto tvrdenie bude mat pre nas velky vyznam nielen teoreticky,
ale aj prakticky. Jednym z dolezitych zisteni je, Ze ide len o int formulaciu axiémy
o hornom ohraniceni, t.j. d4 sa dokézaf, Zze axiéma (H) je ekvivalentna s vetou
o konvergencii monoténnej ohranic¢enej postupnosti. Taktiez ndm umoznuje
vySetrovat konvergenciu (a vypo¢itat limitu) postupnosti zadanej rekurentne.
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"« Ulohy na premyslanie

<& Néjdite lim an,ak%:\@aan:\/2+\/2+---+\/§,n€N,n22.

n odmocnin

<& Nech a; =6, a1 = —10a, + 6, n € N. Potom

6
a = lim a, = lim a,;; = lim (-10a,, +6) = —10 lim a,+6 = —10a+6 = a = TR
Napriek tomu tato limita neexistuje. Kde je chyba?
<& Dokazte, ze kazda postupnost redlnych ¢isel je suctom rastiicej postupnosti a kle-
sajucej postupnosti.

3.2 Vybrané postupnosti
Pozerajme sa na chvilu na postupnost
ai, Qg, Az, A4, As,..., Qp,...

ako na zastup prvkov (vojakov) stojacich vedla seba, ktorych je potrebné vytriedit a
ponechat len schopnych. Moézeme takto vynechat konecny alebo nekonecny pocet, ale
v druhom pripade tak, aby ich zostalo nekonecne vela. Vynechanim napr. vSetkych
prvkov s parnym indexom dostavame a4, as, as, az, ag, . . . , Co mdzeme opit povazovat
za postupnost

blzal, bgza,g, b3:a5, b4:a7,..., bn:agn_l,...

Teda pre kazdé n sa b, rovna nejakému a;. Kedze toto k zavisi od n, ozna¢ime ho
k(n) alebo k, (v nasom pripade k; = 1, ky = 3, k3 = 5, atd.). Teda b, = ay,. Touto
uvahou dostavame nasledujtci pojem.

Definicia 3.24. Nech (a,)$° je postupnost a (k,)° je rasttica postupnost prirodze-
nych ¢isel. Postupnost (ay,, ){° nazyvame vybranou postupnostou z postupnosti (a,,)3°

pomocou postupnosti (k).

Rastica postupnost prirodzenych ¢isel (k,)° sa niekedy zvykne nazyvat vybera-

juca. Poziadavka rasticosti je tu podstatna! Keby sme napr. polozili (Vn € N) k, =
ng, tak by prislusna vybrana postupnost bola konstantna, lebo (Vn € N) a;, = a,, a
o takej postupnosti ani nemé zmysel hovorit, Ze je vybrand z postupnosti (a,,)°. Teda
povedat, ze nejaka postupnost (b,,)$° je vybrana z postupnosti (a,){°, znamend tvrdit,
ze existuje takd rastica postupnost (k,)° prirodzenych ¢isel, ze (Vn € N) b, = ay,,.
Mozno trochu nespravne (ale v zdujme zdoraznenia veci) budeme niekedy dokonca
hovorit, Ze sme z postupnosti (a,);° vybrali podpostupnost (ag,)3°. VSimnime si, Ze
ide o akysi druh ,skladania“ postupnosti, teda operaciu, ktora pri postupnostiach
nema priamu analégiu s funkciami.

Lema 3.25. Ak (k,){° je rastica postupnost prirodzenych cisel, tak (Vn € N) k, > n.
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Dokaz spociva v aplikacii matematickej indukcie, a preto ho prenechavame c¢i-
tatelovi. Vieme, Ze vynechanie koneéného poctu ¢lenov nemé vlyv na konvergenciu
postupnosti. Ako je to s vynechanim nekone¢ného poctu ¢lenov?

Veta 3.26. Ak postupnost md vlastni alebo nevlastni limitu, potom kaZdd z nej
vybrand postupnost md taki isti limitu.

Doékaz. Nech lim a, = a € R, t.j. (Ve > 0)(3no)(Vn € N,n > ng) |a, — a| < .

n—o0

Ak (k,)$° je vyberajaca postupnost, potom (Vn € N,n > ng) k, > n > ng (pozri
Lemu 3.25), a preto |ag, —a| < &, t.j. lim ag, = a. Pre postupnosti majtce nevlastni

limitu je dokaz analogicky (prenechédvame na citatela). O

Vetu 3.26 mozeme pouzivat ako pre dokaz existencie, tak aj pre dokaz neexistencie
limity (konvergencie, resp. divergencie). Ak totiZz pozndme limitu postupnosti, potom
pozname aj limity kazdej z nej vybranej postupnosti. Na druhej strane, ak sa nam
podari z nejakej postupnosti vybrat dve postupnosti, ktoré maju rozne limity, potom
je povodna postupnost divergentnd, napr. (—1)?*" — 1 a (—1)>"*! — —1 pre n — oc.

Veta 3.27 (Cantorov princip do seba vloZenych uzavretych intervalov).
Nech (Vn € N) I,, = (an,b,). Ak postupnost (1,,)3° je takd, Ze (¥Yn € N) I,, D IL,41,
tak () I, # 0. Ak naviac lim (b, — a,) =0, potom (3lc € R) N I, =c.

neN neN

Doékaz. Uvazujme postupnosti krajnych bodov intervalov I,,. Zrejme postupnost
(a,)3° je neklesajtca a zhora ohranicend (napr. ¢islom b, ), teda existuje sup,,cy @, =
lim a, = « (pozri Vetu o konvergencii monoténnej ohranic¢enej postupnosti). Po-

n—oo

dobne (b,)7° je nerastica a zdola ohrani¢end, teda existuje inf,cnb, = lim b, = S.
n

—0Q0

Z toho méme, ze (Vn € N) a, < a a < b,. AvSak naviac (¥n € N) a,, < b,, teda

podla Vety 1.37 je a = supa,, < inf b, = (3, ¢ize
neN neN

(VneN)a, <a<f<b, = [, #0.

neN

Ukézme naviac, ze [ I, = («, §). Inklaziu (o, ) C () I, uz mame dokazan.

Nech teraz = € () I,, :jN (Vn € N) a,, <x < b,. Podla Dnéesl\iedku 3.14 aplikovaného
na (a,);° a x a%?at’ na z a (b,)}° dostavame o = T}Ln;o a, <x < nhj& b, = 3, teda
x € (o, 0), ¢ize ) I, C {(«, ). To dokazuje, ze () I, = (o, ).

Nech lim (b:e—N a,) = 0. Potom "

n—oo

g = lim b, = lim [(b, — a,) + a,] = lim (b, — a,) + lim a, =0+ a = «,
n—oo n—oo n—oo n—oo
Cize a = [ a kedze () I, = {(a, 3), tak polozenim ¢ = a = # mame () I, = c. O
neN neN
Venujme sa chvilu predpokladom Cantorovho principu. V podstate je tu ukrytych
zopar dolezitych veci. V prvom rade pozadujeme uzavretost a ohranicenost intervalov,
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ktoré st do seba vlozené. Ukazme, Ze to neplati uz pre polouzavreté intervaly, napr.

N (0, %) = (). Predpokladajme, ze (3c € R) ) (0, %) = ¢. Potom (Vn € N) 0 < ¢ <
neN neN

%. Podla Archimedovej vlastnosti pre ¢ > 0 existuje m € N také, ze me¢ > 1 < ¢ > %,
¢o je viak v spore s tym, ze (Vn € N) ¢ < £. Teda (0 (0, ) = 0.
neN
Dalgim délezitym zistenim je, Ze Cantorov princip neplati v Q! Uvazujme intervaly
I, = (\/_— %, V2+ %}, n € N. Zrejme st do seba vloZené a uzavreté a ich dlzka splia

lim (\/§+%—<\f—l)): lim 2 = 0.

n—oo n n—oo 71

Podla Cantorovho principu (3!lc € R) N I, = ¢ = v2 ¢ Q. Teda v mnozine Q je
neN
N L, = 0.

neN

Poznamka 3.28. Na zéaklade vyssie spomenutého prikladu sa da dokazat, ze axiéma
(H) je ekvivalentni s Cantorovym principom + Archimedovou vlastnos-
tou. Toto rozdelenie axiémy (H) do dvoch tvrdeni mé& pre matematickii analyzu
vyhodu z dévodu rozlisenia dvoch veci:

(i) z Archimedovej vlastnosti explicitne vidime, ako sa rozclefiuje matematicka
analyza na dve Casti: klasickt a tzv. neStandardni analjzu (vynechéva sa v nej Ar-
chimedova vlastnost);

(ii) pojem limity ¢iselnej postupnosti sa da zaviest len na zéklade prvych troch
skupin axiém, kde je viditelna tzv. Lebesgueova miera A((a,b)) = |a — b| (=dlzka)
konec¢ného intervalu (a, b) a zaroven tplnost mnoziny R sa tu berie v zmysle topologic-
kej, resp. metrickej uplnosti (nie Dedekindovskej plyntcej z usporiadania) na zéklade
zavedenej normy indukovanej metrikou d(z,y) = |z — y|.

Vzniké otézka, ¢i z kazdej postupnosti je mozné vybrat konvergentni podpostup-
nost. Je potrebné rozlisit ohranicené a neohrani¢ené postupnosti. V nasledujtcej vete
je zdmerne zdorazneny predpoklad nekonecnej postupnosti, aby sme mohli aplikovat
metdédu bisekcie (delenia intervalu) a Cantorov princip. V podstate si sta¢i uvedomit,
ze pri konecnej postupnosti ani nemé zmysel hovorit o limite (konvergencii).

Veta 3.29 (Bolzanova-Weierstrassova). Z kaZdej (nekonecnej) ohranicenej po-
stupnosti sa dd vybrat konvergentnd podpostupnost.

Doékaz. Nech (z,)5° je ohranicend, t.j. (a,b € R)(Vn € N) a < z,, < b. Rozdelme
interval (a, b) na polovicu a uvazujme t polovicu, v ktorej lezi nekonecéne vela ¢lenov
postupnosti (,,)° (ak to spliiaji obe polovice, zoberme napr. lavii polovicu). Tento
interval ozna¢me (ay,b;). Jeho dlzka je by — a; = b_T“ Rozdelme (ay, b1) na polovicu
a opét uvazujme ti polovicu, ktord obsahuje nekonecéne vela ¢lenov (z,)° (ak to
spliiajii obe polovice, zoberieme opif favti polovicu). Oznaéme ho (ay, by), jeho dizka
je by —ay = b;—Q“ Ak takto pokracujeme dalej, dostavame postupnost uzavretych
do seba vlozenych intervalov I, = (a,,b,), ktorych dizka je b, — a, = b;—n“ Podla

Cantorovho principu (Jle € R) ) I, = c.
neN
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Skonstruujme vybranti postupnost z postupnosti (z,,)3° konvergujicu k c. Kedze
(ay,b1) obsahuje nekonecne vela ¢lenov, vyberme z neho ¢len z, € (ay,b;). Po-
dobne (Fks € N ki < ko) my, € (ag, by). Pokracujuc dalej (3k, € Nk, ; <
kn) xy, € (an,by), teda (k,)° je rastica postupnost prirodzenych cisel (t.j. vybe-
rajuica) a (x, )5° je vybrana postupnost z (z,,);° pomocou postupnosti (k,)°. Kedze
Tk, € € (An, ), potom 0 < |z, — ¢ < |by, — a,| = 5 a kedZe %2 — 0 pre n — oo,
tak z vety o zovreti |zy, — ¢| — 0 pre n — oo, ¢o podla Dosledku 3.11 plati prave
vtedy, ked zy, — ¢ pre n — oo. Teda (zy,)7° je konvergentnd podpostupnost. O

Nasledujtce tvrdenie dava odpoved na polozent otdzku v pripade neohrani¢enych

postupnosti.

Tvrdenie 3.30. Z kaZdej neohranicenej postupnosti mozno vybrat podpostupnost,
ktord md nevlastni limitu.

Dékaz len naznacime: pre postupnost (a,)° neohrani¢enti zhora staci néajst ras-

ticu postupnost prirodzenych ¢isel (k,)3° takd, Ze a, > n pomocou matematickej
indukcie.

*4 Ulohy na precvicenie

<& Dokazte, ze z kazdej postupnosti sa dé vybrat monoténna podpostupnost.

<& Dokazte, ze kazda podpostupnost rastiicej postupnosti je rastica.

<& Dokéazte, ze monoténna postupnost je konvergentné, ak konverguje niektora jej
podpostupnost.

<& St uvedené implikacie

lim a, =a = lim ay, =a, lim ay, =a = lima, =a

n—o0o n—~o0o n—oo n—~o0

pravdivé?

3.3 Fundamentalne postupnosti

Veta o konvergencii monotonnej ohranic¢enej postupnosti vyzaduje k vysetreniu kon-
vergencie postupnosti jej monoténnost a ohranicenost. O ohranicenosti sme sa uz
¢o-to zmienili v predchadzajicich ¢astiach. Co ak ale postupnost nie je monoténna?
Vo vSeobecnosti, ak chceme o nejakej postupnosti zistit, ¢i je konvergentné alebo nie,
musime v principe vyskuasat kazdé ¢islo, ¢ je jej limitou alebo nie. Ak rychlo natra-
fime na limitu, potom je to dobré. Ak ale postupnost nie je konvergentnd, mali by
sme ukazat (vyskusat), Ze ziadne ¢islo nie je jej limitou. Ukazeme, Ze o konvergencii
mozno rozhodnut aj bez toho, aby sme poznali limitu, teda len na zaklade spravania
sa jej ¢lenov. K tomu zavedieme nasledujtci pojem.

Definicia 3.31. Postupnost (a,)}° nazyvame fundamentélnou (cauchyovskou), akk

(Ve > 0)(Ing)(Vn € N,n > ng)(Ym € N,m > ng) |a, — an| < €.
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Prirodzene nés zaujima vztah tohto nového pojmu k uz existujicim. Kedze funda-
mentéalnost vo svojej formulacii dost pripomina konvergenciu, nasledujica veta hovori
o0 ich vzajomnom vztahu.

Veta 3.32 (Cauchyho-Bolzanovo kritérium konvergencie postupnosti). Po-
stupnost je konvergentnd prave vtedy, ked je fundamentdlna.

Doékaz. = Nech lim a, = a, t.j. (Ve > 0,5 > 0)(3Ing)(Vn € N,n > ng) |a,—al < 3,
ale tiez (Ve > 0,5 > 0)(3no)(Ym € N,m > nyg) |a,, —a| < 5. Potom (Vn € N,n >
no)(Ym € N, m > ny)

£

€
\an—am|:\(an—a)+(a—am)\S\an—a|+|am—a|<§+2

=g,
teda (a,)$° je fundamentélna.

< Nech (a,)$° je fundamentélna. Myslienkou dokazu je najprv ukazat, ze je ohra-
ni¢end, potom na tu aplikovat Bolzanovu-Weierstrassovu vetu a nakoniec ukézat, ze
ked v nej existuje vybrand konvergentnd podpostupnost, tak aj celd postupnost je
konvergentna.

Na dokaz ohranicenosti fundamentalnej postupnosti pouzijeme rovnaky postup
ako v dokaze Vety 3.4. KedZe (a,){° je fundamentdlna, tak (Ve > 0,e = 1)(3n,y €
N)(Vn € Nyn > ng)(Vm € Nym > ng) |a, — ann| < 1. Potom aj pre m = ng + 1
plati |a, — apor1| < 1 € apor1 — 1 < ay < apgyp1 + 1 pre kazdé n € Nyn > ng, a
teda mnozina B = {a,;n > ng} je ohrani¢end. Kedze A = {a,;n < np} je konecna,
tak (a,)° je ohranicend. Podla Bolzanovej-Weierstrassovej vety sa z nej d& vybrat
podpostupnost ay, — a pre n — 00.

Poslednym krokom je ukéazat, Ze a, — a pre n — oo. Z fundamentélnosti (a,,)
méame, Ze (Ve > 0,5 > 0)(3Ing)(¥n € N;n > ny)(Vm € Nym > ny) |a, —an| < § a
z limity nli_)n;oakn = a mame, ze (V5 > 0)(Iny € N)(Vn € N,n > ny) |ag, —al < 5.

o)
1

Polozme ng = max{ni, k, } a zoberme k, > ng a m = k,. Potom |a, —a;,| < 5 a

e €
an —al = [(an — a,) + (ak, — )] < lan — ag, | + lax, —al < 5+ =2,
teda lim a, = a. O
n—oo

Cauchyho-Bolzanovo kritérium budeme skratene oznacovat ako C-B kritérium.
Jeho vyznam spociva v tom, ze dava ,vnatorné kritérium“ pre konvergenciu postup-
nosti: vystupujui v nom totiz iba cleny tejto postupnosti. Hovori vlastne o tom, ze
skutocénost, ¢i je postupnost konvergentna alebo nie, zavisi iba od vlastnosti ¢lenov
tej postupnosti a nie od vztahov k inym ¢islam. Nézorne to moZeme interpretovat
nasledovne: ak je postupnost konvergentna (t.j. ¢leny s velkymi indexami st blizko
istého ¢isla — limity postupnosti), potom st blizko medzi sebou. Naopak, z fundamen-
talnosti postupnosti vyplyva, ze ak st ¢leny postupnosti s velkymi indexami blizko
medzi sebou (st ,nahusto), tak s blizko pri nejakom pevnom ¢isle. Ku konvergencii
postupnosti (a,)$° ale nestaci, aby dva za sebou nasledujice ¢leny tejto postupnosti
boli blizke, t.j. aby a,+1 — a, bol dost maly pre kazdé n € N,n > ngy (dost velké n)!
Je potrebné, aby sa mélo od seba 1isili lubovolné dva ¢leny postupnosti s dost velkym
indexom.
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Iny tvar C-B kritéria je zahrnuty v nasledujicom vysledku, ktory dava exaktnu
formulaciu nasho davneho zistenia, ze vynechanie kone¢ného poctu ¢lenov postupnosti
nemé vplyv na jej konvergenciu.

Désledok 3.33. Postupnost (a,)5° konverguje prave vtedy, ked
(Ve > 0)(Ing)(Vn € Nyn > ng)(Vk € N) |a, — anyi| < €.

C-B kritérium ma velky teoreticky vyznam, zriedka sa vSak vyuziva pri pocitani
limity zadanej postupnosti. Existuji vsak postupnosti, o ktorych vieme pomocou
C-B kritéria dokazat, ze st konvergentné, ale nevieme najst ich limitu. Napriklad

postupnost a, =14 <1 + ... + <=2 p € N. Kedze

cos(n + 1) cos(n + k) | cos(n + 1) | cos(n + k)|
| — ani] = Tomit T T o < S N v

_ 1 11 [1—5%\ 1 . 1
—2n+1+"'+2n+k_2n+1 1-1 o\t T Sk

v

tak dostavame, ze

1
(e > 0)(Fno)(¥n € N, > no)(vk € N) an — ansi| < o <,

teda postupnost (a,)$° je fundamentélna, a teda konvergentna. AvSak urcif hodnotu
(vypocitat) limitu tejto postupnosti nedokazeme.

Niekto by pravom mohol namietaf, Ze zavddzame novy pojem fundamentalnej
postupnosti, ktory (ako sme prave dokézali) nemé opodstatnenie, pretoze je to to
isté ako pojem konvergentnej postupnosti. Ano, ale plati to iba v mnoZine redlnych
c¢isel!!l Uz napriklad v mnozine racionalnych ¢isel tato ekvivalencia neplati, pretoze
vieme skon$truovat fundamentalnu postupnost racionélnych ¢isel, ktora v Q nie je
konvergentna. Z toho dovodu uvazujme postupnost (v2 — 2)3°, ktora je rastica a
zhora ohrani¢ena (overte!). Pre kazdé n € N zvolme a, € Q tak, aby V2 — % <
ap < V2 — #1 (takd postupnost bude existovat z vety o hustote racionalnych ¢isel
v &islach realnych!). Z vety o zovreti potom méme, Ze a, — /2 pre n — oco. KedZze
kazda konvergentné postupnost je fundamentélna, tak sme nasli takt fundamentélnu

postupnost (a,)$° racionalnych ¢isel, ktora v Q nekonverguje.

Poznamka 3.34. Ak by sme teraz isli do abstraktnejsich priestorov (nie iba ¢iselnych
mnozin, ale napr. priestorov funkcii), aj tam ma pojem fundamentélnej postupnosti
svoje zvlastne postavenie. Totiz priestory, v ktorych kazda fundamentélna postupnost
konverguje, sa nazyvaju uplné. Opif sa ndm moze vynorit sivis s axiémou (H),
na zaklade ktorej sme hovorili o mnozine redlnych ¢isel ako o iiplnom poli. A to je
presne to, ¢o odlisuje R od ostatnych ¢iselnych mnozin! Da sa opif dokazat, ze C-B
kritérium je ekvivalentné s axiémou (H), avSak nebudeme to robit.

"« Ulohy na premyslanie

< Popiste, ¢o znamena, ze postupnost nespliia C-B kritérium.
< Pomocou C-B kritéria dokézte konvergenciu postupnosti a, = 1 + 2% +- 4+ 5
n € N (Pomdcka: pouzite nerovnost 5 < - — < n=23,...).
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3.4 O Cantorovej konstrukcii realnych cisel

Vrafme sa na chvilu na zaciatok tohto ucebného textu, konkrétne do ivodu k prvej
kapitole, kde sme pojednavali o mnozine redlnych ¢isel. Ako sme tam spomenuli, dlhé
obdobie nikto nevedel, ako zaclenit iraciondlne ¢isla rigorézne do matematiky. To
sa podarilo nezavisle okolo roku 1872 Cantorovi, Heinemu, Mérayovi a Dedekindovi
jednotnou myslienkou: celd cauchyovskd postupnost je redlne ¢islo. Tato myslienka je
velmi elegantnd, ale aj tak zostava vela prace — stotoznif rozlicné cauchyovské raci-
onalne postupnosti reprezentujice to isté redlne ¢islo, definovaf algebraické vztahy a
usporiadanie pre tieto nové objekty a v neposlednom rade dokéazat Vetu 3.32. Vsetko
toto bolo detailne dokoncené az v roku 1930 Landauom. Nasim cielom teraz nie je Stu-
dovaft detailne tito konstrukciu, iba sa zbezne zoznamit s jej hlavnymi mySlienkami,
ktoré by budtci matematik mal uréite poznat.

Predpokladajme, Ze &islo v/2 je asociované s postupnostou {1,4;1,41;1,414;...} a
v/3 s postupnostou {1,7;1,73;1,732; ... }. Potom &islo v/2-1/3 by malo byt asociované
s ich stéinmi {2,38;2,4393;2,449048; ... }. Na druhej strane, V6 je tiez asociovana
s postupnostou {2,4;2,44;2,449; ... }. TakZe musime stotoZnit tieto postupnosti.

Dve racionélne cauchyovské postupnosti (a,)° a (b,);° nazyvame ekvivalentné,
piseme (a,)$° ~ (b,)$°, akk nh_)nc}o(an —b,) =0, t.j.

(Ve > 0)(3no)(Yn € Nyn > ng) |a, — by| < e.

Nie je tazké overit, ze ~ je relaciou ekvivalencie na mnozine racionalnych cauchyov-
skych postupnosti, t.j. plati

(1) (an) ~ (an)5° (reflexivita);
(i) (an)i® ~ (ba)7" = (bn)7° ~ (an)7° (symetria);
(i) (@) ~ (bn) A (n)5° ~ () = (an)° ~ (¢,)7° (tranzitivita).

Preto je rozumné rozdelif mnozinu racionélnych cauchyovskych postupnosti na triedy
ekvivalencie

(a,)$° == {(bn)cl’o, (b,)$° je racionélna cauchyovska postupnost, ze (b,)7° ~ (an)cl’o}

Prvky z tried ekvivalencii sa nazyvaju reprezentanti.

Definicia 3.35. Redlne ¢isla su triedy ekvivalencii raciondlnych cauchyovskych po-
stupnosti, t.j.

R = {(an)j’o; (a,)5° je racionélna cauchyovska postupnost’} :

Mnozina Q sa teraz da interpretovat ako podmnozina R v tom zmysle, Ze ak
r € Q, tak konstantnéd postupnost {r,r,r, ...} je raciondlna cauchyovskd postupnost
a mozeme stotoznif racionalne ¢islo r s redlnym ¢&islom {r,r,r,...}.

Aby sme dokdzali s takto zavedenou mnozinou R pracovaf, musime definovat
bezné operacie a usporiadanie. Nech a = (a,)® a b = (b,){° st dve redlne disla.
Potom ich sucet + a sucin - definujeme vztahmi

a+b=(a,+b,)°, a-b=(a,-b,)5.
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Nebudeme tu teraz riesit otazku korektnosti takéhoto zavedenia operacii (hoci je to
Tahké overit). Usporiadanie < je potom zavedené nasledovne:

a<b & (Fee€Q,e>0)(Ing>1)(VneN,n>ng) a, <b, —¢,
a<b & a<bVa=h.

K tejto dost komplikovanej definicii usporiadania iba dodame, ze k definovaniu a < b
nestaci uvazovat iba a, < b,, pretoZe postupnosti {0,0,0,...} a {1, %, %, ...} repre-
zentuju to isté ¢islo 0 (a zrejme neplati 0 < 0). Je k tomu potrebné, aby pre dostatoc¢ne
velké n boli ¢leny a, a b, oddelené. Z toho tiez vyplyva, Ze je to dobre definované
relacia. Da sa ukazaf, ze relacia < je naozaj reldciou usporiadania (t.j. reflexivna,
antisymetricka a tranzitivna) a plati pre 1iu trichotémia.

K exaktnej konstrukcii mnoziny realnych ¢isel ako tried ekvivalencii racionalnych
cauchyovskych postupnosti by bolo este potrebné dokézat C-B kritérium na zaklade
zavedenych pojmov. To je naozaj mozné urobitf, ¢im dostdvame taka konstrukciu,
v ktorej je namiesto axiémy (H) prave C-B kritérium. Potom sa z tejto konstrukcie
dokéze, Ze plati veta o supreme a infime a dalSie vlastnosti redlnych ¢isel.

Vidime tu, ze keby sme na zaciatku zvolili Cantorov sposob zavedenia realnych
¢isel, asi by mnoho Studentov bolo zdesenych a odradenych (obzvlast, ak ide o na-
stupujtcich Studentov, ktori o matematike nemaji ani ponatia). Preto sme zvolili
axiomaticky pristup (nie¢o podobné sa deje na aj strednej skole, kde sa vela veci
berie ako fakt, takZe to nie je Studentom az také cudzie), ktory vSak nie je kon-
Strukéne nazorny, ale mé nesporne iné prednosti, treba vsak jednym dychom dodat,
7e aj Castokrat kritizované nedostatky:. ..

"4 Ulohy na precvicenie

<& Pre dve raciondlne cauchyovské postupnosti (a,,)3° a (b,);° dokéazte, ze (ay, - b,)5°

je cauchyovskd postupnost.

3.5 Eulerovo ¢islo a postupnosti s nim suvisiace

Eulerovo cislo je jednou z najdolezitejsich konstant v matematike vobec. Tvori zaklad
prirodzenych logaritmov, ako aj exponencidlnej funkcie. Ako o chvilu ukdZeme, je to
iraciondlne ¢islo, ktoré je naviac transcendentné (nie je koreriom ziadneho polynému
s celo¢iselnymi koeficientami). Pojde vSak o technicky naroc¢nejsiu ¢ast tohto textu,
a preto odporucame trpezlivost pri jej studiu.

Veta 3.36. Postupnost (e,)7° = (14 4 + 5+ -+ 27)° konverguje k iraciondlnemu
cislu.

Dokaz. Konvergenciu dokdzeme pomocou C-B kritéria. Postupnost (e, ){° je zrejme

rastlica, pretoze (VneN)% > 0, tedaen+1:1+~--+ﬁ>1+~'+%:en.
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Potom pre m > n plati

1 1 1 1
O<ep—€,=(14+-+— )| —|1+---+—= )= 4o
m! n! (n+1)! m)
S 1+ + : et !
(n+1)! n+2  (n+2)(n+3) (n+2)...m

1 1 1 1
< — 11+ +or .
(n+1)!( ntl nt1)? (n—i—l)m"l)
Pouzitim rozkladu
g™ T — (a . b)(amfnfl 4 amfanb et bmfnfl)

prea=1ab= n+1 dostavame

L <1+ LRI SR L )_ 11— G
(n+1)! n+1 (n+1)2 (n+1)mm=t)  (m+1)! 11—
L (4" 1 nfl_ 1 gl 1
C (n+1)! (n41)mm n (n+1)! n  n-nl

Z Archimedovej vlastnosti (Ve > 0)(3no € N) - no, < e. Potom (Ve > 0)(3ng €
N)(Vn € Nyn > ng)(Ym € Nym > ng) 0 < e, — e, < —2— < ¢, teda postupnost

no-no!
(e,)3° je fundamentélna, a teda konvergentna. Ozna¢me lim e, = e.

n—oo

Iracionalnost: Z vlastnosti postupnosti je e > 2. Predpokladajme, 7Ze e = g, kde

P, q € N st nestudelitelné. Nech n € N je [ubovolné a zoberme m € N, m > n. Potom
0<e,—e, < ﬁ a z vety o zovreti vyplyva, ze (Vn € N)

. 1
0 < lim (e, —€,) = lim e, — lim ¢, =e—¢, < lim = )
m— oo m— oo m— oo m—oo 1} -« n' n- n'

Kedze (e,)° je rastuca, tak (Vn e N) 0 <e—e, < L.
Polozme n = ¢, potom

q-q

Akg=1,tak0<e—e; =p— —p—2<1¢0<p 2<1=p=3,teda
= 2 = 3. Potom by malo platit, ze (Vn € N) 3 — ¢, < n.ln!, ¢o vSak neplati hned
2.

Nech teda ¢ > 1. Potom nerovnost

P 1 1
O<e—e==— 1+ + ~ < —.

q Q-

(1+

p
q
re n —

S o

IN

1 1 1
— — 1) — — -

0 < (e—eg)q =plg—1)! <1+1l+ —l—q!) q<1
vedie opét k sporu, lebo rozdiel p(¢ — 1)! — (1 + % + -+ %) dvoch prirodzenych
Cisel je celé ¢islo a nie ¢islo z intervalu (0, 1). Z toho vyplyva, Ze e # EpgeN. O

Cislo e z dokazu predchadzajicej vety nazyvame Eulerovo ¢&islo a jeho priblizna

hodnota je 2,718281828459045. Uvedena veta je vhodné na urcenie hodnoty c¢isla e
s Tubovolnou presnostou.
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Veta 3.37 (o postupnostiach stivisiacich s ¢islom e). Nech (a,)5° = ((1+ %)")io
a (b)) = ((1+ L"), Potom
(i) postupnost (a,)5° je rastica;
(i) postupnost (b,)° je klesajica;
(1ii) (Vk € N)(Vn € N) a < by;
(iv) obe postupnosti si ohranicené a (Vn € N) a,, < 3;

(v) (Vn €N) b, —a, < 2.
Dokaz. (i) Kedze (Vn € N)

o _ (4 g5)" a9 wt n(nt)
a,  (1+H"  (+Dr (n+1)" n(n+1)

nn+ D\ n+1 n+1 1\
S (e S ) : - (1 ——
(n+1)2 n n (n+1)2
1 —1 1 1 1
S (v ) — ) =2 (1 U
n (n+1)2 n n+1 n n+1

kde sme pouzili Bernoulliho nerovnost. Teda (Vn € N) = > 1 = a,1 > a,, CiZe
(a,)$° je rastuca. Analogicky sa pomocou Bernoulliho nerovnosti odvodi dast (ii).

(iii) Z vlastnosti mocnin s celoéiselnym exponentom mame, ze (Vn € N) a,, =
(1+4)" < (1+ %)nﬂ = b,. KedZze (a,)$° je rasttica a (b,)5° je klesajuca, tak pre
k<nijeap<a, <b,aprek >njea,<b, <b,.

(iv) Z predchédzajucich vlastnosti vyplyva, Ze (a,){° je ohrani¢end zdola napr.
¢islom a; a zhora lubovolnym by (staci najst také k, aby by < 3, napr. k = 6).
Analogicky pre (b,)5°

(v) Jednoducho (¥n € N)

1\ 1\" 1\" 1 1\"1 1
bn—an:<1+—) —<1+—) :(1+—) {1+——1]:<1+—) Z <35,
n n n n n n n

¢o dokazuje poslednii vlastnost. O

Veta 3.38. Postupnosti (a,);° a (b,)3° z predchddzagicej vety su konvergentné a plati
lim a, = lim b, = e.

n—oo n—oo

Dokaz. Podla Vety 3.37 st obe postupnosti ohrani¢ené. Naviac (a,)5° je rastiica a
(bn)$° klesajica, teda podla Vety 3.20 a Vety 3.21 plati lim a, = supa, a lim b, =

inf b,,. Potom
neN

1\" 1 1
lim b, = lim <1+—) (1+—): lim (1+—)~an: lim a,,.
n—o0 n—00 n n n—0o0 n n—0o0
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Teda staci ukazat, Zze lim a, = lim e, = e.

n—~oo n—oo

Nech n € N. Potom pre k£ = 1,2,...,n plati
n\ 1 n! I nn-1)...n—k+1) 1 1nn—-1 n—-Fk+1
k)nk (n—Ek)k nk k! nk kln om0 n
1
<g.

Kedze (g)# = 1, potom podla binomickej vety méame

D (MM (MY o
— — — — — e J— J— J— e — = e,.
n 1/ nt 2/ n? n)nn 1 2! n!

Odtial podla Vety 3.13 je hm a, < lim e, =e.

n—o0

Nech n € N je lubovolne, ale pevné. Potom pre m = 1,2, ..., n plati

. n 1+ n n\ 1 S 14 n 1_1_ n n\ 1 1+i n\ 1
a’TL: —_— .. — = RS “ e _ = —_
1/ nt n) nm" 1/ nt m) n™ — k) nk

Z Vety 3.13 a vety o limite suc¢tu vyplyva, ze (Vm € N)

n U 1lnn—1 n—kFk+1
nloo<k) k:1+zr}l_>n§o<ﬁﬁ n n >
1 k=1
k=0

Z Désledku 3.14 potom méame, Ze lim (lim a,) > lim e, = e, ¢ize lim a, > e.

m—0o0 N—0o0 m—0o0 n—oo

Spojenim oboch nerovnosti dostavame lim a,, = e. O

n—oo

7 uvedeného vyplyva, ze Eulerovo dislo e je jediné také cislo, pre ktoré plati
(Vn € N) a,, < e < b,. Tiez je zaujimavé si vSimnat s akou limitou to vlastne mame
do ¢inenia: vnutro konverguje k 1 a exponent ma limitu 400, teda vyraz typu 1°°.
Podla dokézanej vety tento vyraz nie je 1, ako by sa mohlo zdat z axiomatiky realnych
Cisel (tam sme vSak definovali iba vyraz 1% pre a € R)!

=

lim a, > 1+
n—oo

Ms

3

k

w|H

||
Ms
=~

B
Il

1

Veta 3.39. Nech (Vn € N) a,, >0 a lim a,, = +00. Potom lim <1 + é)an =e.

n—oo n—oo

Doékaz. Kedze (Vn € N) [a,] < a, < [a,] + 1, tak

(”[an]lﬂ) < (”i) = (”[_11)

z ¢oho z vlastnosti mocnin s redlnym exponentom méame

1 [an] 1 an 1 [an]+1
1+ ——— <1+ — <|(1+-— .
[a,] + 1 a, [ay]

Limitovanim tychto nerovnosti pre n — oo dostavame pozadovany vysledok, pretoze
limity oboch krajnych vyrazov st rovné e (zddvodnite!). Preto z vety o zovreti mame
vysledok. O
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Dosledok 3.40. (Vz € R) lim (1+2)" =e”

n—oo

Tento nenépadny dosledok je velmi zaujimavy, pretoZze zavadza exponencidlnu
funkciu e” ako limitu postupnosti (1 + %)n Urcite by stalo za pozornost zdovodnit
si, ze ide naozaj o t istil exponencialnu funkciu, ktort sme zaviedli v Kapitole 2
z axiomatiky redlnych cisel.

*“ Ulohy na precvicenie

<& Urcte pre aké hodnoty n sa lisi vyraz (1 + %)n od cisla e o menej ako 0,001.
<& Pre kazdé prirodzené ¢islo n dokazte nerovnost

(2) <n=e(3)





