Kapitola 4
Rady realnych cisel

Matematici sa potkynali o nekonecné rady od antiky. Otézka, ako mdze byt sucet
nekonecne vela kladnych vyrazov koneénym ¢islom, bola nielen hlbokou filozofickou
vyzvou, ale aj dolezitym ¢lankom v pochopeni pojmu nekonec¢na. Nekonecné rady boli
pouzité v priebehu rozvoja kalkulu a je fazké vystopovaft ich presni historicki cestu.
Pravdepodobne prvy stcet nekonec¢ného radu objavil Archimedes pomocou metddy
infinitezimalneho kalkulu, ktora sa vhodne uplatnuje aj dnes. Ide o metodu exhausta-
cie (vyprazdnovania), pomocou ktorej bol schopny uréit obsah pod grafom paraboly
pomocou sumovania nekone¢ného radu, a tak dal dostato¢ne presnii aproximaciu ¢isla
TT.

V Indii sa v 14. storodi rozvinula myslienka rozvoja funkcie do nekone¢ného (funk-
cionalneho) radu. Tamojsi matematik MADHAVA je povazovany za predchodcu mo-
dernej koncepcie mocninovych radov, Taylorovych radov, MacLaurinovych radov, ra-
cionalnych aproximaécii nekonecnych radov, ako aj nekone¢énych refazovych zlomkov.
Zasluzil sa o studium konvergencného kritéria nekonecénych radov a vytvoril testy
konvergencie. Objavil mnozstvo nekonecnych radov, vratane rozvoja trigonometric-
kych funkcii do Taylorovych radov. Jeho Studenti a nasledovnici dalej rozsirovali jeho
dielo o dalsie rozvoje do radov a aproximécie az do 16. storocia v $kole Kerala.

V 17. storo¢i v Eurépe JAMES GREGORY (1638-1675) publikoval niekolko Mac-
Laurinovych radov. V roku 1715 vytvoril BROOK TAYLOR vSeobecnti metédu pre kon-
strukciu Taylorovych radov pre vsetky funkcie, pre ktoré sa to dd. LEONHARD EULER
zase v 18. storoc¢i rozvinul tedriu hypergeometrickych radov a g-radov. Euler uvazoval
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o ktorom GAUSS publikoval prispevok v roku 1812. Obsahuje jednoduchsie kritérium
konvergencie a otazky zvyskov a oboru konvergencie.

CAUCHY trval na striktnych kritériach konvergencie: ukazal, ze ak dva rady su
konvergentné, ich stéin nemusi byt konvergentny, a tak sa za¢ina objavovanie efek-
tivnych kritérii konvergencie. Pojmy konvergencie a divergencie boli vsak zavedené
dévno predtym v roku 1668 uz spominanym Gregorym. Leonhard Euler and Gauss
dokazali rozli¢né kritéria, Colin MacLaurin predpokladal niektoré Cauchyho objavy.
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HENRIK ABEL v roku 1826 vo svojom prispevku o binomickych radoch

m(m—1) ,

m
1+—z+ x? 4

1 2!
poopravil niektoré Caychyho zévery a podal Gplna suméaciu radu pre komplexné hod-
noty parametrov m a x. Poukdzal na potrebu uvazovat spojitost v otazkach konver-
gencie nekoneénych (funkcionalnych) radov.

Cauchyho metédy neviedli k vSeobecnym, ale skor Specidlnym kritériam. To isté
mozeme povedat o RAABEM (1832), DE MORGANOVI (z roku 1842), ktorého neplat-
nost logaritmického testu na istych oblastiach ukézali DuB01s-REYMOND (1873) a
PRINGSHEIM (1889). Dalsie &pecidlne kritérid vytvoril BERTRAND (1842), BONNET
(1843), MALMSTEN (1846, 1847, to druhé bez integrovania), STOKES (1847), PAucC-
KER (1852), CEBYSEV (1852) a ARNDT (1853).

Vseobecné kritérid za¢inaji KUMMEROM (1835) a boli Studované EISENSTEI-
NOM (1847), WEIERSTRASSOM V jeho rozliénych prispevkoch k tedrii funkeii, DINIM
(1867), DuBo1s-REYMONDOM (1873) a mnohymi dalsimi.

4.1 Zakladné pojmy

V celej tejto kapitole budeme pouzivat poznatky z predchadzajicej kapitoly o limitach
postupnosti. Uvazujme postupnost redlnych ¢isel (a,)7°. Tejto postupnosti priradime
postupnost (s,);° nasledovne:

S1 = ag,

32:a1—|—a2:sl—|—a2,

Sp, =01+ -+ a, =8,_1+ ayn.

Symbol a; + az + -+ a, + ..., alebo skratene > a,, budeme nazyvat nekonecny
n=1

o
¢iselny rad alebo kratsie rad. Prvok a, nazyvame n-ty ¢len radu > a,. Postupnost

n=1

o0
(8,)3° nazyvame postupnost ¢iastocnych sictov radu » | a, a prvok s, n-ty ¢iastoény
n=1
o

stcet radu > ay,.
n=1
Nekone¢ny rad vyzera formélne ako stcet nekonecne vela séitancov, ale operacia
stétu je definovand len pre koneéne vela séitancov. Co teda mdme rozumiet pod sic-
tom tohto radu? Pozrime sa na jeden priklad z histérie: GUIDO GRANDI (1671-1742)

uvazoval rad

D) =14 (=) + 14 (1) +...,

n=0
ktory dnes nazyvame Grandiho radom. Grandi uvazoval nasledujtce preuzatvorkova-
nie tohto radu, ¢im dostal

I+(-)+H)+(-H)+)+...=1404+0+---=1,
QI+(-1)+A+(-1)+...=0+0+---=0.
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Grandiho vypocet bol teda nasledujuci

0=040+04+04---=1-1)+1-1)+1-1)+(1—-1)+...
=1-(1-D4+1-D4+(1-1D4---=1-0-0-0—...
=1,

¢o si Grandi ako knaz vylozil ako symbol stvorenia sveta Bohom z ni¢oho (,ex ni-
hilo“). To vyvolalo burlivii polemiku, ktorej sa popri Grandim zucastnil Leibniz,
Nicolaus Bernoulli a dalsi. V tychto diskusiach sa upresnovali pojmy stcet nekoneé-
ného ¢iselného radu, konvergencia a divergencia tychto radov. Dnes vieme, ze Grandi
sa dopustil dvoch omylov: skiimany rad nemé kone¢ny stcet (je divergentny) a okrem
toho pri svojom vypocte pouzil asociativny zakon pre scitanie, ktory vo vSeobecnosti
pre nekonecne vela s¢itancov neplati. Odpoved na otazku suctu radu dava nasledujica
definicia.

o
Definicia 4.1. Suctom radu ) a, nazyvame koneéni limitu postupnosti jeho cias-
n=1
o
tocnych stcétov a zapisujeme > a, = lim s, = s < +0o. Rad sa nazyva konver-
=1 n—oo

n
gentny, akk konverguje postupnost jeho ¢iastoénych suctov. Rad, ktory nie je kon-
vergentny, nazyvame divergentny.

Ako sme uz v tvode spomenuli, pojmy konvergencie a divergencie poprvykrat
pouzil v stvislosti so s¢itanim ¢iselnych radov JAMES GREGORY. Z uvedenej definicie
vyplyva, Ze o stcte radu mozeme hovorit len pri konvergentnych radoch. V pripade
divergentného radu mozeme rozlisit tri pripady divergencie:

(i) ak lim s, = 400, hovorime, Ze rad diverguje do +oc;

(i) ak lim s, = —o0, hovorime, Ze rad diverguje do —o0;

n—oo

(iii) ak lim s, neexistuje, hovorime, Ze rad osciluje.

n—oo

Ak sa teda vratime ku Grandiho radu, ten je divergentny (osciluje), pretoze s; = 1,
sy =0, s3 = 1, atd., z ¢oho mame, Ze vybrana postupnost (s2,)° z postupnosti (s,)5°
konverguje k 0, ale vybrana postupnost (sg,.1);° konverguje k 1. Zaujimavé je este
spomentt, ze Euler a Fourier pouzivali pre stcet s Grandiho radu hodnotu %, ku ktorej
sa d4 dopracovat (nespravnou!) ivahou!

1
s=1+(-1)+14+(-D)4-=1-[1+(-1)+1+...]=1—3s = s5=3
Poznamka 4.2. Priamo z definicie vyplyva, ze ak p € N, tak rady > a, a >, a,

n=1 n=p+1
bud oba konverguju alebo oba diverguju. Inymi slovami, na konvergenciu (diver-
genciu) radu nemd vplyv chovanie sa konecného poctu jej clenov, ¢o plynie z limity
postupnosti.

Leibniz k tomu poznamenal, Ze ak niekde ukonéime proces s¢itania tohto radu (t.j. zoberieme
nejaky ¢lastocny sucet), dostaneme bud 0 alebo 1 s rovnakou ,,pravdepodobnostou®, takZe najprav-
depodobnejsia hodnota je priemer ¢isel 0 a 1, t.j. % Leibniz k tomu dodéva, ze ,ide skor o metafyzicky
ako matematicky dokaz“.
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PoloZzme si otdzku, aké vlastnosti musi mat rad, aby konvergoval, t.j. aby existo-
vala konecna limita postupnosti ¢iasto¢nych stuctov. Z definicie je zrejmy tzky savis
medzi nekoneénymi radmi a postupnostami, ktory sa niekde eSte zvyraziiuje tym,
ze rad sa definuje ako dvojica postupnosti ((a,)3°, (s,)5°). Teda vety o konvergencii
radov sa daju previest na vety o konvergencii postupnosti a obratene. Uplatnenim
tohto poznatku mame priamo jednu nutni a postacujicu podmienku pre konvergen-
ciu radov.

Veta 4.3 (Cauchyho-Bolzanovo kritérium konvergencie radov). Rad ) a,
n=1
konverguje prdve vtedy, ked

(Ve > 0)(3no)(Vn € Nyn > ng)(Vm € N) [Spim — Snl = |ant1 + -+ + G| < €.

Ako trividlny dosledok tohto tvrdenia (pre m = 1) dostéavame, ze ak rad > a,
n=1
konverguje, potom

(Ve > 0)(3no)(Yn € Nyn > ng) [Sp+1 — S| = |ant1| <,

teda dostavame poznatok zndmy uz PIETROVI MENGOLIMU v roku 1650.

Veta 4.4 (nutnd podmienka konvergencie radu). Ak rad > a, konverguje,
n=1
potom lim a, = 0.

n—oo

Alternativne sa o platnosti uvedenej vety mozeme presvedcit pouzitim vztahu
Spt1 = Sp + any1 @ prejdenim k limite pre n — oo.

Poznamka 4.5. Je treba upozornit, Zze podmienka nulovej limity postupnosti ¢lenov
radu nie je postacujica k jeho konvergencii, ako sa o tom da jednoducho presvedcit
v pripade harmonického radu. Treba si to zapamétat, pretoZe v opa¢nom pripade to
méva (pre Studentov) smutné nasledky.

"4 Ulohy na premyslanie

o

<& Uréte n-ty ¢lastoény sucet radu Y a, a na zdklade toho rozhodnite, ¢i tento rad
n=1

konverguje, kde

n—vn?2—-1

ap = ——=——=, ncN.

Vnn+1)

<& Nech > a, konverguje a existuje lim na,. Potom lim na, = 0. Dokazte!

n—1 n—00 n—00

<& Najdite priklad konvergentného radu > a,, aby lim na, neexistovala.

ne1 n—00

<& Konverguje rad > a,, ak
n=1
(i) pre kazdé p € N je lim (ay41 + -+ apyp) = 07
(ii) pre kazdé n € N je lim (ay41 + - + apyp) = 07
p—o0
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4.2 Operacie s ¢iselnymi radmi

Ako sme uviedli v pripade Grandiho radu, skuto¢nost, Ze s nekoneénymi stctami sa
nedéa zachadzat ako s kone¢nymi, bola zdrojom viacerych omylov v dejindch mate-
matiky. Zakladnymi operaciami s nekone¢nymi radmi je sticet dvoch konvergentnych
radov a vyndsobenie konvergentného radu redlnou konstantou, ¢o mdZzeme povazovat
za obdobu ,distributivneho zakona” pre sc¢itanie pre konecné sucty.

Veta 4.6. Nech rady > a, a Y. b, siu konvergentné. Potom
n=1 n=1

(i) rad > (a, + b,) konverguje a naviac, ak > a, =a a > b, = b, tak > (a, +

n=1 n=1 n=1 n=1
b,) = a+b;
(ii) rad > k- a, konverguje pre kazdé k € R a plati Y k- a, = k - a. Naviac, ak
n=1 n=1
rad Y k- a, konverguje, kde k € R\ {0}, potom konverguje aj rad > a,.
n=1 n=1

Dokaz (1) Oznaéme (An)5°, (Bn)3® a (Cr)5° postupnosti ¢iastoénych suctov radov
Zan, Zb a Z(an+b ). Potom lim A, =a, lim B, =ba (Vn € N)

n—oo

Cy = (a1+b1)+(ag+by)+- - -+(an+b,) = (a1+ag+- - +a,)+(b1+bo+- - -+by) = A+ By,

odkial plynie, ze lim C, = lim (A, + B,) =a+0b, t.j. >_(a, +b,) =a+0.
n— o0 n=1

n—oo
[e.e] o0
(i) Nech (A4,)° a (K,){° st postupnosti ¢iastoénych suc¢tov radov > a, a Y kay,.
n=1 n=1

Potom lim A, =a a (Vn € N)

n—oo

K, =kay + kag + -+ -+ ka, = k(a1 +az + - - - + a,) = kA,

odkial lim K, = ka, t.j. Z ka, = ka. Ak naopak konverguje rad Z ka, a k # 0,

n—oo n=1 n=1

podla vyssie dokdzaného konverguje aj rad Z 2 (kay) = Z Ay, O
n=1 n=1
Tvrdenie (i) mozeme matematickou indukciou rozsirit na lubovolny koneény pocet
[e.°]

s¢itancov. Trividlne tiez veta plati pre rozdiel. Z konvergencie radu »_ (a, + b,) ale
n=1

o o0
neplynie konvergencia radov » a, a Y b,, ako sa mozeme presved¢it na priklade
n=1 n=1
o0

radov Zl( 1" a Z( ",

7Z prikladu Gra,ndlho radu sa mdzeme poudif eSte o tom, Ze medzi ¢leny nekonec-
ného ¢iselného radu nemoézeme Iubovolne umiestnit zatvorky, t.j. neplati asociativny
zakon vo vSeobecnosti. Iba v pripade konvergentného radu mozeme zdruzovat Cleny
Tubovolne bez toho, aby to ovplyvnilo sicet radu. Této skuto¢nost je sformulované
v nasledujucej vete, ktort mozeme pokojne nazvat ,asociativnym zédkonom” pre kon-
vergentné rady.
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Veta 4.7. Nech > a, je konvergentny rad a (k,)7° je rastica postupnost prirodzengjch
n=1
“isel. PoloZme

by =a1+as+---+ag, bo=ak,+1+ -+ ag, ..., by=a5,_,41+---+a, n€N.

Potom rad >’ b, konverguje a plati > a, = > b,.

n=1 n=1

Dokaz. Ak (A,)$° je postupnost ¢iastocnych suctov radu > a, a (B,){° je postup-
n=1

oo
nost ¢iastocnych suctov radu > b, potom (Vn € N)

n=1

By =bi+ -4 by = a4+ ay, = Ay,

t.j. (Bn)3° je vybrana postupnost z konvergentnej postupnosti (A4,,)5°, a teda aj (B,)5°
konverguje. O

Poznamenajme, ze obratend veta neplati, napr. pre Grandiho rad a postupnost
k, =2n,n € N je b, = 1 pre kazdé n € N, teda rad > b, je divergentny. Analégiu
=1

n—
komutativneho zékona (o prerovnani ¢lenov) uvedieme neskor, ale prezradime, Ze ani
pre konvergentné rady nemusi platit. K jeho platnosti budeme potrebovat silnejsiu
vlastnost, tzv. absolitnu konvergenciu radu.

"« Ulohy na precvicenie

ORlestevR logx+log\/_+log\/_+log\/_+ = 2.
O Ak Z a, konverguje a Z by, diverguje do 400, ¢o sa da povedat orade > (a,+b,)?

n=1
[e9)

O Ak Z a, konverguje a Z b, osciluje, ¢o sa da povedat o rade >_ (a, + b,)?

n=1 n=1 n=1

<& Plati nasledujtce tvrdenie: Ak rady > a, a > b, konverguja, tak »_ a,b, kon-
n=1

n=1 n=1

verguje a plati Y a,b, = > a, - > b,?
n=1 n=1 n=1

4.3 Rady s nezapornymi ¢lenmi

Teraz sa budeme zaoberat radmi, ktoré s vinimkou konecného poctu ¢lenov maji rov-
naké znamienko. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, Ze vSetky c¢leny
skimanych radov st nezaporné, ¢o vyplyva z definicie suctu radu a z toho, ze exis-
tencia limity postupnosti nezavisi od toho, ¢i zmenime konec¢ny pocet ¢lenov.

Nech teda Z a, je rad s nezdpornymi clenmi, t.j. (Vn € N) a,, > 0. V takomto
-1

pripade je postupnost (8,)3° Ciastocnych stctov neklesajtca, pretoze (Vn € N) s,,1 =
Sp+a, > s,. Ak je naviac tato postupnost zhora ohranicend, tak podla Vety o konver-
gencii monotonnej ohranicenej postupnosti existuje jej limita, teda rad s nezdpornymi
¢lenmi je konvergentny alebo divergentny do 400, nikdy ale nemoze oscilovat.
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Tvrdenie 4.8. Rad s nezdpornymi élenmi je konvergentny prdve vtedy, ked postup-
nost jeho ciastocnych sictov je ohranicend.

N4jst stcet radu je vo vSeobecnosti velmi komplikovand vec a uz aj pri jedno-
duchych radoch to moze predstavovat problém pri vyjadreni postupnosti ¢iastoénych
suctov. Preto sa ¢astokrat uspokojime len s vedomostou, ¢ dany rad konverguje alebo
diverguje. Cauchyho-Bolzanovo kritérium, vyznamné svojou univerzalnostou, spdso-
buje obvykle taktiez urcité vypoctové tazkosti pri praktickom pouziti na skiimanie
konvergencie daného radu. Preto v tedrii nekonecnych ciselnych radov existuje via-
cero kritérii konvergencie (divergencie). Na rozdiel od Cauchyho-Bolzanovho kritéria
davaja iba postacujicu podmienku pre konvergenciu radu, avsak su jednoduché a
vzdy je mozné pouzit to, ktoré je vyhodné pri skiimani konkrétneho radu. Uvedieme
niekolko z nich, ktoré nam poslizia pri pocitani prikladov.

Prva skupina kritérii je znama pod spolo¢nym nazvom porovndvacie kritéria. Ich
spolo¢nym znakom je to, ze skiimany rad urcitym sposobom porovname s vhodnym
znamym radom a na zaklade tohto porovnania vyslovime zaver o konvergencii alebo
divergencii skiimaného radu.

Veta 4.9 (porovnavacie kritérium). Nech > a, a > b, si rady s nezdporngmi
n=1 n=1

clenmi a a, < b, pre skoro vsetky n € N. Potom z konvergencie radu »_ b, vypljva

n=1

(o]
konvergencia radu Y a,, resp. z divergencie radu Y, a, vyplyva divergencia radu
n=1 n=1
o0
> bn
n=1

Dokaz. KedZe vynechanie koneéného poctu ¢lenov radu nerozhoduje o konvergencii,
mozZeme predpokladat ze (Vn € N) a,, < b,. Nech (A,)$° je postupnosﬁ Clastocnych

suctov radu Z a, a (B,)Y je postupnost ¢iastoénych suctov radu Z b,. Zrejme
n=1 n=1
(Vn e N) A, < B,.
Ak rad Z b, konverguje, potom konverguje aj postupnost (B,,)°, a teda je zhora

ohranlcena tJ (3H € R)(Vn € N) B, < H. Potom (Vn € N) A, < H, teda (A4,)
je zhora ohranicené. KedZe je neklesajica, tak podla Vety o konvergencii monoténne;

ohranicenej postupnosti je konvergentna, ¢o znamend, ze rad > a, je konvergentny.
n=1

Ak diverguje rad Y a,, potom diverguje aj rad >_ b,, pretoze ak by konvergoval,
n=1 n=1

potom by podla predchadzajtcej ¢asti konvergoval aj rad > a,, ¢o je spor. O

n=1

Rad > b, z predchadzajticej vety sa zvykne nazyvat majorantny rad k radu

n=1

o o0 o0
> a, arad ) a, minorantny rad k radu ) b,. Veta teda hovori, Ze rad s nezépor-
n=1 n=1 n=1
nymi ¢lenmi konverguje, ak k nemu dokdZeme najst majorantny konvergentny rad a

diverguje, ak k nemu najdeme minorantny divergentny rad.
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Veta 4.10 (limitné porovnavacie kritérium). Nech > a, a > b, si rady s ne-
n=1 n=1
zapornymai clenmi a existuje

Ak L < 400 a Y. b, je konvergentny rad, tak konverguje aj rad > a,. Ak L >0 a

n=1 n=1

diverguje rad " b,, potom diverguje aj rad >’ a,.
n=1 n=1
Doékaz. Nech L < +oc0 a Y b, konverguje. Potom z definicie limity

n=1

(Ve > 0)(Fng)(Vn e Nyn >ng) L—e < % < L+e, (4.1)

odkial a,, < (L+¢)b,, pre skoro vSetky n € N. KedZze podla Vety 4.6 (ii) rad > (L+e)b,
n=1

konverguje, podla porovnavacieho kritéria konverguje aj rad > a,.
n=1
Nech L > 0a Y b, diverguje. Ak 0 < L < +o00, potom z (4.1) plati (L—¢)b, < ay
n=1
pre skoro vSetky n € N. Z divergencie radu ) (L —¢)b, podla porovnévacieho kritéria
n=1

vyplyva divergencia radu » a,. Ak L = 400, tak podla definicie nevlastnej limity
n=1
(VK > 0)(3no)(Vn € Nyn > ng) 3= > K, t.j. zo vztahu a, > Kb, pre skoro vietky

o0

n € N vyplyva divergencia radu »_ a,. O
n=1

Nasledujica skupina kritérii vhodne vyuziva porovnanie sktimaného radu

s geometrickym radom (Cauchyho a d’Alembertovo kritérium). Porovnanim s inymi
radmi mozeme dostat iné kritérid, z ktorych spomenieme len jedno ¢asto pouzivané
pri po¢itani (tzv. Raabeho kritérium).

Veta 4.11 (Cauchyho odmocninné kritérium). Nech > a, je rad s nezdporngmi
n=1
clenma.

(i) Ak (Vn € N) /a, < q < 1, tak rad ) a, konverguje. Ak pre nekonecne vela

n=1
¢isel n € N plati nerovnost {/a, > 1, rad > a, diverguje.
n=1
(ii) Ak existuje
lim {/a, =q, q¢€R",

n—oo

tak pre ¢ < 1 je rad >’ a, konvergentny a pre ¢ > 1 je rad > a, divergentny.

n=1 n=1
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Dokaz. Dokaz prevedieme iba pre pripad (ii), pripad (i) je analogicky.
Ak ¢ < 1, zoberme € > 0 tak, aby ¢ + ¢ < 1. Potom

(Ino € N)(Vn € Nyn > ng) {fa, < qg+¢e <1,

t.j. a, < (¢ + &)™ pre skoro vSetky n € N. Kedze rad > (¢ + )" je konvergentny

n=1
o
geometricky rad, z porovnéavacieho kritéria aj rad > a, konverguje.

n=1
Ak ¢ > 1, tak /a, > 1 pre skoro vsetky n € N, teda a,, > 1, z ¢oho lim a, > 1.

n—oo

Z nutnej podmienky konvergencie radu potom plynie, ze rad ) a, diverguje. O
n=1

Veta 4.12 (d’Alembertovo podielové kritérium). Nech ) a, je rad s kladngmi
n=1

clenmi.
(i) Ak (Vn € N) 22 < ¢ < 1, tak rad ) a, konverguje. Ak (Vn € N) #2 > 1,
n nel an
tak rad Y a, diverguge.
n=1
(ii) Ak existuje
lim 24— q, q€R

n—oo
tak pre ¢ < 1 je rad >’ a, konvergentny a pre ¢ > 1 je rad > a, divergentny.
n=1 n=1

Dokaz. Opif uvedieme iba dokaz limitnej ¢asti, dokaz nelimitnej ¢asti je analogicky.
Ak ¢ < 1, zoberme € > 0 tak, aby ¢ + ¢ < 1. Potom

afn—l—l

(Gno e N)(Vn e Nyn > ng) ¢ —e < <q-+e,

t.j. (¢ — €)an < any1 < (¢ + €)a, pre skoro vsetky n € N. Indukciou dostavame, ze

(Vk €N) anyr < (q+¢)*an,. Kedze rad > (¢+¢)" je konvergentny geometricky rad,

n=1

o0
z porovnavacieho kritéria konverguje aj rad >  a,. KedZe koneény pocet ¢lenov
n=ng+1

nerozhoduje o konvergencii radu, je cely rad ) a, konvergentny.

n=1
Ak ¢ > 1, tak “Z—:l > 1 pre skoro vSetky n € N, t.j. postupnost (a,)5° je neklesa-
juca pre skoro vSetky n € N, a preto lim a, # 0, teda rad a, diverguje. U
n—00 n=1

Poznamka 4.13. Obe predchadzajice vety mali nelimitnt a limitna ¢ast, kde v li-

mitnej ¢asti nebola zahrnutd moznost ¢ = 1, pretoze v takom pripade o konvergencii
o0 o

radu nevieme rozhodntt — pre oba rady Y = a Y. - podla limitnych verzif odmoc-
n=1

n=1
ninného a podielového kritéria je ¢ = 1, ale prvy je divergentny a druhy konver-

gentny. D’Alembertovo kritérium sa obvykle lahsie uplatiiuje pri pocitani prikladov,
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pretoze sa lahSie pocita podiel ako n-t4 odmocnina. Na druhej strane je vSak Cau-
chyho kritérium silnejsie v tom zmysle, Ze ak d’Alembertovo kritérium klasifikuje rad
za konvergentny, potom urcite aj Cauchyho kritérium ukazuje na konvergenciu radu.
Ak sa vSak podla Cauchyho kritéria neda urcit charakter radu, neda sa to urobif ani
d’Alembertovym kritériom. Preto uvedieme este jedno vhodné kritérium.

Veta 4.14 (Raabeho kritérium). Nech > a, je rad s kladngmi ¢lenmi.

n=1

(i) Ak (Ir € R,r > 1) také, Ze n (1 - M) > r pre skoro vsetky n € N, tak rad

an
[e.e]

a, konverguje.
n=1

(ii) Ak existuje

lim n <1 — an+1> =q, q€eR,

n—oo an,
tak pre ¢ > 1 je rad > a, konvergentny a pre ¢ < 1 je rad > a, divergentny.
n=1 n=1

Dokaz tohto kritéria nebudeme robit, ani ho vyzadovaf. Je zaujimavé si vSimnut,
ze ziadne z uvedenych kritérii neumoziiuje rozhodnit o konvergencii harmonického
radu. D& sa ukézat, ze Raabeho kritérium je silnejsie ako podielové v tom zmysle, Ze
ak sa d& rozhodnut o konvergencii radu d’Alembertovym kritériom, tak aj Raabeho.
Takto sa da postupovat dalej a odvodzovat silnejsie kritérid, avSak kazdé silnejsie
kritérium byva zlozitejSie na formuldciu a pouZivanie. Existuje mnoho dalsich kri-
téril na overenie konvergencie radov s nezapornymi ¢lenmi (po prebrati potrebného
aparatu zavedieme este jedno kritérium, ktoré je inej povahy ako vsetky doterajsie,
pretoZe spaja nekonecné rady s integralom). Ziadne z nich ale nie je univerzalne, t.j.
nie je mozné pomocou neho rozhodnit o konvergencii (divergencii) vsetkych radov.
Jedinym takymto kritériom je iba Cauchyho-Bolzanovo, ktoré sa ale v praktickych
vypoctoch fazko aplikuje.

Na zaver uvedieme este jedno zaujimavé kritérium, ktoré dava aj nutni pod-
mienku konvergencie radu a to tak, ze namiesto pévodného radu sleduje spravanie sa
,kondenzovaného radu“.

Veta 4.15 (Cauchyho kondenzacné kritérium). Nech (a,)° je nerastica pos-

tupnost nezdpornych cisel. Rad > a, konverguje prave vtedy, ked konverguje rad
n=1

Z 2na2n.

n=0

Do6kaz. Nech

Ap = a1 +as+ -+ ap,
Bn:a1+2a2+4a4+'~+2”a2n,

o o
st Glastocné sucty radov Y a, a > 2"agn. KedZe oba rady si s nezdpornymi ¢lenmi,
n=1 n=0
00 00 i 3
tak (A,)° a (B,)y° st neklesajuce.
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Nutnd podmienka: nech rad ) 2"agn konverguje, t.j. postupnost (B,,)¢° je zhora
n=0
ohranic¢end. Potom z nerastticosti postupnosti (A4,)° mame, ze (Vn € N)
Agnt1 = a1 +as+az+ -+ agm + -+ -+ agns
= ay + (az +a3) + (as +as +ag + az) + -+ (agn + - - - + agn+1)
S a1+(a2—|—a2)+(a4—|—a4—|—a4+a4)—|—---—|—(a2n—1—---—|—a2n) :Bn>

[e o]
t.j. (A,)$° je zhora ohranicend, a teda konvergentnd, ¢ize rad > a, konverguje.
n=1

Postacujtica podmienka: ak rad > a, konverguje, tak (Vn € N)
n=1
AQn =ay+as+az+---+aom
=a; +ay+ (a3 + aq) + (a5 +ag + a7+ ag) + -+ -+ (agn-1,1 + -+ - + azn)
a; + ag + (ag + aq4) + (as +as + ag +ag) + -+ - + (agn + -+ -+ agn)

v

v

1
5@+ 2 + 204+ dag + - + 2" Lagn

1 1
5 (a1 + 2(12 + 4(14 + 80,8 4+ -+ 2”a2n) = iBn’

o0

t.j. (Bn)y je zhora ohranicend, a teda konvergentna, ¢ize rad ) 2"aqn konverguje. [
n=0

Mbzeme si v§imnut, ze Cauchyho kondenza¢né kritérium transformuje rad na rad,

ktory konverguje (alebo diverguje) rychlejsie ako pdvodny rad. Napriklad, Riemannov

rad #, p > 0, je konvergentny préve vtedy, ked konverguje geometricky rad
n=1

- 1 - 1-p\n
Zf”w = 20(2 )",

ktory konverguje pre ¢ <1 & 2! <1 & p> 1.
Z Cauchyho kondenzacného kritéria tiez plynie, ze nutna podmienka konvergencie
radu sa pre isté konvergentné rady da ,vylepsit“, t.j. nielenze lim a, = 0, ale dokonca

n—oo
lim na, = 0.

Veta 4.16 (Olivierova). Nech (a,)5° je nerastica postupnost nezdpornych éisel. Ak

rad Y a, konverguje, tak lim na, = 0.
n=1 n—oo

Doékaz.  Podla Cauchyho kondenza¢ného kritéria konverguje rad > 2"agn, t.j.
n=0
lim 2"asn = 0. Pre Tubovolné pevné n € N zoberme m € N také, ze 2" < m < 2"+,

n—oo

Potom
0 S mam S magn S 2”+1a2n =2 2”a2n — 0

pre n — 00, ¢o podla vety o zovreti znamené, ze lim ma,, = 0. O

m—00
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"« Ulohy na premyslanie

<& Najdite priklad radu s kladnymi ¢lenmi, o konvergencii ktorého je mozné rozhodnuft
Cauchyho kritériom, ale nejde rozhodnit d’Alembertovym.

<& Néjdite priklad radu s kladnymi ¢lenmi, o konvergencii ktorého je mozné rozhodnut
Raabeho kritériom, ale nejde rozhodnit Cauchyho.

<& Néjdite priklad radu s kladnymi ¢lenmi, o konvergencii ktorého je mozné rozhodnut
Raabeho kritériom, ale nejde rozhodnut d’Alembertovym.

<& Najdite priklad radu s kladnymi ¢lenmi, o konvergencii ktorého je mozné rozhodnuft
Cauchyho kritériom, ale nejde rozhodnif Raabeho.

4.4 Absolutne a relativne konvergentné rady

Vybavili sme uz ¢iselné rady > a,, ktoré maju niekolko kladnych a niekolko zapor-

n=1
nych ¢lenov. Ak je zapornych ¢lenov iba koneény pocet, narabame s radom pri zisto-
vani jeho konvergencie ako by mal len kladné ¢leny (lebo kone¢ny pocet ¢lenov nemé

vplyv na konvergenciu radu). Ak st vSetky ¢leny radu zaporné, mozeme zistovaft
oo

konvergenciu kladného radu ) (—a,) a takto mozeme vybavit aj pripad koneéného
n=1

o0
poc¢tu kladnych ¢lenov. Preto zostava jediny podstatny pripad, t.j. rad > a, ma
n=1
nekonecéne vela kladnych ¢lenov a nekonecne vela ¢lenov zépornych.

Zavedme pre a € R oznacenie

at = max{a,0}, a = max{—a,0}.

o
Zrejme at > 0,a” > 0,a=a" —a", |a|] = a™ +a”. Ak teda ) a, je nekonecny
n=1
o o0
AV v 3 v z 7 7 . v . J—
rad, moZeme uvaZovat dva nekonefné rady s nezapornymi ¢lenmi Y af a > a,.
n=1 n=1

Z Vety 4.6 potom vyplyva, ze ak oba tieto rady konverguju, potom_konvergujﬁ aj

rady Y a, a > |a,|. Neplati to v8ak naopak, t.j. z konvergencie »_ a, nevyplyva
n=1 n=1 n=1

o0 o0 [e o] [e.e]
konvergencia radov > a} a Y a;! Ak vSak konverguje rad > |a,| = > (a} +
n=1 n=1 n=1 n=1

a,’), potom postupnost jeho ¢iastoénych stctov je ohranicend, takze s ohrani¢ené

n

o0 o0
aj postupnosti ¢iastocnych suctov radov Y al a a teda oba tieto rady st

n=1 n=1

konvergentné (pozri Tvrdenie 4.8). Z toho vyplyva, Ze aj rad > a, je konvergentny.
n=1
Takto sme dostali nasledujici vysledok.

Tvrdenie 4.17. Rady > af a Y a, konverguji prdve vtedy, ked konverguje rad

n=1 n=1
00
> an].
n=1
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Toto tvrdenie dava podnet k definicii nového vyznamného pojmu tzv. absolutne
konvergentného radu.

Definicia 4.18. Hovorime, ze rad ) a, absolitne konverguje, akk konverguje rad

[
> |an].
n=1

n=1

oo
Vsimnime si, ze stfet radu ) |a,| vZdy existuje, pretoze ide o rad s nezépor-
n=1
nymi ¢lenmi, ale mdze byt aj +oo (teda divergovat do +00). Vzadjomny vzfah medzi
pojmami konvergencie a absolitnej konvergencie nekone¢nych c¢iselnych radov sme si
uz strucne v tvahach vyssie uviedli, ale pre istotu ho este poriadne sformulujeme a

dokaZeme.

Veta 4.19. Ak rad konverguje absolutne, tak konverguje.

Dokaz. Uvazujme absolutne konvergentny rad > a,. Kedze (Vn € N) a,, < |a,|,

n=1

tak (Yn € N) 0 < a, + |an] < |a,| + |an| = 2|a,|. Podla Vety 4.6 rad 2 ) |a,]
n=1

oo
konverguje, a teda z porovnavacieho kritéria konverguje rad > ¢,, kde ¢, := a,+|a,|.

n=1
Kedze Y |a,| a Y. ¢, konverguji, konverguje podla Vety 4.6 ajrad > a, = > (¢, —
n=1 n=1 n=1 n=1
lan). O

Opacnd implikacia vo vSeobecnosti neplati, stac¢i napriklad uvazovat Leibnizov
o0

rad Y (—1)"+, ktorého konvergenciu vySetrime o chvilu. Ak rad )" a, konverguje,
n=1

o0 o0

ale rad Z |a,,| diverguje, hovorime, ze rad " a,, konverguje relativne (neabsolttne).
= n=1

\Y dalseJ ka,pltole uvidime, Ze s absolttne konvergentnymi radmi moéZzeme narabaf

v istom zmysle ako s koneénymi sumami — moZzeme ich navzajom nésobit, prerovnat,
atd. Pre relativne konvergentné rady to nemusi platit. Kritérid konvergencie pre rady
s nezapornymi ¢lenmi st zaroven kritéria pre absolttnu konvergenciu, nebudeme ich
prepisovat do reci absolitnej konvergencie, len namiesto postupnosti (a,)$° zoberieme
postupnost (|a,|)$°

Este jeden Speciadlny pripad radov uvedieme. Ide o rady, ktoré neustale striedaju
znamienka, teda maji nekonecne vela kladnych a nekonecne vela zapornych ¢lenov.

Definicia 4.20. Nekoneény ¢iselny rad > a, nazyvame alternujici, akk (¥Vn €
n=1
N) sgna,1 = —sgna,.

Ak vylacime pripady radov ktorych vsetky cleny su nulové, mozeme kazdy alter-

nujtci rad zapisat v tvare Z( 1)"*a, alebo v tvare Z( 1)"a,, kde (Vn € N) a,, >

n=1 n=1
0. Pre tato skupinu radov je mozné (za pridania podmienky nerasticosti postupnosti

¢lenov radu) povazovat nutnt podmienku konvergencie radu aj za postacujicu! Toto
zistenie pochadza z roku 1682 od Leibniza.
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Veta 4.21 (Leibnizovo kritérium). Nech (a,)° je nerastica postupnost kladnijch

¢isel. Rad >~ (—1)""'a,, je konvergentny prdve vtedy, ked lim a, = 0.
n=1

n—oo

Do6kaz. Nutna podmienka je jasna, pretoze

lim @, =0 & lim |a,| =0= lim |(-1)""a,| =0 < lim (-1)""'a, = 0.

n—~o0 n—o0 n—o0o

Postacujiica podmienka: Nech (s,)° je postupnost c¢iastoénych sactov radu

>~ (=1)""q,. Pre lubovolné n € N plati
n=1

Son = (al - (7,2) + (a3 — a4) + -+ (agn,l — agn).

Kedze kazdy sc¢itanec je nezaporny (lebo (a,)3° je nerastiica), tak s, < s4 < -+ < s9,,
t.j. vybrana postupnost (s,)7° je neklesajica. Podobne pre postupnost

Sopn+1 = Q1 — (az - a3) - (a4 - (15) — = (a2n - @2n+1)

st vyrazy v zatvorkdch nezdporné, a teda s; > s3 > -+ > Souuq, 6. (S2001)° je
nerastica. Kedze (Vn € N)

a1 — Ay = Sg < Sop < Sop + A2pg1 = Sopg1 < S1 = ap,

st podla vety o konvergencii monoténnej ohranicenej postupnosti obe postupnosti
(S20)5° a (S2,41)5° konvergentné a konverguji k rovnakej hodnote s, pretoze

lim s9,41 — lm s9, = lim (S9,41 — S2,) = lim ag,1 = 0.
n—od n—od n—oo

n—oo

Potom podla Vety 3.26 aj lim s, = s, a teda rad > (—1)""a, je konvergentny a ma
n—00 n=1
sucet s. O

Zostava nam v nasich ivahach vybavit este pripad relativne konvergentnych radov
s Tubovolnymi ¢lenmi. K tomu uvedieme nasledujice dve uzitoéné kritéria, ktorych
dokazy je mozné najst napr. v [2].

Veta 4.22 (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Nech (b,)}° je monotdnna po-

stupnost. Potom rad »_ a,b, konverguje v kaZdom z nasledujicich pripadov:
n=1

(A) rad > a, konverguje a postupnost (b,)s° je ohranicend,
n=1

oo
(D) postupnost ciastocnyjch siuctov radu Y a, je ohranicend a lim b, = 0.

ne1 n— 00

Kritérium (A) pre konvergenciu radu »_ a,b, sa oznacuje Abelovo, ktory ho do-
n=1
kézal v roku 1826 a kritérium (D) dokazal v roku 1863 Dirichlet.
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"« Ulohy na precvicenie

< Odvodte Abelovo a Leibnizovo kritérium z Dirichletovho.

<& Dokéazte, 7e ak Y a, absolutne konverguje a postupnost (b,);° je ohranicena,
n=1

potom > a,b, konverguje.
n=1

4.5 Prerovnanie, stucet a sucin radov

Ako sme videli v ivode pri Grandiho rade, s nekoneénymi si¢tami nemdzeme narabat
rovnako ako s kone¢nymi. Preto na tivod tejto Casti uvedieme analégiu komutativneho
zdkona, tzv. prerovnanie nekonecnych radov. Pripomenme, ze bijekcia ¢ : M — M
je zobrazenie, ktoré je prosté a na, t.j. o(M) = M.

Definicia 4.23. Hovorime, 7ze rad > b, je prerovnanim radu . a,, akk existuje
n=1 n=1
bijekcia ¢ : N — N takd, Ze (Vn € N) b, = ag(n).

Inymi slovami, prerovanie radu nie je ni¢ iné, ako preskupenie jeho clenov, teda
n-ty ¢len prerovnaného radu je ¢(n)-tym ¢lenom povodného radu. Naopak, n-ty ¢len
povodného radu je p(n)-tym ¢lenom v prerovnanom rade, kde @ je inverzna bijekcia
k .

o)
Napriklad, Leibnizov rad - (—1)"*!1 moZeme prerovnaf tak, Ze vezmeme strie-
n=1
davo vzdy tri kladné a jeden zaporny clen

11 1 1 1 1 1

I+ — o+ ———+..,

375 2 779" 11 4
teda o(n) = {(1,1),(2,3),(3,5), (4,2), (5,7),(6,9),...}.

Nasledujuca veta je spominanou analégiou komutativneho zakona pre absolitne
konvergentné rady.

Veta 4.24. Ak rad konverguje absolitne, potom kaZdé jeho prerovnanie konverguje

absolitne.

Dokaz. Nech > a, je absolttne konvergentny rad. Potom
n=1

(Ve > 0)(Ing)(Vn € Nyn > ng)(Vm € N) |api1| + - + [aman] < €.

Ak ¢ je bijekcia na N, tak (Ip € N) {1,2,...,n0} C {¢(1),¢(2),...,0(p)}. Nech
teraz n > p am € N je lubovolné. Potom pre k = max{¢p(n+1),...,o(n+m)} plati

|a<p(n+1)| +ot |aso(n+m)| <Nangga| + -+ fap] <e.

Podla Cauchyho-Bolzanovho kritéria rad ) |a,@)| konverguje, teda rad ) aym) je
n=1 n=1

absolutne konvergentny. O
Dosledkom tohto tvrdenia je nasledujice kritérium absolitnej konvergencie radu.
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Daésledok 4.25. Rad konverguje absolitne prave vtedy, ked kazdé jeho prerovnanie
konverguje k tomu istému suctu.

Vyvstava otazka, ako sa chovaju relativne konvergentné rady pri prerovnani. Tuto
otazku zodpovedal BERNHARD RIEMANN, kde mozeme vidiet, ako labilné su tieto
rady vzhladom k prerovnaniu.

Veta 4.26 (Riemannova o prerovnani). Nech " a, je relativne konvergentny rad

n=1
o0 o0
a s € R je lubovolné. Potom existuje také jeho prerovnanie Ap(n); 28 Y Qpm) = S,
n=1 n=1

existuje tak€ jeho prerovnanie ) aywm), Ze Y aym) diverguje a existuje také jeho
n=1 n=1

oo oo
Prerovnanie Y ¢y, e Y, G¢m) osciluje.
n=1 n=1

Myslienkou ddkazu prerovnania k predpisanému stuctu je prerovnat dany rad na-
sledujtcim spoésobom: najprv ponechame kladné ¢leny, pokial neprekrocime predpi-
sany sucdet. Potom zacneme odcitavat zaporné ¢leny, az kym ciastocny sucet radu
bude mensi ako predpisany stcet a rovnakym sposobom pokracujeme dalej. Nakoniec
je potrebné ukazaf, Ze takto preskupeny rad naozaj konverguje k vopred uréenému
¢islu. Podobne sa to urobi pre s = +o00 a pre oscilaciu radu. Exaktny dékaz mozno
najst v [3]. Z tejto Riemannovej vety tiez vyplyva, Ze aj z niektorych divergentnych ra-
dov je mozné prerovnanim vytvorit relativne konvergentné rady s lubovolne dopredu
zadanym stctom.

Na zaver urobime este malé pojednanie o stic¢ine radov. Pripomenme si, ako robime

i=1
vytvorime vsetky mozné suciny a;b;, ktoré potom scitame, t.j.

m n
st¢in radov v pripade kone¢nych radov ) a; a Y b;: podla distributivneho zakona
: =

m n

Zai : ij = ZZalbj
i=1 j=1

i=1 j=1

Dolezité je, ze pri fubovolnom usporiadani takto vzniknutych stcinov a;b; dostaneme
ten isty vysledok. Podobne mozeme postupovat aj v pripade nekone¢nych radov, kde
dostaneme nekonecni maticu ¢isel

a1b1 a1b2 a1b3 e albn
agbl a2b2 a2b3 e agbn
a3b1 a3b2 a3b3 c. a3bn
ambi amby anbs ... anb,

Tu nés ale Riemannova veta varuje, Ze vysledok nemusi byt ten isty, ak uritym
sposobom séitame tieto suciny. Zrejme existuje nekonecne vela sposobov, ako s¢itaf
tieto prvky. My uvedieme len nasledujice dva typy stacinov radov.
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[e.9] o0 o
Dirichletovym sucinom radov » a, a Y. b, rozumieme rad »_ ¢,, kde
n=1 n=1 n=1

Cp = albn + OJan + -+ anbn + anbnfl +--+ a/nbla

¢o odpoveda sc¢itaniu ,,po Stvorcoch*

a1b1 albg a1b3 a1b4
l l !

a2b1 — a,gbg a,gbg a2b4
l !

a3b1 — a3b2 — a3b3 a3b4
!

a4b1 — a4bg — a4b3 — a4b4

Veta 4.27. Nech Y a, =a a > b, = b si konvergentné rady a » ¢, je ich Dirich-

n=1 n=1 n=1

letov sucin. Potom ) ¢, konverguje a plati > ¢, = a-b.
n=1 n=1

o o
Dokaz. Ak A, st Cilastoéné sucty radu > a, a B, ¢asto¢né sucty radu »_ b,
n=1 n=1

o
potom C,, = A, - B, st ¢asto¢éné sucty radu » ¢,, n € N (rozpiste si poriadne!).

n=1
o0
Kedze A, — a a B, — b pre n — oo, potom C,, — a-b pre n — 00, t.j. Y. ¢, =
n=1

a-b.
Pre ilustraciu si uvedieme este jeden typ sucinu, pre ktory vSak predchadzajtca
veta platif nebude.

o0 o0 o
Cauchyho stuc¢inom radov ) a, a Y b, rozumieme rad ) ¢,, kde
n=1 n=1 n=1

Cp = albn + agbn,l + -+ an,162 + anbl = Z al-bj,

i+j=n+1
¢o zase odpoveda sc¢itaniu ,,po diagonalach
a1b1 albg a1b3 a1b4
/ / /
a9 bl a,gbg a,gbg a9 b4
/ / /
a3b1 agbg a3b3 a3b4

/ / /

a4by a4by a4b3 a4y
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Naozaj, rady »_ a, = > b, = Z(—l)”ﬁ st podla Leibnizovho kritéria konver-
n=1 n=1 n=1

gentné, ale ich Ca,uchyho_sﬁéin diverguje, pretoze

c —(_1)"+1<L.L+L. 1 4+t 1 L_FLL)
" V1 vn 2 Vn—1 n—1 V2 vn V1
a (Vn € N)
1 1 1
|en] -4
V1-yn o V2-yn—1 Vi /1
1 1 1
SRV T RN Y N TV
1 1 1
=4S4 =1,
n n

o
z ¢oho mame, Ze neplati nutnd podmienka konvergencie radu, a teda »_ ¢, diverguje.

n=1
Pre Cauchyho stcin teda Veta 4.27 neplati, ale plati jej nasledujica modifikacia,
ktorej dokaz je mozné néjst v [3].

Veta 4.28 (Mertensova). Nech Y a, = a a Y. b, = b si konvergentné rady,
n=1

n=1
z ktorych aspon jeden je absolitne konvergentny. Potom ich Cauchyho sucin )’ ¢,
n=1

konverguje a plati > ¢, = a-b.

n=1

Dosledkom Mertensovej vety je, ze pre dva absolitne konvergentné rady aj ich
Cauchyho sicin je absolutne konvergentny.

"« Ulohy na precvicenie

<& Nech g € R, ¢ > 1. Uréte Cauchyho staéin radu ) ¢~" so sebou.

n=1

<& Najdite sucet radu ) % a sucty nasledujucich radov, ktoré vznikna jeho pre-

n=1
rovnanim:
i) 1+ 1 n 1 1 1 1 n 1 1
1 —_— — — — —_— — — — —_— — —
3 2 5 7 4 9 11 6 ’

(ii) 1 1 1 n 1 1 1 . 1 1 1 N
" 4 & 5 10 12 ’
(i) 1 1 1 1 1 n 1 1 1 1 1 n 1
ml----_-—- -4+ - - _ R

4 6 8 10 12 14 16 5
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4.6 O elementarnych funkciach este raz

V tejto Casti sa na chvilu vratime k zavedeniu niektorych zékladnych elementarnych
funkcii a ukazeme ich dalSiu definiciu, ktora stvisi s funkciondlnymi radmi, resp.
s rozvojom funkcii do takychto radov. Kedze pojem funkciondlneho radu ani aparét
narabania s nim nepozname, pozrieme sa nan ako na nekonec¢ny ciselny rad s para-
metrom a vysSetrime konvergenciu tohto radu v zavislosti na tomto parametri. Bude
to pre nas mat dalekosiahle nasledky, pretoze je to mechanizmus, ktory neskér umozni
definovat elementarne funkcie analogicky v komplexnej oblasti.
o0
Uvazujme rad » %7 s parametrom = € R. Podla d’Alembertovho kritéria je tento

n=0
rad absolitne konvergentny, pretoze

n+1

T n!

(n+ 1) an

(Vz € R) lim

n—~o0

= lim
n—oo

n -+

’:0<1.

Znamena to, ze pre kazdé r € R ma tento rad stcet, teda je to funkcia definovana
na mnozine vSetkych redlnych ¢isel. Tato funkciu nazyvame exponencialna funkcia,

t.j. N
xn
T . -
T Z n!’
n=0

Niekto by mohol prdvom namietat, Zze ako vieme, Ze sucet takéhoto radu je presne
exponencialna funkcia, ktorti sme definovali v ¢asti 2.3 z axiomatiky realnych cisel,
resp. pri zavedeni Eulerovho ¢isla v ¢asti 3.57 Ano, je to opravnend otézka, na ktoru
sa da jednoznacne odpovedat dokazom tohto faktu, na ktory ndm, Zial, nezostéva
¢as. Musime snazivého ¢itatela odkdzat napr. na [1], ¢ast 3.4.1. Chceme iba poukazat
na iny spdsob definovania tychto funkcii na zaklade vytvoreného aparatu, ktory sa
dé pouzit aj v inych situdciach, nielen z axiomatickej vystavby.

Je jasné, 7e e! = e a e’ = 1. Demonstrujme teraz vyuZitie uvedeného aparatu

oo oo
napriklad na odvodenie vztahu (Vz,y € R) e -e¥ = e*™. Kedze rady Y. % a ». L
n=0 n=

s absolitne konvergentné pre kazdé x,y € R, podla Mertensovej vety je aj ich
Cauchyho stcin absolitne konvergentny a plati

n

IR S s
n=0 n=0 n=0
kde (Vn € N)
n— 1 - n— 1 n
Zk'. (n—k)! n‘zk'n— 7y k:H;(Z)xky k:m(x—l—y)

podla binomickej vety. Teda

_ i (IL' + y)n — ety
n!

n=0
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Z uvedeného priamo vyplyva, Ze e® - e * = e’ = 1, teda e = ei,c Podobne by sa
dalo pokracovat v odvodzovani dal$ich vztahov, z ktorych by niektoré isli Tahsie, iné
tazsie (prenechavame Citatelovi).

Podobnym exaktnym sposobom mézeme definovat aj goniometrické funkcie sinus
a kosinus, t.j.

n

; . - (_1)n 2n+1 . = (_1) 2n
smx.zzmx a cosx.:nzzo (2n)!$ , T €eR,

n=0

ako aj mnohé dalsie funkcie. Opéift je potrebné sa presvedcit, ze uvedené rady konver-
guju pre kazdé x € R, ¢o vsak jednoducho dostaneme napr. z d’Alembertovho kritéria
(opit absolutne konverguju). Odtialto sa da jednoducho vidiet, Ze sin je neparna a
cos parna funkcia. A takto by sme mohli pokracovat dalej, na ¢o vSak uz nezostéava
Cas. Nastastie sa k tymto (a mnohym dalsim) carokrasnym formulkdm dostaneme
o rok v tretom kurze matematickej analyzy. Uz teraz sa na to (Vas) tesSim!





