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Axiomaticka vystavba mnoziny realnych  Cisel — zopakovanie
— "pravidld" pre scitanie (binarna operacia +)

— "pravidla" pre ndsobenie (bindrna operacia -)

— "pravidld" pre usporiadanie (binarna relacia <)

— axibma o hornej hranici (axiéma (H))

Ak vlastnostM neplati pre vSetky hodnoty premenmejale plati pre vSetky hodnoty, ktoré si mensie ako nejaké
potom existuje kvantit&, ktora je najvésia z tych, o ktorych sa da tvrdit, ze vSetky mensimaju vlastnostM.
Bernard BolzanoRein analytischer Beweis des Lehrsatz¢$817)

Lehefas, Wenn cine Gigenfdaft M nidse
allen Werthen einer vevanderlidhen Grifie x, wopt
aber allen , die Tleiner {ind, ald ¢in gawiffer v,
pufdmme: fo gibt ed allemadl eine Geofe U, welde
bie gedfte derjenigen ift, von denen bebauptét wers
den Bann, bafi alle Bleineren x die C?:gmfcbaft M bee
rgﬂh

BERNARD BOLZANO (1781-1848)
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Axiéma (H): Kazda neprazdna zhora ohrani¢ena podmnozina
mnoziny R méa najmensie horné ohranicenie, t.j.ak ) #M C R a
(3z e R)(Yx € M) x < z, tak (3!S € R)

(vx € M) x < S (S je horné ohraniCenie M);

(vt € R,t < S)(Ixg € M) t < Xp (S je najmensie horné

ohraniCenie M).

Cislo S nazyvame supremum mnoziny M, oznaéujeme S = sup M.

Ondrej Hutnik



. Ciselné mnoziny Dosledky axiémy o hornej hranici

MnoZzinaR vSetkych realnyclgiselnie je Ziadne sitppretoze kazda neprazdmaora ohrarienapodmnozina mnozinjg
ma najmensi@orné ohrarienie

Definicia (ohraniCenej a neohranicenej mnoziny)

@ Neprazdna mnozina M C R sa nazyva ohranicena zhora, akk existuje
H € R také, ze pre kazdé x € M plati x < H.

@ Neprdzdna mnozina M C R sa nazyva ohranicena zdola, akk existuje
D € R také, Ze pre kazdé x € M plati x > D.

@ Kazdé cislo H, resp. D s uvedenou vlastnostou nazyvame horné, resp.
dolné ohranicenie mnoziny M.

@ Neprdzdna mnozina M C R sa nazyva ohranicend, akk je ohraniCena
zhora aj zdola.

@ Hovorime, Zze M je neohranicena (zhora, zdola), akk M nie je
ohrani€ena (zhora, zdola).

Nepradzdna mnozina M C R ohranicena prave vtedy, ked'
(3H e R)(3ID € R)(¥x e M)D < x < H.

Neda sa pocet kvantifikatorov zredukovat'?
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|

Veta 1.12

Neprédzdna mnozina M C R je ohraniCen& prave vtedy, ked'
(3K € R,K > 0)(Vx € M) |x| < K.

v
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. Ciselné mnoziny Dosledky axiémy o hornej hranici

Axiéma (H): Kazda neprazdna zhora ohré@na podmnozina mnozify ma najmensie horné ohraenie, t.j. ak
0 #M C Ra(3z € R)(Vx € M) x < z,tak(3!S € R)

(i) (VxeM)x<S;

(i) (Vt € R,t < S)(3xg € M) t < Xg.
CisloS nazyvamesupremum mnoziny, ozn&ujemeS = sup M.

Definicia (maximum mnoziny)

Nech® #M C R. Cislo ¢ € M nazyvame maximum mnoziny M, akk
(Vx € M) x < c. OznaCujeme ¢ = max M.

Veta 1.13

Nech @ # M cC R. Ak existuje max M, tak existuje aj supM a plati
maxM = sup M.

Veta 1.14

Nech () # M C R je zhora ohranitena. Cislo S € R je supremom mnoZziny M
prave vtedy, ked

(i (W eM)x <S;
(i) (Ve > 0)(Ixg € M) S — & < Xo.
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. Ciselné mnoziny Dosledky axiémy o hornej hranici

Dualita je vSade, a preto je dobré poznat obe strany mince.
Lema I.15
Nech® #M c RaM’ = {—x;x € M}. Potom

(i) ak M je ohranic¢ena zhora (zdola), tak M’ je ohranicena zdola (zhora);

(i) ak H (D) je horné (dolné) ohraniCenie mnoziny M, tak —H (—D) je
dolné (horné) ohrani¢enie mnoziny M’;

(i) ak M je neohrani¢ena zhora (zdola), tak M’ je neohranicena zdola
(zhora).

Among the small there is no smallest, but always something smaller.
Anaxagoras, citat Philosophy of Mathematics and Natural Scielfeéermann Weyl, 1949)

Veta o existencii a jednoznacnosti najvacsieho dolného ohranicenia

Nech ) # M C R je zdola ohrani€ena mnozina. Potom (3!s € R)
(i) (W eM)s<x;
(i) (Mt eR,t >8)(IXo € M) xp < t.

Cislo s s danymi vlastnostami nazyvame infimum mnoziny M a
oznacujeme s = inf M.

Ondrej Hutnik Matematicka analyza FRP



. Ciselné mnoziny Dosledky axiémy o hornej hranici

Dualita je vSade, a preto je dobré poznat obe strany mince.

Definicia (minimum mnoziny)

Nech ) £ M c R. Cislo d € M nazyvame minimum mnoziny M, akk
(vx € M) d < x. OznaCujeme d = min M.

Tvrdenie 1.16

Nech () # M C R. Ak existuje min M, tak infM = min M.
Ak M je zdola ohrani€ena, tak s = infM prave vtedy, ked’

(I (Wx e M) s <x;
(i) (Ve >0)(Ixg €M) Xg < S +&.

Dohoda: pre zhora neohranicent mnozinu M kladieme sup M = +oc;
pre zdola neohrani¢end mnozinu M kladieme infM = —oc;
pre prazdnu mnozinu kladieme sup ) = —oc a inf() = +o0;

Tvrdenie 1.17

(YM CR*)(FinfM € R* AJsupM € R¥)
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