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I. Ciselné mnoziny

Axiomaticka vystavba mnoziny redlnych  Cisel — zopakovanie

— "pravidla" pre s€itanie (binarna operéacia +)

— "pravidla" pre nasobenie (binarna operacia -)
— "pravidla" pre usporiadanie (binarna relacia <)
— axioma o hornej hranici (axiéma (H))

Ak vlastnostM neplati pre vSetky hodnoty premenmnejale plati pre vSetky hodnoty, ktoré si mensie ako nejaké
potom existuje kvantit&), ktora je najvésia z tych, o ktorych sa da tvrdit, Ze vSetky mensimaji viastnostM.
Bernard BolzanoRein analytischer Beweis des Lehrsatz¢$817)

Axioma (H): Kazda neprazdna zhora ohranicena podmnozina mnoziny R
ma supremum.

Veta o existencii a jednoznacnosti najvacsSieho dolného ohranicenia

Nech () # M C R je zdola ohrani¢ena mnoZina. Potom (3!s € R)
(i) (Wx e M) s <x;
(i) (Vt eR,t > s)(Ixo € M) X0 < t.

Cislo s s danymi vlastnostami nazyvame infimum mnoziny M.
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. Ciselné mnoziny

Dualita je vSade, a preto je dobré poznat obe strany mince.

Definicia (minimum mnoziny)

Nech ) £ M c R. Cislo d € M nazyvame minimum mnoziny M, akk
(vx € M) d < x. OznaCujeme d = min M.

Tvrdenie 1.16

Nech () # M C R. Ak existuje min M, tak infM = min M.
Ak M je zdola ohrani€ena, tak s = infM prave vtedy, ked’

(I (Wx e M) s <x;
(i) (Ve >0)(Ixg €M) Xg < S +&.

Dohoda: pre zhora neohranicent mnozinu M kladieme sup M = +oc;
pre zdola neohrani¢end mnozinu M kladieme infM = —oc;
pre prazdnu mnozinu kladieme sup ) = —oc a inf() = +o0;

Tvrdenie 1.17

(YM CR*)(FinfM € R* AJsupM € R¥)
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. Ciselné mnoziny

Dualita je vSade, a preto je dobré poznat obe strany mince.

Definicia (minimum mnoziny)

Nech 0 # M c R. Cislo d € M nazyvame minimum mnoziny M, akk
(vx € M) d < x. OznaCujeme d = min M.

Tvrdenie 1.16

Nech ) # M C R. Ak existuje min M, tak infM = min M.
Ak M je zdola ohrani€ena, tak s = infM prave vtedy, ked’

(i) (W eM)s <x;
(i) (Ve > 0)(Ixg € M) Xo < S + €.

Veta 1.18

Nech A, B C R sl neprazdne mnoziny a (Vx € A)(Vy € B) x <y. Potom A
je zhora ohranicena, B je zdola ohrani¢ena a sup A < infB.

Uloha: Najdite maxM, minM, supM ainfM, ak M = {x = 3x-%,n € N}.
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. Ciselné mnoziny

Niektoré dolezité vlastnosti mnozin realnych Cisel

Noli tangere circulos meos!
Archimedes

Veta (Archimedov princip)

Mnozina N je zhora nechraniena.

Dosledok

@ Mnozina Z je zhora aj zdola neohrani¢ena.

9 (W €R,x>0)(3neN) ¥ <x

ARCHIMEDES zo SYRAKUZ (287 p.n.l. — 212 p.n.l.)



. Ciselné mnoziny

Niektoré dolezité vlastnosti mnozin realnych Cisel

Veta (Archimedova/Eudoxova vlastnost)

(Wx,y e R,x >0)(Fk € Z) kx <y < (k + 1)x

ke

ARCHIMEDES (287 p.n.l.-=212 p.n.l.) EuUDOXUS (395 p.n.|.—-34

Speciélne, pre x = 1 mame tvrdenie
(W eR)(FkeZ) k <y <k+1

Cislo k € Z nazyvame cela &ast redlneho &isla y a oznacujeme [y].
Niekedy pouzivame historicky zauZivané oznacenie E(y).
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. Ciselné mnoziny

Predstavme si rybnik, v ktorom cez leto vyraSili vSetky mozné n-listky, kazdy
druh v kone€nom pocte exemplérov. Zostala v rybniku eSte nejaka voda?

Veta o hustote racionalnych Cisel v Cislach realnych
(W,y eRx<y)TreQ)x<r<y

To je husté!!!

Ondrej Hutnik Matematicka analyza FRP



. Ciselné mnoziny

Predstavme si rybnik, v ktorom cez leto vyraSili vSetky mozné n-listky, kazdy
druh v kone€nom pocte exemplarov. Zostala v rybniku eSte nejaka voda?

Veta o hustote iracionalnych Cisel v €islach realnych
(VY ER X <y)(Ep e R\Q) x <p <y

Matematicka definicia hustého lesa: Les nazyvaosty akk medzi kazdymi dvoma stromami je d'al$i strom.
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