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1l. Postupnosti realnych  cisel Limita postupnosti

Postupnosti realnych  Cisel

Zopakovanie — funkcia ako zobrazenie

Nech X,Y st mnoziny. Ak kazdému prvku x € X je urCitym spésobom
priradeny prave jeden prvok y € Y, hovorime, Ze na mnoZzine X je
definované zobrazenie f, zapisujeme y = f(x), X € X.

Definicia (postupnosti reélnych Cisel)

Postupnostou (realnych €isel) nazyvame funkciu a : N — R, zapisujeme
(an)5°.

Poznamky :

@ funk€né hodnoty postupnosti piSeme v indexe, t.j. a, namiesto a(n);

@ prvky an, n € N, nazyvame Cleny postupnosti, prvok ax nazyvame k-ty
Clen postupnosti (a,):° a Cislo k index Clena a;

@ mnozinu M = {an; n € N} nazyvame mnozina ¢lenov postupnosti
(an)7°;

@ formalne odchylky: (an)g°, (Xk)%%, (wi)3° alebo an = g

n .
(n—=3)(n+7)"
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Postupnosti realnych  Cisel
Zopakovanie — funkcia ako zobrazenie

Nech X,Y st mnoziny. Ak kazdému prvku x € X je urCitym spésobom
priradeny prave jeden prvok y € Y, hovorime, Ze na mnoZzine X je
definované zobrazenie f, zapisujeme y = f(x), X € X.

Definicia (postupnosti reélnych Cisel)

Postupnostou (realnych €isel) nazyvame funkciu a : N — R, zapisujeme
(an)5°.

Spobsoby zadania postupnosti

n i— n —n
a) explicitne: a, = Z(—l)E(Tl)il alebo b, = %, neN;
i=1
b) rekurentne: Fp =1, F, =1, Fhi2 = Fn + Fhya, N € N (znama to
FIBONACCIHO POSTUPNOST)
c) opisom: a, je v poradi n-té prvocislo, t.j.a; = 2,a, = 3,a3 =5, ...

d) inymi spésobmi (vymenovanim, graficky, atd’)
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1l. Postupnosti realnych  cisel

Motivacia k d'alSim pojmom
Zlozené urokovanie s n-konverziami

Zi =2 (l * 1o|00n>kn

je hodnota vkladu po k rokoch, pricom ag je pociato€ny vklad, p je rocna
urokova sadzba (p.a.), k je pocet rokov a n je pocet konverzii.

Pozrime sa ako sa vyvija hodnota vkladu ag = 100 eur pri Urokovej sadzbe
p = 10% po 20 rokoch (k = 20) vzhfadom na pocet konverzii:

n=1, Z}, =672

n=2, Z =703

n=4, Zj=721

n=12, Z}? =733

n =365 Z3°=739

© 6 06 0 ©

Bude sa pri d'alSom zvySovani poc¢tu konverzii hodnota vkladu
neobmedzene zvySovat'?
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1l. Postupnosti realnych  cisel

Ohrani ¢enost postupnosti

Pripomenutie: postupnost je funkcia definovana na mnozine prirodzenych Cisel!

Zopakovanie — ohrani¢enost funkcie

Nech f : X — Y je funkcia.
(i) Hovorime, Ze f je ohranicena zhora (zdola) na mnozine M C Dy, akk
mnozina {y;y = f(x),x € M} je ohraniCena zhora (zdola).
(i) Funkcia f sa nazyva ohranicena na M C Dy, akk je naM C D¢
ohranic¢ené zhora aj zdola.

Definicia (ohraniCenej postupnosti)

Postupnost' (a,);° nazyvame ohranicena zhora (zdola), akk je ohraniCena
zhora (zdola) mnozina €lenov tejto postupnosti. Postupnost nazyvame
ohranicend, akk je ohrani¢enda zhora aj zdola.

Uloha: zapiste definiciu ako kvantifikované vyroky!
(an)$° je ohraniCena zhora, akk (3H € R)(Vn € N) a, < H;
(an)1° je ohraniCena zdola, akk (3D € R)(Vn € N) D < ay;
(an)$° je ohranicena, akk (3D € R)(3H € R)(Vn € N) D < a, < H;
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Ohrani ¢enost postupnosti

Pripomenutie: postupnost je funkcia definovana na mnozine prirodzenych Cisel!

Zopakovanie — ohrani¢enost funkcie

Nech f : X — Y je funkcia.
(i) Hovorime, Ze f je ohranicena zhora (zdola) na mnozine M C Dy, akk
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(i) Funkcia f sa nazyva ohranicena na M C Dy, akk je naM C D¢
ohranic¢ené zhora aj zdola.

| A\

Definicia (ohranic¢enej postupnosti)

Postupnost' (a,);° nazyvame ohranicena zhora (zdola), akk je ohraniCena
zhora (zdola) mnozina €lenov tejto postupnosti. Postupnost nazyvame
ohranicend, akk je ohrani¢ena zhora aj zdola.

| A\

Tvrdenie Ill.1

Postupnost' (a,){° je ohraniCena prave vtedy, ked' existuje Cislo K > 0O take,
Ze pre vSetky Cleny postupnosti plati |a,| < K.
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1l. Postupnosti realnych  cisel Limita postupnosti
Limita postupnosti

Analysis is the art of taming infinity.
Neil Falkner: Amer. Math. Monthly 116 (2009), p. 658

One says that a quantity is the limit of another quantity, if the second approaches the first closer than any given quantity,

however small...
D’Alembert: Encyclopédi€1765)

When a variable quantity converges towards a fixed limit, it is often useful to indicate this limit by a specific notation,
which we shall do by setting the abbreviatidm in front of the variable in question...
Cauchy:Cours d'Analys€1821)

P

JEAN D’ALEMBERT (1717-1783) Luis CAUCHY (1789-1857)
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1l. Postupnosti realnych  cisel Limita postupnosti

Limita postupnosti — dotykanie sa nekone  ¢na

Mala Anicka dostala k narodeninam luk a Sipy. Najskér si nebol isty postar,
sused, prasiatko, proste nikto. Casom sa viak Anicka zlepSovala, takze sa
sused, postar i prasiatko prestali bat. Ked' Anicka vyrastla, bola skvela.
Nech dostala akokol'vek maly terc, vzdy sa vypracovala a od istej doby ho
neminula.

DOBRE
POKUSY

Problém: Co znamena v matematike ,od istej doby nemindt fubovolne
maly terc*? Ako to zapisat' (kvantifikovat)?
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1l. Postupnosti realnych  cisel Limita postupnosti

Limita postupnosti — dotykanie sa nekone  ¢na
Nazorny priklad: Uvazujme postupnost

1 .
an:n:]_ ,neN, tj. M:{Z

3 4 101
' 5137007 "

Ak nam da niekto nejaké Cislo ¢ > 0 (,velkost tercika"), tak dokadzeme v
postupnosti ngjst Clen, pocnuc ktorym sa vSetky d'alSie Cleny liSia od Cisla 1
0 menej ako ¢, t.j. vieme najst ng € R také, Ze vSetky Cleny postupnosti,
ktorych index je va&si ako no, spifiaju nerovnost |a, — 1| < e.
Ak to dok&dZeme urobit pre fubovolné ¢ > 0, tak sme taki dobri (alebo
lepSi?) ako Anicka!

One says that a quantity is the limit of another quantity, if the second approaches the first closer than any given quantity,

however small...
D’Alembert: Encyclopédi€1765)

Definicia (limity postupnosti)

Cislo a € R nazyvame limitou postupnosti (an)7°, akk pre kazde Cislo e > 0
existuje Cislo ng € R také, ze pre vSetky prirodzené Cisla n > ng plati
nerovnost |a, — a| < . PiSeme lim a, = a.

n—oo
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1l. Postupnosti realnych  cisel

Limita postupnosti — dotykanie sa nekone  ¢na

When a variable quantity converges towards a fixed limit, it is often useful to indicate this limit by a specific notation,
which we shall do by setting the abbreviatiim in front of the variable in question...
Cauchy:Cours d'Analys¢1821)

Dohoda : Ak nejaky predpoklad nemusi platit pre konecny pocet clenov, tak
budeme hovorit, ze plati pre skoro vSetky n € N, t.j. od istého indexu
pocnuc: vyrok V (tykajuci sa prirodzenych Cisel) plati pre skoro vSetky

n e N, akk (3n; € R)(Vn € N,n > n1)V(n).

Limita postupnosti preformulovana po dohode

Cislo a € R je limitou postupnosti (an)$°, akk pre kazdé ¢ > 0 nerovnost
|an — a| < e plati pre skoro vSetky prirodzené Cisla n, t.|.

lim ap =a < (Ve >0)(3ng € R)(Vn € N,n > ng) |a, —al <e.

— 0 O

ny n
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1l. Postupnosti realnych  cisel Limita postupnosti

Limita postupnosti — dotykanie sa nekone  ¢na
Pripomenutie: nimoo an=a€c€R & (Ve >0)(3ng € R)(Vn € N,n>ng) |[anh —a|] < e

Q 9
J'T I

ny n

Postupnost, ktora ma limitu, nazyvame konvergentna. Postupnost, ktora nie
je konvergentna, nazyvame divergentna.
Uloha:

@ dokazte, ze postupnost a, = v/n + 1 —y/n, n € N, je konvergentna;

@ dokéazte, ze postupnost b, = (—1)", n € N, je divergentna;

Veta (0 jednoznacnosti limity postupnosti)

Kazdéa postupnost’ ma nanajvys jednu limitu.

Kazda konvergentna postupnost je ohranicena.

Dosledok: ak postupnost nie je ohraniena, nemoze byt konvergentna!
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