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III. Postupnosti reálnych čísel

Limita postupnosti – dotýkanie sa nekone čna

Zopakovanie

Číslo a ∈ R nazývame limitou postupnosti (an)
∞
1 , akk pre každé ε > 0

nerovnost’ |an − a| < ε platí pre skoro všetky prirodzené čísla n, t.j.

lim
n→∞

an = a ∈ R ⇔ (∀ε > 0)(∃n0 ∈ R)(∀n ∈ N, n > n0) |an − a| < ε.

Postupnost’, ktorá má limitu, nazývame konvergentná, napr. an = 1
n .

Postupnost’, ktorá nie je konvergentná, nazývame divergentná, napr.
bn = (−1)n.

Každá postupnost’ má nanajvýš jednu limitu.

Každá konvergentná postupnost’ je ohraničená.
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Operácie = mlyn ček na vytváranie nových postupností
Pripomenutie: postupnost’ je funkcia definovaná na množine prirodzených čísel!

Zopakovanie (aritmetické operácie s postupnost’ami)

Nech (an)
∞
1 a (bn)

∞
1 sú postupnosti. Potom

(i) (an ± bn)
∞
1 := (an)

∞
1 ± (bn)

∞
1 ;

(ii) (an · bn)
∞
1 := (an)

∞
1 · (bn)

∞
1 ;

(iii) ak (∀n ∈ N) bn 6= 0, tak ( an
bn

)∞1 :=
(an)
∞
1

(bn)∞1
.

Problém: Ako súvisia aritmetické operácie s limitou postupnosti?

Veta (aritmetické operácie s limitou postupnosti)

Nech lim
n→∞

an = a a lim
n→∞

bn = b. Potom

(i) existuje lim
n→∞

(an ± bn) a platí lim
n→∞

(an ± bn) = a± b;

(ii) existuje lim
n→∞

(an · bn) a platí lim
n→∞

(an · bn) = a · b;

(iii) ak b 6= 0, tak existuje lim
n→∞

an
bn

a platí lim
n→∞

an
bn

= a
b .

Upozornenie: obrátené tvrdenie neplatí!
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Veta (aritmetické operácie s limitou postupnosti): Ak lim
n→∞

an = a a lim
n→∞

bn = b, tak

(i) existuje lim
n→∞

(an ± bn) a platí lim
n→∞

(an ± bn) = a ± b;

(ii) existuje lim
n→∞

(an · bn) a platí lim
n→∞

(an · bn) = a · b;

(iii) ak b 6= 0, tak existuje lim
n→∞

an
bn

a platí lim
n→∞

an
bn

= a
b .

Dôsledok

Nech lim
n→∞

an = a, α ∈ R a k ∈ N. Potom

(i) existuje lim
n→∞

α · an a platí lim
n→∞

α · an = α · a;

(ii) existuje lim
n→∞

ak
n a platí lim

n→∞
ak

n = ak ;

(iii) existuje lim
n→∞

|an| a platí lim
n→∞

|an| = |a|.

Úloha:

dokážte, že lim
n→∞

1
nα = 0 pre každé α > 0;

vypočítajte lim
n→∞

1·1!+2·2!+···+n·n!
(n+1)! ;

vypočítajte lim
n→∞

1√
n

(
1√

1+
√

3
+ 1√

3+
√

5
+ · · ·+ 1√

2n−1+
√

2n+1

)
.
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Ďalšie elementárne nástroje na výpo čet limít
Pozorovanie: ak aspoň jedna z postupností konverguje k 0, podl’a Vety o aritmetických operáciách aj ich súčin konverguje k 0.
Nedá sa to ešte vylepšit’?

Veta III.3 („nula krát ohraničená“)

Nech lim
n→∞

an = 0 a postupnost’ (bn)
∞
1 je ohraničená. Potom lim

n→∞
anbn

existuje a platí lim
n→∞

anbn = 0.

Úloha: Vypočítajte (ak existuje) limitu lim
n→∞

n+cos n2

n+sin n! .

Veta (o zovretí)

Nech lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = a a an ≤ cn ≤ bn pre skoro všetky n ∈ N.

Potom existuje lim
n→∞

cn a platí lim
n→∞

cn = a.

Dôležité limity: Vyšetrite existenciu limít

lim
n→∞

n
√

a pre a ∈ R, a ≥ 0;

lim
n→∞

n
√

n.
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