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1l. Postupnosti realnych  cisel

Limita postupnosti — dotykanie sa nekone  ¢na

Zopakovanie

Cislo a € R nazyvame limitou postupnosti (an)s°, akk pre kazdé e > 0
nerovnost |a, — a| < ¢ plati pre skoro vSetky prirodzené &isla n, t.j.

ima,=a€eR < (Ve >0)(3ng € R)(Vn € N,n >np) |[an —a| <e.

n—oo

ny n

Postupnost, ktora ma limitu, nazyvame konvergentna, napr. a, = %
Postupnost, ktora nie je konvergentna, nazyvame divergentna, napr.
b, = (-1)".

@ Kazda postupnost mé nanajvys jednu limitu.
@ Kazda konvergentna postupnost je ohranicena.
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Operéacie = mlyn Cek na vytvaranie novych postupnosti

Pripomenutie: postupnost je funkcia definovana na mnozine prirodzenych Cisel!

Zopakovanie (aritmetické operacie s postupnostami)

Nech (a)$° a (bn)5° st postupnosti. Potom
() (an £bn)$° == (an)$° £ (bn)5;

(i) (an - ba)g° = (80)5° - (Bu)E"

(iii) ak (Vn € N) by # 0, tak (&2)5° := W?

Problém: Ako suvisia aritmetické operacie s limitou postupnosti?

Veta (aritmetické operacie s limitou postupnosti)
Nech |lim a, =aa lim b, = b. Potom
n—oo n—oo

existuje lim (a, & b,) a plati lim (a, £ b,) = a =+ b;
n—oo n—oo

existuje Iim (an -by) a plati Iim (an -by) =a-b;

ak b £ 0, tak existuje I|m g" a plati I|m % = 2.

Upozornenie: obratené tvrdenie neplati!
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I1l. Postupnosti redlnych  €isel
Veta (aritmetické operacie s limitou postupnosti): Ak N lim a, =aa N lim by = b, tak
— 00 — 00
(i) existuje lim (an 4 bp)aplati _lim (an +bpn) =a £ b;
n— oo n— oo
(i) existuje nILmoo(an - bn) a plati r‘ILmoo(an -bp)=a-b;

- - Tt Cn an _ a
(i) akb # 0, tak existuje nlmw 7 a plati nlmw b = b*

Dosledok

Nech nIim a, = a,a € Rak € N. Potom

(i) existuje lim a-ayaplati lim a-ap, =«a-a;
n—oo n—oo
(i) existuje lim ak a plati im ak = ak;

(i) existuje lim |a,| aplati lim |a,| = |a].
n—oo n—oo

Uloha:

© dokazte, Ze lim L =0 pre kazdé a > 0;

de el

© vypogitajte lim —1'1”2(}]2};;')'!*”'"!;
S . 1 1 1 1
@ vypocitajte nll_)moo i (m + TR qFeceaE m)
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1l. Postupnosti realnych  cisel

Dal3ie elementarne nastroje na vypo &et limit

Pozorovanie: ak asporn jedna z postupnosti konverguje k 0, podrfa Vety o aritmetickych operaciach aj ich stcin konverguje k 0.
Neda sa to este vylepsit?

Veta 1l1.3 (,nula krat ohrani€ena®)

Nech lim a, = 0 a postupnost (b,)° je ohrani€ena. Potom lim a,by,
n—oo nN—o0o
existuje a plati lim a,b, = 0.
n—oo

7 Moo q 2 2 . 2
Uloha: Vypocitajte (ak existuje) limitu nI|_)r’2o —':]fs?rfr?l i

Veta (o zovreti)
Nech lim a, =a, lim b, =aaa, < ¢, < b, pre skoro vSetky n € N.
n—oo n—oo
Potom existuje lim c, a plati lim c, = a.
n—oo n—oo

Daélezité limity: VySetrite existenciu limit

@ lim YVapreacR,a>0;
n—oo

@ lim v/n.

n—oo
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