Matematicka analyza FRP
(prezentacia k prednaske MANb/19)

prof. RNDr. Ondrej Hutnik, PhD.%

Londrej.hutnik@upijs.sk
umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/MANb.html
Prednaska 10

14. marca 2024

Ondrej Hutnik Matematicka analyza FRP


umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/MANb.html

1l. Postupnosti realnych  cisel Eulerovo cislo

Veta (o konvergencii monoténnej ohrani¢enej postupnosti)

Monoténna postupnost je konvergentna prave vtedy, ked' je ohranicena.

@ vyznam vety je v tom, Ze umoznuje rozhodnut o konvergencii
(divergencii) danej postupnosti bez vypoctu jej limity
@ vzhladom na to, Ze koneCny pocet ¢lenov nerozhoduje o konvergencii

postupnosti, veta ostava v platnosti aj pre postupnosti monoténne pre
skoro vSetky prirodzené Cisla, t.j. pocnic nejakym €lenom

@ Veta o konvergencii monoténnej ohrani¢enej postupnosti je
ekvivalentna s Aximou o hornej hranici!!!

VySetrite konvergenciu postupnosti

1 n 1 n+1
an:(1+ﬁ> 5 bn:(1+ﬁ> 5 nEN.
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1l. Postupnosti realnych  cisel Eulerovo cislo

Monotonne postupnosti: Eulerovo  Cislo

Veta (o postupnostiach savisiacich s Eulerovym ¢islom)

Necha, = (1+ %)n ab,=(1+ %)nﬂ

(I) postupnost (an){° je rastuca;

, N € N. Potom

(Il) postupnost (b,)3° je klesajlca;
(Vk € N)(Vn € N) ax < bp;

obe postupnosti st ohrani¢ené a (vn € N) a, < 3;

(iv

)
(iii)
)
)

(v) ("neN)b,—a,<3-1

@ podrfa Vety o konvergencii monoténnej ohrani¢enej postupnosti obe
postupnosti st konvergentné!!!

@ podra Casti (iii), (v) a Vety o zovreti mame

(VneN)0<bn—an<§ = lim(b,—a,)=0 & nIim bn:nlim an

n—oo
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1l. Postupnosti realnych  cisel Eulerovo cislo

Monotonne postupnosti: Eulerovo  Cislo

... ubie denotat numerum, cuius logarithmus hyperbolicus est 1.
Leonhard EulerMechanica, sive motus scientia analytice exposita: instar supplementi ad comr(iet8éj

The lettere may now no longer be used to denote anything other than this positive universal constant (the solution of the
equationnx = 1).

Edmund LandauDifferential and Integral Calculu$1934)

Definicia (Eulerovho Cisla €)
Eulerovo Cislo e je spolo€nou hodnotou limit postupnosti (a,)3° a (bn)$°, t..

n n+1
lim <1—|—E> =e= |lim (14—}) .
n—oo n n—oo n

LEONHARD EULER (1707-1783)
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1l. Postupnosti realnych  cisel

Monotonne postupnosti: Eulerovo  Cislo

Thus e became the first number to be defined by a limiting process.
Eli Maor: e: The Story of a Numbéi.994)

Definicia (Eulerovho Cisla €)
Eulerovo Cislo e je spolo€nou hodnotou limit postupnosti (a,)3° a (bn)$°, t.j.

. 1\" _ 1\ "+t
Im (1+—-) =e= Ilm (1+ —
n n

n— oo n—oo

Hodnota Eulerovho ¢isla e na 1350 desatinnych miest: (zapamatat' si, budem skusat'!!!)

2,7182818284590452353602874713526624977572470936999595749669676277240766303535475945713821785251664
274274663919320030599218174135966290435729003342952605956307381323286279434907632338298807531952510
190115738341879307021540891499348841675092447614606680822648001684774118537423454424371075390777449
920695517027618386062613313845830007520449338265602976067371132007093287091274437470472306969772093
101416928368190255151086574637721112523897844250569536967707854499699679468644549059879316368892300
987931277361782154249992295763514822082698951936680331825288693984964651058209392398294887933203625
094431173012381970684161403970198376793206832823764648042953118023287825098194558153017567173613320
698112509961818815930416903515988885193458072738667385894228792284998920868058257492796104841984443
634632449684875602336248270419786232090021609902353043699418491463140934317381436405462531520961836
908887070167683964243781405927145635490613031072085103837505101157477041718986106873969655212671546
889570350354021234078498193343210681701210056278802351930332247450158539047304199577770935036604169
973297250886876966403555707162268447162560798826517871341951246652010305921236677194325278675398558
944896970964097545918569563802363701621120477427228364896134225164450781824423529486363721417402388
9344124796357437026375529444833799801612549227850925..

Ondrej Hutnik



1l. Postupnosti realnych  cisel Eulerovo cislo

Monotonne postupnosti: Eulerovo  Cislo

Thus e became the first number to be defined by a limiting process.
Eli Maor: e: The Story of a Numb&f.994)

Definicia (Eulerovho Cisla €)

Eulerovo Cislo e je spolo€nou hodnotou limit postupnosti (a,)3° a (bn)$°, t.j.
. 1\" _ 1\"*
Iim (1+—-| =e= Ilim (14 —

n n

n— oo n—oo

Ako sa dopracovat k takému po  ¢tu desatinnych miest?
Alternativny pristup je pomocou postupnostien = 1 + % aF % + -+ % Nechm, n € Ntaké, Ze m > n. Potom

0< ! + ! o 3 L deoodt L
T — @ = T
T T )y ml o (n+ 1) n+2  (n+2)n+3) (n+2)...m
1
1 1 1 1 T (n+pm—n
<—— |14+ — + et = .
(n 4 1)! ( n+1 (n+1)? (n+1)m*nfl> (n+ 1)t 1-— 5
1 (n+1)"M" -1 n+1< 1 n+1 1
N+ 1) (n + 1)m=—n n (n+1)' n  n.n’

1 1
no»nO! n0<n0!

Postupnost (en)7* je preto fundamentéina, a teda konvergentna (jej limita je prave iracionalne Eulerovo €islo).

Z Archimedovej vlastnosti (Ve > 0)(3ng € N) <e.

< g,atedaprem >n >npjel < em —ep <
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1l. Postupnosti realnych  cisel Eulerovo cislo

Eulerovo cislo — porovnanie rychlosti konvergencie

n (1+3)" 1+d+k+oo+d

T 2000 20

2 2250 25

3 2370 2,66

4 24m 2,708

5 2488 2,7166

6 2522 2,71805

7 25546 2,718253

8 2566 2,7182787

9 2581 2,71828152

10 2594 2,718281801

11 2,604 2,7182818261

12 2613 2,71828182828

13 2601 2,718281828446

14 2607 2,7182818284582

15 2633 2,71828182845899

16 2638 2,71828182845090422

17 2642 2,71828182845904507

18 2646 2,7182818284509045226

19 2,650 2,7182818284590452349

20 2,653 2,718281828459045235339

21 2,656 2,7182818284590452353593

22 2,659 2,718281828459045235360247

23 2,661 2,7182818284590452353602857

24 2,664 2,718281828459045235360287404
25 2,666 2,7182818284590452353602874687
2 2,668 2,71828182845904523536028747125
27 2,670 2,718281828459045235360287471349
28 25671 2,71828182845904523536028747135254
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1l. Postupnosti realnych  cisel

Moézeme verit svojej vlastnej kalkula  cke?

Pribeh: Otca prave narodeného syna, pana NeSetfila, uputa reklama vo
vyklade banky so sloganom ,Iracionalne k Stastiu“. Banka ponuka rodi¢om,
aby zalozili pre narodené dieta Gcet, na ktory vlozia e Eur. Banka slubuje,
Ze po kazdom roku odpocita z Uctu jedno Euro ako poplatok za vedenie
UCtu a zvySok vynasobi poctom rokov od zalozZenia Gctu. V den 25.
narodenin banka dietatu vyplati Ciastku, ktort prenho rodiCia naSetrili.

Ako matematici , zacnime vyjadrovat €iastku p, nasporent v banke po n rokoch v Eur:
1 1

11
e TR I

=24. — =241 — + — + — + — + —
= (P23 — 1) <24! 251 261 271 ' 28!

1
=25 (ppy—1) =25 [+ — f— — 4+ —
s (Pea = 1) (25! 26! 271 28! ' 201

Odhadneme hodnotu p,5 pomocou geometrickej postupnosti, t.j. 1,0381 = 1 + Tle < pzs <
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1l. Postupnosti realnych  cisel

Mbzeme verit svojej vlastnej kalkula  ¢ke?

Pribeh: Otca prave narodeného syna, pana NeSetfila, uputa reklama vo
vyklade banky so sloganom ,Iracionalne k Stastiu“. Banka ponuka rodicom,
aby zalozili pre narodené dieta Gcet, na ktory vlozia e Eur. Banka slubuje,
Ze po kazdom roku odpocita z uctu jedno Euro ako poplatok za vedenie
UCtu a zvySok vynasobi poctom rokov od zalozZenia Gctu. V den 25.
narodenin banka dietat'u vyplati Ciastku, ktor( prenho rodicia naSetrili.

A €o je na tom zaujimavé, Ze su o tom tri slajdy na tejto prednaske? Pocitali by takto aj bezni smrtelnici? Ur€ite NIE! Ved'
dnes mame kalkulacky, pocitace, mobily a pod. TakZe ako by to s nimi vyzeralo?

(a) Bezna kalkulatka ma 10-ciferny displej, a tak zoberie Eulerovo €islo s 9 platnymi ¢islami za desatinnou Ciarkou, t.j.

e = 2,718281829. Uplatnenim popisaného algoritmu kalkulatka vyhodi vysledok p,5 = 0,839 x 106 (slusny obnos penazi!).

(b) Kalkulatka pocitaca pracuje so 16 ciframi, a tak podfa uvedeného algoritmu pocitacovéa kalkulatka da vysledok
ps = —0,365 x 100 (slusné manko!)

Vidime, Ze skutocna vySka usporenych penazi p,5 sa podstatne |isi od vysledkov, ktoré dostaneme pomocou kalkulacky
mobilu alebo kalkulacky pocitaca. Paradoxné je, Ze aj ked' napr. displeje réznych mobilov umoZziuji pracovat s rovhakym
poctom platnych miest, méZeme dostat' rozne vysledky (skuste si vypoCet po5 aj s mobilmi svojich spoluziakov!). Ako je to
moZné? Mozeme vobec doverovat vysledkom, ktoré dostaneme pomocou vypoctovej techniky?

Co sa za tymto v3etkym skryva? Prvym krokom k pochopeniu zdanlivého paradoxu je zistenie, Ze zabudované programy
pre nasobenie a s¢itanie st rozne. M6zu sa liSit v tom, ako a kedy zaokruhlujd, ¢i je to pred prevodom do dvojkovej sstavy, Ci
po fom, atd". Zistit, aki zaokruhlovaciu taktiku vlastne vas pocita¢ pouziva, je takmer nemozné.

ZDROJ: Pelantova, E., Znojil, M.: Muzeme Véfit své vlastni kalkulace? Rozhledy matematicko-fyzikalni 85(4) (2010), 11-18.
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1l. Postupnosti realnych  cisel

Mb&zeme verit svojej vlastnej kalkula  ¢ke? To ur Cite...

Pribeh: Otca prave narodeného syna, pana NeSetfila, uputa reklama vo
vyklade banky so sloganom ,Iracionalne k Stastiu“. Banka ponuka rodi¢om,
aby zalozili pre narodené dieta Gcet, na ktory vlozia e Eur. Banka slubuje,
Ze po kazdom roku odpocita z Uctu jedno Euro ako poplatok za vedenie
UCtu a zvySok vynasobi poctom rokov od zalozenia Gctu. V den 25.
narodenin banka dietatu vyplati Ciastku, ktort prenho rodiCia naSetrili.

Bystrému pozorovatefovi mdze napadnut, Ze k vyrieSeniu celej zahady by mohlo poméct pouzitie algoritmu, ktory by pocital na
viac platnych cifier. AvSak pouzivanie viac platnych cifier nemusi vela riesit (ak vopred nevieme, kofko ich treba zobrat).

pocet platnych miest P25
17 —0,54848 x 10°
18 0,71967 x 108
19 —0,55884 x 10’
20 615990
21 —4457,9
22 —4457,9
23 195,37
24 40,262
25 —6,2713
26 1,4842
27 1,0189
28 1,0344
29 1,0406
30 1,0399
31 1,0399
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1l. Postupnosti realnych  cisel Eulerovo cislo

Monotonne postupnosti: Eulerovo  Cislo

Thus e became the first number to be defined by a limiting process.
Eli Maor: e: The Story of a Numb&f.994)

Definicia (Eulerovho Cisla €)

Eulerovo Cislo e je spolo€nou hodnotou limit postupnosti (a,)3° a (bs)5°, t..
: 1\" : 1\"*
Iim (14+ =) =e= lim 1+ﬁ

n—oo n n—oo

Ponau ¢enie: z definicie a predchadzajticich viastnosti postupnosti (an )7 a (bn)7° plynie, ze
1\ N 1\ n+1
(Vn € N) (1+—) <e<(1+—> .
n n

n,

,Pro koumaky*“: Je jasné, e pre kazdé prirodzené &islon > 1je n! < n", resp. ekvivalentne @ < 1. Ako d'aleko

D Ul 1
od jednotky je podiel 4? Odpoved'ou je Stirlingova formula R im — = —.

— 00 n e
Hint na dokaz:
(a) Pomocou nerovnosti pre Eulerovo &islo dokazte, Ze pre vietky n € N plati nerovnost (n — 1)! < n"e "e < n!
(b) Pouzitim (a) dokazte, Ze pre kazdé n € N plati
e/nUnt  e/mnt/n
=R =

e — n e

Na zaver pouzite Vetu o zovreti.
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1l. Postupnosti realnych  cisel Eulerovo cislo

Monotonne postupnosti: Eulerovo  Cislo

Thus e became the first number to be defined by a limiting process.
Eli Maor: e: The Story of a Numb&f.994)

Definicia (Eulerovho Cisla €)
Eulerovo Cislo e je spolo€nou hodnotou limit postupnosti (a,)3° a (bs)5°, t..

. 1\" . 1\
lim <1+—> =e= |lim (1+—> .
n—oo n n—oo n

Otazka: Stane sa nieco, ked' namiesto n zoberieme in postupnost idcu do +oco?

Veta Ill.9

Nech lim a, = +oo. Potom
n—oo

. 1\
lim <1+ —> =e
n—oo an

Dosledok

(¥ €R) lim (1+%)" =¢

Ponau enie: mame (jednoznacne) analyticky vyjadrent exponenciélnu funkciu e*!
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1l. Postupnosti realnych  cisel Eulerovo cislo

Vybrané postupnosti

Treba si vediet spravne vybrat... Zivot je predsa otazka priorit!

Ako vieme doteraz zddvodnit, Ze nejaka postupnost je divergentna?

(i) z definicie: ukdazeme, Ze Ziadne realne €islo nie je jej limitou — pracné a neefektivne!
(ii) vySetrime monotdénnost a ohrani¢enost — no super, dvojnasobna praca...
Neexistuje nieco jednoduchsie a efektivnejsie?

Definicia (vybranej postupnosti)

Nech (a,)3° je postupnost a (kn){° je rastica postupnost prirodzenych
Cisel. Postupnost (ay,);° nazyvame vybranou postupnostou z postupnosti
(an)3° pomocou postupnosti (kn)3°.

Ak (kn)1° je rastica postupnost prirodzenych Cisel, tak (Vn € N) k, > n.

Ak postupnost’ ma vlastni alebo nevlastnu limitu, potom kazda z nej
vybrana postupnost’ ma taku ista limitu.

Ponau ¢enie: ak najdeme dve vybrané postupnosti z postupnosti (an){°, ktoré majd dve rézne limity, potom (an)7° diverguje!
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1l. Postupnosti realnych  cisel Eulerovo cislo

Veta (Cantorov princip do seba vlozenych uzavretych intervalov)

Nech (Vn € N) I, = (an, bn). Ak (Vn € N) I D Inyq, tak () Iy # 0. Ak naviac
neN

lim (b, —ay) = 0, potom
nN— oo
(ceR) [ h=c.

neN

GEORG CANTOR (1845-1918)
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1l. Postupnosti realnych  cisel

Veta (Cantorov princip do seba vloZenych uzavretych intervalov)

Nech (Vn € N) I, = (an, bn). Ak (Vn € N) Iy D Inyq, tak () In # 0. Ak naviac
neN
lim (b, —ay) = 0, potom
n—oo
(3lceR) [ h=c.

neN

@ podmienka uzavretosti intervalov sa neda vynechat! Napr. pre
lh=(0,%),neN,je N In=0.

neN
@ Cantorov princip neplati v Q! Napr. pre Iy = (vV2—%,v2+3) neN,je
ﬂ In - \ﬁ ¢ Q
neN

@ da sa ukazat eSte viac: Cantorov princip + Archimedova vlastnost je
ekvivalentny s Axibmou o hornej hranici!!!

@ Cantorov princip sa vhodne uplatiuje v mnohych situaciach, ked'
chceme urc€it hodnotu nejakého cisla so zadanou presnostou (napr.
koren polynému) — princip je zaloZeny na metdde bisekcie (delenia
intervalu na polovicu)
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1l. Postupnosti realnych  cisel Eulerovo cislo

Pozorovanie: z postupnosti a, = (—1)" vieme vybrat konvergentn(i postupnost a,, = 1. D& sa to urobit vzdy?

Veta (Bolzanova-Weierstrassova)

Z kazdej (nekonecnej) ohrani¢enej postupnosti sa da vybrat konvergentna
podpostupnost.

BERNARD BOLZANO (1781-1848) CARL WEIERSTRASS (1815-1897)

Tvrdenie 111.12

Z kazdej neohrani¢enej postupnosti mozno vybrat podpostupnost, ktora ma
nevlastna limitu.
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