
III. Postupnosti reálnych čísel
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III. Postupnosti reálnych čísel Eulerovo číslo

Veta (o konvergencii monotónnej ohraničenej postupnosti)

Monotónna postupnost’ je konvergentná práve vtedy, ked’ je ohraničená.

význam vety je v tom, že umožňuje rozhodnút’ o konvergencii
(divergencii) danej postupnosti bez výpočtu jej limity

vzhl’adom na to, že konečný počet členov nerozhoduje o konvergencii
postupnosti, veta ostáva v platnosti aj pre postupnosti monotónne pre
skoro všetky prirodzené čísla, t.j. počnúc nejakým členom

Veta o konvergencii monotónnej ohraničenej postupnosti je
ekvivalentná s Axiómou o hornej hranici!!!

Úloha 4

Vyšetrite konvergenciu postupností

an =

(
1 +

1
n

)n

, bn =

(
1 +

1
n

)n+1

, n ∈ N.
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III. Postupnosti reálnych čísel Eulerovo číslo

Monotónne postupnosti: Eulerovo číslo

Veta (o postupnostiach súvisiacich s Eulerovým číslom)

Nech an =
(
1 + 1

n

)n
a bn =

(
1 + 1

n

)n+1
, n ∈ N. Potom

(i) postupnost’ (an)
∞
1 je rastúca;

(ii) postupnost’ (bn)
∞
1 je klesajúca;

(iii) (∀k ∈ N)(∀n ∈ N) ak < bn;

(iv) obe postupnosti sú ohraničené a (∀n ∈ N) an < 3;

(v) (∀n ∈ N) bn − an < 3 · 1
n .

podl’a Vety o konvergencii monotónnej ohraničenej postupnosti obe
postupnosti sú konvergentné!!!

podl’a častí (iii), (v) a Vety o zovretí máme

(∀n ∈ N) 0 < bn − an <
3
n
⇒ lim

n→∞
(bn − an) = 0 ⇔ lim

n→∞
bn = lim

n→∞
an
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III. Postupnosti reálnych čísel Eulerovo číslo

Monotónne postupnosti: Eulerovo číslo
... ubie denotat numerum, cuius logarithmus hyperbolicus est 1.

Leonhard Euler:Mechanica, sive motus scientia analytice exposita: instar supplementi ad commentar(1736)

The lettere may now no longer be used to denote anything other than this positive universal constant (the solution of the
equationln x = 1).

Edmund Landau:Differential and Integral Calculus(1934)

Definícia (Eulerovho čísla e)

Eulerovo číslo e je spoločnou hodnotou limít postupností (an)
∞
1 a (bn)

∞
1 , t.j.

lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n

= e = lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n+1

.

LEONHARD EULER (1707–1783)

Ondrej Hutník Matematická analýza FRP



III. Postupnosti reálnych čísel Eulerovo číslo

Monotónne postupnosti: Eulerovo číslo
Thus e became the first number to be defined by a limiting process.

Eli Maor: e: The Story of a Number(1994)

Definícia (Eulerovho čísla e)

Eulerovo číslo e je spoločnou hodnotou limít postupností (an)
∞
1 a (bn)

∞
1 , t.j.

lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n

= e = lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n+1

.

Hodnota Eulerovho čísla e na 1350 desatinných miest: (zapamätat’ si, budem skúšat’!!!)

2,7182818284590452353602874713526624977572470936999595749669676277240766303535475945713821785251664
274274663919320030599218174135966290435729003342952605956307381323286279434907632338298807531952510
190115738341879307021540891499348841675092447614606680822648001684774118537423454424371075390777449
920695517027618386062613313845830007520449338265602976067371132007093287091274437470472306969772093
101416928368190255151086574637721112523897844250569536967707854499699679468644549059879316368892300
987931277361782154249992295763514822082698951936680331825288693984964651058209392398294887933203625
094431173012381970684161403970198376793206832823764648042953118023287825098194558153017567173613320
698112509961818815930416903515988885193458072738667385894228792284998920868058257492796104841984443
634632449684875602336248270419786232090021609902353043699418491463140934317381436405462531520961836
908887070167683964243781405927145635490613031072085103837505101157477041718986106873969655212671546
889570350354021234078498193343210681701210056278802351930332247450158539047304199577770935036604169
973297250886876966403555707162268447162560798826517871341951246652010305921236677194325278675398558
944896970964097545918569563802363701621120477427228364896134225164450781824423529486363721417402388
9344124796357437026375529444833799801612549227850925...
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III. Postupnosti reálnych čísel Eulerovo číslo

Monotónne postupnosti: Eulerovo číslo
Thus e became the first number to be defined by a limiting process.

Eli Maor: e: The Story of a Number(1994)

Definícia (Eulerovho čísla e)

Eulerovo číslo e je spoločnou hodnotou limít postupností (an)
∞
1 a (bn)

∞
1 , t.j.

lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n

= e = lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n+1

.

Ako sa dopracovat’ k takému po čtu desatinných miest?
Alternatívny prístup je pomocou postupnosti en = 1 + 1

1!
+ 1

2!
+ · · · + 1

n!
. Nech m, n ∈ N také, že m > n. Potom

0 < em − en =
1

(n + 1)!
+ · · · +

1

m!
=

1

(n + 1)!

(
1 +

1

n + 2
+

1

(n + 2)(n + 3)
+ · · · +

1

(n + 2) . . . m

)

<
1

(n + 1)!

(
1 +

1

n + 1
+

1

(n + 1)2
+ · · · +

1

(n + 1)m−n−1

)
=

1

(n + 1)!
·

1− 1
(n+1)m−n

1− 1
n+1

=
1

(n + 1)!
·

(n + 1)m−n − 1

(n + 1)m−n
·

n + 1

n
<

1

(n + 1)!
·

n + 1

n
=

1

n · n!
.

Z Archimedovej vlastnosti (∀ε > 0)(∃n0 ∈ N) 1
n0·n0!

< ε, a teda pre m > n > n0 je 0 < em − en < 1
n0·n0!

< ε.

Postupnost’ (en)∞1 je preto fundamentálna, a teda konvergentná (jej limita je práve iracionálne Eulerovo číslo).
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III. Postupnosti reálnych čísel Eulerovo číslo

Eulerovo číslo – porovnanie rýchlosti konvergencie

n
(

1 + 1
n

)n
1 + 1

1!
+ 1

2!
+ · · · + 1

n!

1 2,000 2,0
2 2,250 2,5
3 2,370 2,66
4 2,441 2,708
5 2,488 2,7166
6 2,522 2,71805
7 2,546 2,718253
8 2,566 2,7182787
9 2,581 2,71828152
10 2,594 2,718281801
11 2,604 2,7182818261
12 2,613 2,71828182828
13 2,621 2,718281828446
14 2,627 2,7182818284582
15 2,633 2,71828182845899
16 2,638 2,7182818284590422
17 2,642 2,71828182845904507
18 2,646 2,718281828459045226
19 2,650 2,7182818284590452349
20 2,653 2,718281828459045235339
21 2,656 2,7182818284590452353593
22 2,659 2,718281828459045235360247
23 2,661 2,7182818284590452353602857
24 2,664 2,718281828459045235360287404
25 2,666 2,7182818284590452353602874687
26 2,668 2,71828182845904523536028747125
27 2,670 2,718281828459045235360287471349
28 2,671 2,71828182845904523536028747135254

Ondrej Hutník Matematická analýza FRP



III. Postupnosti reálnych čísel Eulerovo číslo

Môžeme verit’ svojej vlastnej kalkula čke?

Príbeh: Otca práve narodeného syna, pána Nešetřila, upúta reklama vo
výklade banky so sloganom „Iracionálne k št’astiu“. Banka ponúka rodičom,
aby založili pre narodené diet’a účet, na ktorý vložia e Eur. Banka sl’ubuje,
že po každom roku odpočíta z účtu jedno Euro ako poplatok za vedenie
účtu a zvyšok vynásobí počtom rokov od založenia účtu. V deň 25.
narodenín banka diet’at’u vyplatí čiastku, ktorú preňho rodičia našetrili.
Ako matematici , začnime vyjadrovat’ čiastku pn nasporenú v banke po n rokoch v Eur:

p1 = 1 · (e− 1) =
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+

1

5!
+ . . .

p2 = 2 · (p1 − 1) = 2
(

1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+

1

5!
+

1

6!
+ . . .

)
p3 = 3 · (p2 − 1) = 3 · 2

(
1

3!
+

1

4!
+

1

5!
+

1

6!
+ . . .

)
.
.
.

p24 = 24 · (p23 − 1) = 24!

(
1

24!
+

1

25!
+

1

26!
+

1

27!
+

1

28!
+ . . .

)
p25 = 25 · (p24 − 1) = 25!

(
1

25!
+

1

26!
+

1

27!
+

1

28!
+

1

29!
+ . . .

)
.

Odhadneme hodnotu p25 pomocou geometrickej postupnosti, t.j. 1,0381 = 1 + 1
26 < p25 < 1

1− 1
26

= 1,04.
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III. Postupnosti reálnych čísel Eulerovo číslo

Môžeme verit’ svojej vlastnej kalkula čke?

Príbeh: Otca práve narodeného syna, pána Nešetřila, upúta reklama vo
výklade banky so sloganom „Iracionálne k št’astiu“. Banka ponúka rodičom,
aby založili pre narodené diet’a účet, na ktorý vložia e Eur. Banka sl’ubuje,
že po každom roku odpočíta z účtu jedno Euro ako poplatok za vedenie
účtu a zvyšok vynásobí počtom rokov od založenia účtu. V deň 25.
narodenín banka diet’at’u vyplatí čiastku, ktorú preňho rodičia našetrili.
A čo je na tom zaujímavé, že sú o tom tri slajdy na tejto prednáške? Počítali by takto aj bežní smrtel’níci? Určite NIE! Ved’
dnes máme kalkulačky, počítače, mobily a pod. Takže ako by to s nimi vyzeralo?

(a) Bežná kalkulačka má 10-ciferný displej, a tak zoberie Eulerovo číslo s 9 platnými číslami za desatinnou čiarkou, t.j.
e

.
= 2,718281829. Uplatnením popísaného algoritmu kalkulačka vyhodí výsledok p25 = 0,839× 1016 (slušný obnos peňazí!).

(b) Kalkulačka počítača pracuje so 16 ciframi, a tak podl’a uvedeného algoritmu počítačová kalkulačka dá výsledok
p25 = −0,365× 1010 (slušné manko!)

Vidíme, že skutočná výška usporených peňazí p25 sa podstatne líši od výsledkov, ktoré dostaneme pomocou kalkulačky
mobilu alebo kalkulačky počítača. Paradoxné je, že aj ked’ napr. displeje rôznych mobilov umožňujú pracovat’ s rovnakým
počtom platných miest, môžeme dostat’ rôzne výsledky (skúste si výpočet p25 aj s mobilmi svojich spolužiakov!). Ako je to
možné? Môžeme vôbec dôverovat’ výsledkom, ktoré dostaneme pomocou výpočtovej techniky?

Čo sa za týmto všetkým skrýva? Prvým krokom k pochopeniu zdanlivého paradoxu je zistenie, že zabudované programy
pre násobenie a sčítanie sú rôzne. Môžu sa líšit’ v tom, ako a kedy zaokruhl’ujú, či je to pred prevodom do dvojkovej sústavy, či
po ňom, atd’. Zistit’, akú zaokruhl’ovaciu taktiku vlastne váš počítač používa, je takmer nemožné.

ZDROJ: Pelantová, E., Znojil, M.: Mu̇žeme věřit své vlastní kalkulačce? Rozhledy matematicko-fyzikální 85(4) (2010), 11–18.
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III. Postupnosti reálnych čísel Eulerovo číslo

Môžeme verit’ svojej vlastnej kalkula čke? To ur čite...

Príbeh: Otca práve narodeného syna, pána Nešetřila, upúta reklama vo
výklade banky so sloganom „Iracionálne k št’astiu“. Banka ponúka rodičom,
aby založili pre narodené diet’a účet, na ktorý vložia e Eur. Banka sl’ubuje,
že po každom roku odpočíta z účtu jedno Euro ako poplatok za vedenie
účtu a zvyšok vynásobí počtom rokov od založenia účtu. V deň 25.
narodenín banka diet’at’u vyplatí čiastku, ktorú preňho rodičia našetrili.
Bystrému pozorovatel’ovi môže napadnút’, že k vyriešeniu celej záhady by mohlo pomôct’ použitie algoritmu, ktorý by počítal na
viac platných cifier. Avšak používanie viac platných cifier nemusí vel’a riešit’ (ak vopred nevieme, kol’ko ich treba zobrat’).

počet platných miest p25
17 −0,54848× 109

18 0,71967× 108

19 −0,55884× 107

20 615990
21 −4457,9
22 −4457,9
23 195,37
24 40,262
25 −6,2713
26 1,4842
27 1,0189
28 1,0344
29 1,0406
30 1,0399
31 1,0399

Ondrej Hutník Matematická analýza FRP



III. Postupnosti reálnych čísel Eulerovo číslo

Monotónne postupnosti: Eulerovo číslo
Thus e became the first number to be defined by a limiting process.

Eli Maor: e: The Story of a Number(1994)

Definícia (Eulerovho čísla e)

Eulerovo číslo e je spoločnou hodnotou limít postupností (an)
∞
1 a (bn)

∞
1 , t.j.

lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n

= e = lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n+1

.

Ponau čenie: z definície a predchádzajúcich vlastností postupností (an)∞1 a (bn)∞1 plynie, že

(∀n ∈ N)

(
1 +

1

n

)n
< e <

(
1 +

1

n

)n+1
.

„Pro koumáky“: Je jasné, že pre každé prirodzené číslo n > 1 je n! < nn , resp. ekvivalentne
n√n!
n < 1. Ako d’aleko

od jednotky je podiel
n√n!
n ? Odpoved’ou je Stirlingova formula lim

n→∞

n√n!

n
=

1

e
.

Hint na dôkaz:
(a) Pomocou nerovnosti pre Eulerovo číslo dokážte, že pre všetky n ∈ N platí nerovnost’ (n − 1)! ≤ nn e−n e≤ n!
(b) Použitím (a) dokážte, že pre každé n ∈ N platí

e1/n

e
≤

n√n!

n
≤

e1/nn1/n

e
.

Na záver použite Vetu o zovretí.
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III. Postupnosti reálnych čísel Eulerovo číslo

Monotónne postupnosti: Eulerovo číslo
Thus e became the first number to be defined by a limiting process.

Eli Maor: e: The Story of a Number(1994)

Definícia (Eulerovho čísla e)

Eulerovo číslo e je spoločnou hodnotou limít postupností (an)
∞
1 a (bn)

∞
1 , t.j.

lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n

= e = lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n+1

.

Otázka: Stane sa niečo, ked’ namiesto n zoberieme inú postupnost’ idúcu do +∞?

Veta III.9

Nech lim
n→∞

an = +∞. Potom

lim
n→∞

(
1 +

1
an

)an

= e.

Dôsledok

(∀x ∈ R) lim
n→∞

(
1 + x

n

)n
= ex

Ponau čenie: máme (jednoznačne) analyticky vyjadrenú exponenciálnu funkciu ex !
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III. Postupnosti reálnych čísel Eulerovo číslo

Vybrané postupnosti
Treba si vediet’ správne vybrat’... Život je predsa otázka priorít!

Ako vieme doteraz zdôvodnit’, že nejaká postupnost’ je divergentná?
(i) z definície: ukážeme, že žiadne reálne číslo nie je jej limitou – pracné a neefektívne!
(ii) vyšetríme monotónnost’ a ohraničenost’ – no super, dvojnásobná práca...
Neexistuje niečo jednoduchšie a efektívnejšie?

Definícia (vybranej postupnosti)

Nech (an)
∞
1 je postupnost’ a (kn)

∞
1 je rastúca postupnost’ prirodzených

čísel. Postupnost’ (akn)
∞
1 nazývame vybranou postupnost’ou z postupnosti

(an)
∞
1 pomocou postupnosti (kn)

∞
1 .

Lema III.10

Ak (kn)
∞
1 je rastúca postupnost’ prirodzených čísel, tak (∀n ∈ N) kn ≥ n.

Veta III.11

Ak postupnost’ má vlastnú alebo nevlastnú limitu, potom každá z nej
vybraná postupnost’ má takú istú limitu.

Ponau čenie: ak nájdeme dve vybrané postupnosti z postupnosti (an)∞1 , ktoré majú dve rôzne limity, potom (an)∞1 diverguje!
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III. Postupnosti reálnych čísel Eulerovo číslo

Veta (Cantorov princíp do seba vložených uzavretých intervalov)

Nech (∀n ∈ N) In = 〈an, bn〉. Ak (∀n ∈ N) In ⊃ In+1, tak
⋂

n∈N
In 6= ∅. Ak naviac

lim
n→∞

(bn − an) = 0, potom
(∃!c ∈ R)

⋂
n∈N

In = c.

GEORG CANTOR (1845–1918)
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III. Postupnosti reálnych čísel Eulerovo číslo

Veta (Cantorov princíp do seba vložených uzavretých intervalov)

Nech (∀n ∈ N) In = 〈an, bn〉. Ak (∀n ∈ N) In ⊃ In+1, tak
⋂

n∈N
In 6= ∅. Ak naviac

lim
n→∞

(bn − an) = 0, potom
(∃!c ∈ R)

⋂
n∈N

In = c.

podmienka uzavretosti intervalov sa nedá vynechat’! Napr. pre
In = (0, 1

n 〉, n ∈ N, je
⋂

n∈N
In = ∅.

Cantorov princíp neplatí v Q! Napr. pre In = 〈
√

2− 1
n ,
√

2 + 1
n 〉, n ∈ N, je⋂

n∈N
In =

√
2 /∈ Q

dá sa ukázat’ ešte viac: Cantorov princíp + Archimedova vlastnost’ je
ekvivalentný s Axiómou o hornej hranici!!!

Cantorov princíp sa vhodne uplatňuje v mnohých situáciách, ked’
chceme určit’ hodnotu nejakého čísla so zadanou presnost’ou (napr.
koreň polynómu) – princíp je založený na metóde bisekcie (delenia
intervalu na polovicu)
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III. Postupnosti reálnych čísel Eulerovo číslo

Pozorovanie: z postupnosti an = (−1)n vieme vybrat’ konvergentnú postupnost’ a2n ≡ 1. Dá sa to urobit’ vždy?

Veta (Bolzanova-Weierstrassova)

Z každej (nekonečnej) ohraničenej postupnosti sa dá vybrat’ konvergentná
podpostupnost’.

BERNARD BOLZANO (1781–1848) CARL WEIERSTRASS (1815–1897)

Tvrdenie III.12

Z každej neohraničenej postupnosti možno vybrat’ podpostupnost’, ktorá má
nevlastnú limitu.
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