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1. Postupnosti redlnych  ¢isel

Veta (Cantorov princip do seba vlozenych uzavretych intervalov)

Nech (Vn € N) I, = (an, bn). Ak (Vn € N) I, D Inyq, tak () Iy # 0. Ak naviac
neN

(bn — a@,) = 0, potom

(F'c €R) () In={c}.

neN

lim
nN—oo

GEORG CANTOR (1845-1918)
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1. Postupnosti redlnych  ¢isel

Veta (Cantorov princip do seba vloZenych uzavretych intervalov)

Nech (Vn € N) I, = (an, bn). Ak (Vn € N) Iy D Inyq, tak () In # 0. Ak naviac
neN
lim (b, — ay) = 0, potom
n—oo
(F'c €R) () In={c}.

neN

@ podmienka uzavretosti intervalov sa neda vynechat! Napr. pre

lh=(0,%),neN,je N In=0.
neN

@ Cantorov princip neplati v Q! Napr. pre Iy = (vV2—1,v2+3), neN,je
N h={V2},alev2¢Q
neN

@ da sa ukazat eSte viac: Cantorov princip + Archimedova vlastnost je
ekvivalentny s Axibmou o hornej hranici!!!

@ Cantorov princip sa vhodne uplatiuje v mnohych situaciach, ked'
chceme urc€it hodnotu nejakého ¢isla so zadanou presnostou (napr.
koren polynému) — princip je zaloZeny na metdde bisekcie (delenia
intervalu na polovicu)
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Il. Postupnosti redlnych  cisel

Pozorovanie: z postupnosti a, = (—1)" vieme vybrat konvergentn(i postupnost a,, = 1. D& sa to urobit vzdy?

Veta (Bolzanova-Weierstrassova)

Z kazdej (nekonecnej) ohrani¢enej postupnosti sa da vybrat konvergentna
podpostupnost.

BERNARD BOLZANO (1781-1848) CARL WEIERSTRASS (1815-1897)

Tvrdenie 111.12

Z kazdej neohrani¢enej postupnosti mozno vybrat podpostupnost, ktora ma
nevlastna limitu.
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Il. Postupnosti redlnych  cisel

Fundamentalne postupnosti (netreba ratat' limity!)

Otazka: da sa vysetrit konvergencia postupnosti bez toho, aby sme pocitali jej limitu?

Postupnost (a,);° nazyvame fundamentalna (cauchyovska), akk

(Ve > 0)(3ng)(Vn € N,n > ng)(Vm € N,m > ng) |a, — am| < e.

T .
COURS D’ANALYSE

L’ECOLE ROYALE POLYTECHNIQUE;

AUGUSTIN Luis CAUCHY (1789-1857)

_ 2n—1

Uloha: Zistite, ¢i postupnost a, = 25, N > 4, je fundamentalna.
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Il. Postupnosti redlnych  cisel

Veta (Cauchyho-Bolzanovo kritérium konvergencie postupnosti)

Postupnost je konvergentna prave vtedy, ked' je fundamentélna.

AUGUSTIN CAUCHY (1789-1857) BERNARD BOLZANO (1781-1848)

Dosledok

Postupnost' (a,)° konverguje prave vtedy, ked
(Ve > 0)(3ng)(Vn € N, n > no)(Vk € N) |a, — anik| < .
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1. Postupnosti redlnych  ¢isel

Veta (Cauchyho-Bolzanovo kritérium konvergencie postupnosti)

Postupnost' je konvergentna prave vtedy, ked' je fundamentalna.

@ vyznam vety je v tom, Ze umoznuje rozhodnut o konvergencii
(divergencii) danej postupnosti bez vypoctu jej limity, napr.

cos1l " o cosn
2 2n ’

an=1+ neN;

@ veta opat neplati v mnozine Q, t.j. nie kazda fundamentalna
postupnost je konvergentna v Q!

@ vo funkcionalnej analyze maju priestory, v ktorych kazda
fundamentalna postupnost’ konverguje, vysostné postavenie —
nazyvaju sa uplné;

@ da sa ukazat, ze Cauchyho-Bolzanovo kritérium konvergencie
postupnosti je ekvivalentné s Axiomou o hornej hranici!!!
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1. Postupnosti redlnych  ¢isel

Malé zastavenie sa alebo navrat k po Ciatkom...

Archimedes

Newton 1665 Cauchy 1821 Cantor 1875
epier ety = Leibniz 1675 ~  Weierstrass Dedekind
Fermat 1638

limity, mnoziny,
integral = derivdcia = i . .
spojité funkcie zobrazenia

— Co je to vlastne integral ? Odpoved:: Limita
— Co je to vlastne derivacia ? Odpoved': Limita

— Co je to vlastne st &et nekone &ného radu ? Odpoved': Limita

— A€o je to limita ? Odpoved:: Cislo

A Co vlastne to Cislo je???
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1. Postupnosti redlnych  ¢isel
Co su to (realne) CcCisla?
... the definition of irrational numbers, on which geometric representations have often had a confusing influence... | take
in my definition a purely formal point of vievgalling some given symbols numhess that the existence of these

numbers is beyond doubt.
Eduard HeineDie Elemente der Funktionenleh{&872)

At that point, my sense of dissatisfaction was so strong that | firmly resolved to start thinking until | should find a purely
arithmetic and absolutely rigorous foundation of the principles of infinitesimal analysis... | achieved this goal on
November 24th, 1858, ... but | could not really decide upon a proper publication, because, firstly, the subject is not easy to
present, and, secondly, the material is not very fruitful.

Richard DedekindStetigkeit und irrationale Zahle(1872)

V/3 is thus only a symbol for a number which has yet to be found, but is not its definition. This definition is, however,
satisfactorily given by my method as, s@¢,7,1,73,1,732, ...}
Georg CantorBemerkung mit Bezug auf den Aufsatz: Zur Weierstra3-Cantorschen Theorie der Irrationa{za@en

Dnes vieme elegantne odpovedat na poloZzenu otazku:
Readlne Cisla su

@ triedy ekvivalencii racionalnych Cauchyovskych postupnosti;
@ Dedekindove rezy na mnozine racionalnych cisel;
@ jediné najmensie Uplné komutativne archimedovské pole.

Povzbudenie: neveSajte hlavu, ak stale nerozumiete aspor polovici uvedenych slov!

Ondrej Hutnik



1. Postupnosti redlnych  ¢isel

Cantorova konstrukcia redlnych  Cisel
Relacia ekvivalencie: Racionalne cauchyovské postupnosti (a,)3° a (bn)3°
nazveme ekvivalentné, akk nIiémoo(an — by) = 0. Zapisujeme (an)5° ~ (bn)5°.
Relacia ~ ma tieto vlastnosti:

@ reflexivita: (an)3° ~ (an)5°;

@ symetria: (an)g° ~ (bn)® = (bn)° ~ (an)3*;

0 tranzitivita: (an)7° ~ (bn)° A (bn)° ~ (Cn)° = (an)3° ~ (Cn)5°;

teda ~ je relacia ekvivalencie na mnozine vSetkych racionalnych
cauchyovskych postupnosti. Preto je mozné rozclenit tito mnozinu na tzv.
triedy ekvivalencii

(an);° = {(bn)7"; (bn)1° je racionalna cauchyovska postupnost taka(lze):” ~ (an)1"}.

Cantor: realne Cisla su triedy ekvivalencii racionalnych Cauchyovskych
postupnosti, t.j.

R = {(an)fo; (an)7° Je racionélna cauchyovskéa postupn%st’

Poznamka: k praktickému nardbaniu s takto definovanymi islami je este dlha cesta (operéacie, usporiadanie, abs. hodnota...).
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