Matematickd analyza funkcie redlnej premennej UMV/MANb/10

Prednaska c¢. 11

Fundamentalne postupnosti
Definicia. Postupnost (a,){° nazyvame fundamentdlna (cauchyovskd), akk

(Ve > 0)(Ing)(Vn € Nyn > ng)(Ym € Nym > ng) |a, — an| < e.

2n —1
n , n >4, je fundamentalna.

Priklad. Zistite, ¢i postupnost a, =

Riesenie: Pozrime sa na rozdiel |a, — a,,|, ¢ ho vieme poc¢nic nejakym okamihom urobit Iubovolne

malym, t.j.
4, — ay] = 2n—1 2m—-1| |2n—=1)(m—3)—(2m —1)(n —3)
M in—-3 m =31 (n—3)(m —3)
12mn—6n—m+3—2mn+6m+n—3 dm — dn
B (n—3)(m —3) ~|(n—3)(m—3)
5(m — 3) — 5(n — 3) 5 5 5 5 20 20
(n—3)(m —3) n—3 m-31"n—-3 m-3" n m

Ale n > 4, teda § > 1, ¢ize =% < —1. Potom n —3 = n + 3(—1) > n + 3(—%) = . Analogicky
m — 3 > 7. Ak tieto nerovnosti prevratime, dostdvame, Ze pre kazdé prirodzené cisla m, n plati

5 5 5 5) 20 20
+ <-4 —=—=—+—.
n—3 m-—3 % % n m

Vidime, ze oba posledné vyrazy vieme urobit lubovolne malymi (podla Archimedovho principu), a
teda ak vezmeme Tubovolné € > 0, nerovnost

@2055

+ <o+
n m 2 2
bude platit pre kazdé prirodzené m,n > ng, kde ng = 4?0‘ Netreba ale zabudniit, Ze nasa postupnost je
definovand len pre prirodzené ¢isla vicésie alebo rovné 4, a preto hladané ny = max{4, %}. Zhrnutim
mame, 7ze

20 20 ¢

40
(%= > 0) (Fng = max {4, =) (Vim0 € Mo 2 o) Jow — o] < =+ 22 < S 2 =
€ n m 2 2

teda (a,)5° je fundamentédlna. Naviac, lahko sa presvedcime, Ze (a,,)° je konvergentna.
Ako spolu tieto pojmy suvisia vo vSeobecnosti?
Veta (Cauchyho-Bolzanovo kritérium konvergencie postupnosti). Postupnost je konvergentnd prave
vtedy, ked je fundamentdlna.
Dékaz. = Nech 71113010 an, = a, t.j.

(Vs >0, > o) (Bro)(¥n € N> ng) Jan —af < 5,

(‘v’s > O,% > 0> (Ing)(Ym € Nym > ng) |a, —al < %
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Potom (VYn € N,;n > ng)(Vm € N, m > ng)

]an—am\:](an—a)+(a—am)]§]an—a\+|am—a\<g+§:5,

teda (a,)5° je fundamentélna.

< Nech (a,)$° je fundamentdlna. Myslienkou dokazu je najprv ukazat, ze
(i) (a,)$° je ohranicend,
(ii) potom na nu aplikovat Bolzanovu-Weierstrassovu vetu (vybrat konvergentni podpostupnost) a
(iii) nakoniec ukazat, ze ked v nej existuje vybrana konvergentnd podpostupnost, tak aj celd po-
stupnost (a,)$° je konvergentna.

(i) Na dokaz ohranicenosti fundamentélnej postupnosti pouzijeme rovnaky postup ako v dokaze
vztahu medzi konvergenciou a ohranicenostou. KedZe (a,);° je fundamentélna, tak

(Ve > 0,e =1)(Ing € N)(Vn € N,n > ng)(Ym € N,;m > ng) |a, — an| < 1.
Potom aj pre m = ng + 1 plati
lan — pgs1] <1 < apge1 — 1 < ap < apgyr + 1

pre kazdé n € N,n > ng, a teda mnoZina B = {a,;n > ng} je ohrani¢end. Kedze A = {a,;n < ng}
je kone¢na, tak (a,)}° je ohranicena.
(ii) Podla Bolzanovej-Weierstrassovej vety sa z nej da vybrat podpostupnost ay, — a pre n — oo.

(iii) Poslednym krokom je ukazat, ze a, — a pre n — oco. Z fundamentélnosti (a,)° mame, ze

(v; > 0) (Br)(¥n € Nyn > ny)(¥m € N,m > m) Ja, — am| <

a z definicie limity lim aj, = a mame, zZe
n—o0

3

(V; > O) (Ine € N)(Vn € Nyn > no) |ag, —al < 5

Polozme ny = max{n,, k., } a zoberme k, > ng a m = k,,. Potom |a,, — a;,| < 5 a
g €
4, — ol = (0, — ) + (a1, — @) < Jay — ap,| + ag, —a] <5 + 5 =

teda lim a, = a. O
n—oo

(a,)3° je fundamentdlna, akk (Ve > 0)(Ing)(¥n € N;n > ng)(Vm € Nym > ng) |a, — an| < €.

Désledok. Postupnost (a,)5° konverguje prave vtedy, ked
(Ve > 0)(Ing)(Vn € Nyn > ng)(Vk € N) |ap, — anyi| < €.

C-B kritérium ma velky teoreticky vyznam, zriedka sa vSak vyuziva pri pocitani limity zada-
nej postupnosti. Existuju vSak postupnosti, o ktorych vieme pomocou C-B kritéria dokazat, ze su
konvergentné, ale nevieme najst ich limitu. Uvazujme napriklad postupnost

cos 1 cosn

a, =1+ n € N.
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Podla dosledku sa staci pozriet na rozdiel

|an - an+k| —

cos(n + 1) cos(n+ k)| _ |cos(n+1)| | cos(n + k)|

_ 1 I e AN - 1
—2n+1+"'+2n+k_2n+1 1_% _Qn(_2k><2n<g’

tak dostavame, ze
1
(Ve > 0) <3n0 = log, 5) (Vn e N;n > ng)(Vk € N) |a, — anqi] <,

teda postupnost (a,)° je fundamentdlna, a teda konvergentna. Avsak uréit hodnotu (vypocitat)
limitu tejto postupnosti nedokazeme.

P4

Nekonecné ciselné rady

Nadalej budeme pouzivat poznatky o limitdch postupnosti. Uvazujme postupnost redlnych cisel
(a,)5°. Tejto postupnosti priradime postupnost (s,)3° nasledovne:

51 = ay,

32:a1+a2:31+a2,

Sp=a1+ -+ a, =S,_1+ ay,.
o
Symbol a; + as + --- + a, + ..., alebo skratene Y a,, budeme nazyvat nekonecny ciselny rad
n=1

o
alebo kratsie rad. Prvok a, nazyvame n-ty ¢len radu > a,. Postupnost (s,)$° nazyvame postupnost
n=1

[e.°] [e.°]
¢iastocnych suctov (skratene p.¢.s.) radu Y a, a prvok s, n-ty ¢iastocny siucet radu Y a,.
n=1 n=1

Priklad. Najdite n-ty ¢iastocny sucet radu § (—1)™

n=0
Riesenie: Dosadenim do predpisu postupnosti (s,)° mame
st =a; =1,
32:a1+a2:1—1:(),
53:a1+a2+a3:1—1+1:1,

1, n=2k—1,
Sp =
0, n=2k.

Odtial vidiet, ze 1i_>m s, neexistuje. Prave s existenciou tejto limity suvisi konvergencia radu.
n—oo

o0
Definicia. Sictom radu Y a, nazyvame konecnu limitu postupnosti jeho ciastoénych stuctov a
n=1

[e.e]

zapisujeme Y. a, = ILm s, = s < +00. Rad sa nazyva konvergentny, akk konverguje postupnost
n=1 n—0o0

jeho ¢iastoénych suctov. Rad, ktory nie je konvergentny, nazyvame divergentny.




