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Prednaska ¢. 12

P d

Nekonecné ciselné rady

Nadalej budeme pouzivat poznatky o limitach postupnosti. Uvazujme postupnost redlnych cisel
(an)3°. Tejto postupnosti priradime postupnost (s,,)$° nasledovne:

s1 = aq,

32:a1+a2:31—|—a2,

Sp =1+ "+ Ay = Sp_1 + Qn.

Symbol a; + ay + --- + a, + ..., alebo skratene Y a,, budeme nazyvat nekonecny ciselny rad
n=1

o0
alebo kratsie rad. Prvok a, nazyvame n-ty ¢len radu > a,. Postupnost (s,)$° nazyvame postupnost
n=1

¢iastocnych suctov (skratene p.¢.s.) radu Z a, a prvok s, n-ty c¢iastocny stucet radu Z Q-
= n=1

o
Priklad. Najdite n-ty Ciastoény siacet radu Y (—1)".
n=0

Riesenie: Dosadenim do predpisu postupnosti (s,)° mame

81:6L1:]_,
SQZCL1+CL2:1—1:O,
53:a1+a2+a3:1—1+1:1,

1, n=2k-1,
Sp =
0, n=2k.

Odtial vidiet, ze li_>m s, neexistuje. Prave s existenciou tejto limity stuvisi konvergencia radu.
n—oo

[e.°]
Definicia. Siuctom radu ) a, nazyvame konecénd limitu postupnosti jeho ¢iastoénych suctov a
n=1

zapisujeme Z Gy = hm S, = § < +00o. Rad sa nazyva konvergentny, akk konverguje postupnost

jeho Clastocnych suctov Rad ktory nie je konvergentny, nazyvame divergentny.

Polozme si otazku, aké vlastnosti musi mat rad, aby konvergoval, t.j. aby existovala konecna
limita postupnosti c¢iastocnych stactov. Z definicie je zrejmy tzky stuvis medzi nekoneénymi radmi
a postupnostami, ktory sa niekde este zvyraznuje tym, ze rad sa definuje ako dvojica postupnosti
((an)$°, (8,)7°). Teda vety o konvergencii radov sa daju previest na vety o konvergencii postup-
nosti a obratene. Uplatnenim tohto poznatku mame priamo jednu nutni a postacujicu podmienku
pre konvergenciu radov.

Veta (Cauchyho-Bolzanovo kritérium konvergencie radov). Rad Y a, konverguje prive vtedy, ked
n=1
p.c.s. (s,)5° je fundamentdlna, t.j.

(Ve > 0)(3ng)(Yn € N,n > ng)(Vk € N) [spik — Su| = |ans1 + -+ + anyi] < €.
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Ako trivialny désledok tohto tvrdenia (pre k = 1) dostavame, ze ak rad Y a,, konverguje, potom
n=1

(Ve > 0)(3no)(Yn € Nyn > ng) [Sp1 — Sn| = |ans1 — 0] <,
teda dostavame poznatok znamy uz PIETROVI MENGOLIMU v roku 1650.
Veta (nutnd podmienka konvergencie radu). Ak rad Y. a, konverguje, potom h_)m a, = 0.
n=1 n—oo

Alternativne sa o platnosti uvedenej vety moézeme presvedcit pouzitim vztahu s,.1 = s, + any1
a prejdenim k limite pre n — oo.

Poznamka. Je treba upozornit, ze podmienka nulovej limity postupnosti ¢lenov radu nie je posta-

cujuca k jeho konvergencii. Zoberme harmonicky rad 3 % Zrejme li_>m % = 0, ale harmonicky rad
n=1 n—0oo

diverguje, ako nam to prvy dokazal v roku 1350 Nicola Oresme. Castokrat sa vsak na vySetrenie
[e.°]
konvergencie pouziva jej obmenena verzia, t.j. ak nlgrolo a, # 0, tak rad > a, diverguje.

n=1

Priklad. Vysetrite konvergenciu radu ). arctgn.
n=1

Riesenie: Nebudeme hladat postupnost ciastocnych stuctov tohto radu, k jej rozumnému vyjadreniu

by sme potrebovali poznaf nejaké siuctové vzorce. Ovela jednoduchsie overime nutni podmienku

konvergencie radu, a teda li_)m arctgn = 5 # 0. Na zdklade nutnej podmienky konvergencie radu
n—oo

uvedeny rad diverguje. O
np’

Priklad. VysSetrite konvergenciu Riemannovho radu 3 1 p € R.
n=1

Riesenie: Najprv vybavime tie pripady, kedy nie je splnend nutna podmienka konvergencie radu.
Zrejme

. 0, p >0,
L R s
400, p<0.

Odtial plynie, ze Riemannov rad diverguje pre p < 0. Pre p > 0 zatial nevieme tvrdit nic¢, pretoze sme
overili len nutni podmienku konvergencie, a teda sa k tomuto pripadu vratime c¢oskoro po vybudovani
potrebnej tedrie. O]

Ako sme uviedli v pripade Grandiho radu s nekonecénymi stic¢tami sa neda narabat ako s konec-
nymi. Vyvstava teda otazka, kedy s s nimi tak narabat mozeme, ¢ize kedy plati , distributivny zakon”,
yasociativny zadkon” a ,komutativny zakon” pre nekonecne vela scitancov? Pre prvé dva zakony je
odpoved prekvapivo jednoducha: pre konvergentné rady! Pre komutativny zakon ani konvergencia
nepostacuje (ale o tom az neskor).

Veta. Nech § an, =0 a § b, = b. Potom
n=1 n=1
(i) rad § (an + by) konverguje a plati ioj (an + by) = a+ by
n=1 n=1

(ii) rad ioj k - a, konverguje pre kazdé k € R a plati § k-a, = k-a. Naviac, ak rad ioj k- ay
n=1 n=1

n=1

konverguje, kde k € R\ {0}, potom konverguje aj rad ioj .
n=1
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Dékaz. (i) Oznacme (A,)5°, (Bn)° a (Cy)5° p.¢.s. radov § A, § b, a § (a,, + b,). Potom
n=1 n=1 n=1
(Vn € N)

Cp = (a1 +b1) + (ag +b2) + -+ (an + bn) = (a1 +ag + -+ +ap) + (by +ba+ -+ +b,) = Ay + By,

odkial plynie, ze ILm C, = ILm (A, + B,) =a+b,tj. § (an +b,) =a+0.
n—00 n—o0 nel

(ii) Nech (A,)3° a (K,)5° su p.¢.s. radov § a, a § ka,. Potom (Vn € N)
n=1 n=1
K, = kay + kas + -+ + ka, = k(a1 + as + - - - + a,) = kA,

odkial lim K, = ka, t.j. § ka, = ka. Ak naopak konverguje rad § ka, a k # 0, podla vyssie
n=1

dokézaného konverguje aj rad Z (kay) = Z . O
Tvrdenie (i) moézeme Jednoducho matematlckou indukciou rozsirit na Iubovolny konecny pocet

s¢itancov. Trividlne plati uvedena veta aj pre rozdiel. Pozor, z konvergencie radu Z (an + b,) ale
n=1

neplynie konvergencia radov % ap & % b,, ako sa o tom mozeme presvedcit na priklade radov
- - n=1 n=1
S (—1)m a3 (1)
n=1 n=1

Z prikladu Grandiho radu sa mdézeme poucit este o tom, ze medzi ¢leny nekonecného ¢iselného radu
nemozeme fubovolne umiestnit zatvorky, t.j. neplati asociativny zakon vo vseobecnosti. Iba v pripade
konvergentného radu mozeme zdruzovat ¢leny lubovolne bez toho, aby to ovplyvnilo stcet radu.
Tato skutocnost je sformulovana v nasledujicej vete, ktord mézeme pokojne nazvat ,asociativnym
zakonom” pre konvergentné rady.

Veta. Nech Y a, je konvergentny rad a (k,)° je rastica postupnost prirodzenijch cisel. PoloZme
n=1

b = ar+as+---+ay,
b2 = ak1+1‘%""+’ak27

bn = @11+ +ag, n€N

Potom rad Z b, konverguje a plati Z a, = ioj b,,.
n=1

n=1

Dékaz. Ak (A4,) a (B,)° st p.¢.s. radu Z a, a Z b,, potom (Vn € N)

n=1
By =bi+ - +by=a1 4 +ag, = Ay,

t.j. (Bp)5° je vybrana postupnost z konvergentnej postupnosti (A4,)7°, a teda aj (B,)7° konverguje. [
Poznamenajme, ze obratend veta neplati, napr. pre Grandiho rad a postupnost k, = 2n, n € N je

o]

b, = 1 pre kazdé n € N, tedarad 3 b, je divergentny. Anal6giu komutativneho zadkona (o prerovnani
n=1

¢lenov) uvedieme neskor, ale prezradime, zZe ani pre konvergentné rady nemusi platit. K jeho platnosti

budeme potrebovat silnejsiu vlastnost, tzv. absolutnu konvergenciu radu.

Definicia. Hovorime, Ze rad Z a, absoliitne konverguje, akk konverguje rad Z ||
n=1 =1
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Vzajomny vztah medzi pojmami konvergencie a absolutnej konvergencie nekoneénych ¢iselnych
radov je poriadne sformulovany a dokazany nasledovne.

Veta. Ak rad konverguje absolitne, tak konverguje.

Dékaz. Nech ¢ > 0 je lubovolné. Kedze rad § a, je absolutne konvergentny, konverguje rad
n=1

> |anl, t.j. podla C-B kritéria
n=1

(Fng)(Vn € Nyn > ng)(Vk € N) ||an| + ans1] + - + |anss]| < €.
7 trojuholnikovej nerovnosti potom mame
|an + ang1 -+ Akl < an] + langa| + -0+ lank| = [lan] + lanal + -+ langrl] <e,

teda podla C-B kritéria konverguje rad Z Q. O

V dalsom sa preto budeme zaoberat radml s nezapornymi c¢lenmi, teda vysSetrovat absolutnu

konvergenciu. Ak totiz rad ma aj zaporné c¢leny, absolitna hodnota ich zmeni na kladné. Potom pre
[ee)

rad Y a, s nezdpornymi ¢lenmi, t.j. (Vn € N) a,, > 0, plati, ze postupnost (s,)7° jeho ¢iastoénych

n=1
suctov je neklesajica, pretoze (Yn € N) s,.1 = s, + a, > $,. Ak je naviac tato postupnost zhora

ohranicend, tak podla Vety o konvergencii monoténnej ohrani¢enej postupnosti existuje jej limita,
teda rad s nezapornymi ¢lenmi je konvergentny alebo divergentny do 400, nikdy ale nemoze oscilovat!

Tvrdenie. Rad s nezdpornymi clenmi je konvergentny prave vtedy, ked postupnost jeho ciastocnych
stctov je ohranicend.

Priklad. Vratme sa k otazke konvergencie Riemannovho radu Z -5, p € R. Uz vieme, Ze diverguje

pre p < 0 a tiez pre p = 1, kedy ide o harmonicky rad. Rlemannov rad je zrejme rad s kladnymi
¢lenmi, a tak o jeho konvergencii rozhoduje ohrani¢enost postupnosti (s,)5° jeho ¢iastoénych siuctov,
ktora je neklesajica. Pozrime sa na 1iu detailnejsie. Pre Tubovolné k € N urobime zopar uprav (fint!):

2k+11 1 1 k .
32k+1=;np +Z< (22+1)>< +Z< (2i) ) Z:: S =1+27s

< 1+2 p82k+1 =4 82k+1<1—217p) < 1.

Ak chceme z tejto nerovnosti vyjadrit sgp.;, musime dat pozor na vyraz 1 — 2177, ktory moze
nadobudat kladné, zaporné a aj nulovii hodnotu. Kedze chceme najst horné ohranicenie, musime
zabezpecit, aby 1 — 2177 > 0, ¢o plati len vtedy, ked p > 1. Potom dostdvame sop; < H%,p pre
kazdé k € N, teda (s;)$° je ohranicend, a preto Riemannov rad konverguje pre p > 1. Upozornime,
ze o pripade p € (0,1) eSte stile nevieme ni¢ povedat.

Najst stucet radu je vo vSeobecnosti velmi komplikovanda vec a uz aj pri jednoduchych radoch to
moze predstavovat problém pri vyjadreni postupnosti ¢iasto¢nych stuctov. Preto sa ¢astokrat uspoko-
jime len s vedomosfou, ¢i dany rad konverguje alebo diverguje. Cauchyho-Bolzanovo kritérium, vy-
znamné svojou univerzalnostou, sposobuje obvykle taktiez uréité vypoctové tazkosti pri praktickom
pouziti na skimanie konvergencie daného radu (lebo opét naraba s postupnostou Ciastocnych suc-
tov). Preto v tedrii nekonecnych ¢iselnych radov existuje viacero kritérii konvergencie (divergencie).
Na rozdiel od Cauchyho-Bolzanovho kritéria davaju iba postacujicu podmienku pre konvergenciu
radu, avsak sa jednoduché a vzdy je mozné pouzit to, ktoré je vyhodné pri skiimani konkrétneho
radu. Uvedieme iba niekolko z nich, ktoré nam poslizia pri poc¢itani prikladov.

4
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Jednou z najdolezitejsich kritérii konvergencie su kritéria zndme pod spoloénym nézvom porovnd-
vacie kritérid. Ich spoloénym znakom je to, Zze skimany rad urcitym sposobom porovname s vhodnym
znamym radom a na zaklade tohto porovnania vyslovime zaver o konvergencii alebo divergencii sku-
maného radu.

o0 oo
Veta (porovnévacie kritérium). Nech Y a, a > b, su rady s nezdporngmi clenmi a a, < b, pre
n:l n:l

skoro vsetky n € N. Potom

(i) ak rad § b, konverguje, konverguje aj rad § (p;
n=1 n=1
(ii) ak diverguje rad § a,, tak diverguje rad § by,.
n=1 n=1

Doékaz.  Kedze vynechanie koneéného poctu clenov radu nerozhoduje o konvergencii, mozeme
predpokladat, ze (Vn € N) a,, < b,. Nech (A,,)5° je p.C.s. radu io: a, a (B,)Y je p.¢.s. radu ioj by,.
Zrejme potom plati (Vn € N) A, < B,,. i i

(i) Ak rad iojl b, konverguje, potom konverguje aj postupnost (B,)7°, a teda je zhora ohranicena,

n

t.j. (3H € R)(V_n € N) B, < H. Potom (Vn € N) A, < H, teda (A,){° je zhora ohrani¢end. Kedze
je neklesajuica, tak podla Vety o konvergencii monoténnej ohranicenej postupnosti je konvergentna,

¢o znamena, ze rad . a, je konvergentny.
n=1

(ii) Ak diverguje rad ioj an, potom diverguje aj rad § b, pretoze ak by konvergoval, potom by
n=1 n=1

podla predchadzajicej casti konvergoval aj rad Y a,, ¢o je spor. O
n=1

o0 o0
Poznamka. Rad }° b, z predchadzajtcej vety sa zvykne nazyvat majorantny rad k radu 3} a, a
n=1 n=1

o0 [e.e]

rad Y a, minorantny rad k radu }_ b,. Veta teda hovori, Ze rad s nezdpornymi ¢lenmi konverguje,
n=1 n=1

ak k nemu dokazeme najst majorantny konvergentny rad a diverguje, ak k nemu najdeme minorantny

divergentny rad.
Priklad. Doriesme otazku konvergencie Riemannovho radu > nip pre posledny zostavajuci pripad
n=1
p € (0,1). Potom zrejme pre kazdé n € N plati n? < n, t.]. nip % Kedze rad > % diverguje,
n=1
na zaklade porovnavacieho kritéria diverguje aj Riemannov rad Y nip pre p € (0,1). Zhrnutim
n=1

o0
dostavame, ze Riemannov rad Tgl # konverguje prave vtedy, ked p > 1.

KedZze Studenti neradi robia odhady (fuj!), uvedieme kritérid, ktoré st castokrat jednoduchsie
na pouzitie, ale su fakticky (Sikovnym) dosledkom porovnavacieho kritéria.

(o] o
Veta (limitné porovnéavacie kritérium). Nech Y a, a > b, st rady s nezdpornymi c¢lenmi a existuje

n=1 n=1
vlastnd alebo nevlastnd limita
. an
lim — =L
n—oo p

Potom

(i) ak L < +o00 a Y b, je konvergentny rad, tak konverguje aj rad Y. ay;
n=1 n=1
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(ii) ak L > 0 a diverguje rad § b, potom diverquje aj rad § Q-
n=1 n=1

Doékaz. (i) Nech L < +o0 a ioj b, konverguje. Potom z definicie limity

n=1

(V5>O,5<L)(Eln0)(Vn€N,n>n0)L—5<%<L+5, (1)

n

odkial a,, < (L + €)b, pre skoro vsetky n € N. Kedze podla operacii s radmi rad ioj (L + €)b,
n=1

konverguje, podla porovnavacieho kritéria konverguje aj rad > a,.

n=1

(ii) Nech rad io: b, diverguje. Ak 0 < L < 400, potom z definicie limity (1) pre ¢ < L plati
n=1

(L —e)b, < ay, pre skoro vsetky n € N. Z divergencie radu Y (L — )b, potom podla porovnavaciecho
n=1
kritéria vyplyva divergencia radu > a,.
n=1
Ak L = +o0, podla definicie nevlastnej limity (VK > 0)(Ing)(Vn € N,n > ng) §= > K, t.j.

zo vztahu a,, > Kb, pre skoro vsetky n € N vyplyva divergencia radu Y a,. O]

n=1




