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V. Diferencialny po cet

Elementarne topologické pojmy na realnej osi

Co je topoldgia: Topoldgia je disciplina zaoberajlica sa vlastnostami
objektov, ktoré sa nemenia pri spojitych zobrazeniach.

e okolie bodu Xq ... &(Xp)

— je lTubovolny otvoreny interval obsahujuci bod xq

e 5-okolie bodu Xg ... O5(Xg)

— Os(Xg) :={x € R: |[x —Xg| < 6}, kde § >0

e prstencoveé okolie bodu Xg ... €*(Xg)

— 0%(Xo) := O(x0) \ {Xo}

e prstencove ¢-okolie bodu Xg ... &5 (Xg)

— 05(X0) := Os(X0) \ {Xo} ={Xx € R: 0 < |x — Xg| <}, kde § >0
e okolie bodu +oc0 ... O(+00)

— je fubovolny otvoreny interval (a, +o0), kde a € R

e okolie bodu —c¢ ... €(—o0)

— je Tubovolny otvoreny interval (—co,b), kde b € R

Poznamka : kazdé okolie bodov +o0c0 a — oo je vlastne prstencové!
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V. Diferencialny po cet

Zopakovanie

Cislo A € R nazyvame limitou postupnosti (an)7°, akk pre kazdé € > 0
nerovnost |a, — A| < e plati pre skoro vSetky prirodzené Cisla n, t.].

nIim an=A < (Ve >0)(Ing € R)(Vn € N,n > ngp) a, € O-(A).
—00

o ©

ol ——
A-¢ & s
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Pre¢o n — co? Cim je bod +oo vyznaény v stvislosti s definiénym
oborom postupnosti (a,)3°, t.j. mnozinou N?

Bod + co ma vlastnost (VO(+oc)) NN &(+00) # ()
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V. Diferencialny po cet Limita funkcie

Definicia — hromadny bod mnoziny

Bod b € R* nazyvame hromadny bod mnoziny M C R, akk
v lTubovolnom prstencovom okoli bodu b existuje bod x € M.

Poznamky a priklady:

@ kvantifikovany vyrok: bod b € R* je hromadny bod mnoziny M Cc R
prave vtedy, ked' (Vo*(b)) M n &*(b) # 0;

@ Speciélne pre viastné Cisla: bod b € R je hromadny bod mnoziny
M C R prave vtedy, ked' (V6 > 0)(3x e M) 0 < [x — b| < J;

@ hromadny bod mnoZiny nemusi do mnoziny patrit'!
@ bod +oo je jediny hromadny bod mnoziny N;

@ hromadnymi bodmi mnozZiny M = (0, 1) st body 0,1 a v3etky body
mnoziny M;

@ mnozina M = {0, 1} nema hromadné body;
@ izolovany bod mnoziny je bod, ktory nie je jej hromadny bod;

Pozorovanie: hromadny bod mnoziny = da sa k nemu "lubovolne priblizit"
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Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xg € R* je hromadny bod Ds. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode X, akk (V&'(a))(3€(Xo0))(¥x € 0*(x0) N Ds) f(x) € O(a).

Poznamka: Téato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v vlastna hodnota vo vlastnom bode

x = 2.000
f(x) = 0.4546487134
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Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xg € R* je hromadny bod Ds. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode X, akk (V&'(a))(3€(Xo0))(¥x € 0*(x0) N Ds) f(x) € O(a).

Poznamka: Téato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v vlastna hodnota vo vlastnom bode

x = 1.600
f(x) = 0.6247335019

Ondrej Hutnik Matematicka analyza FRP



Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xg € R* je hromadny bod Ds. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode X, akk (V&'(a))(3€(Xo0))(¥x € 0*(x0) N Ds) f(x) € O(a).

Poznamka: Téato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v vlastna hodnota vo vlastnom bode

x =1.200
f(x) = 07766992383
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Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xg € R* je hromadny bod Ds. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode X, akk (V&'(a))(3€(Xo0))(¥x € 0*(x0) N Ds) f(x) € O(a).

Poznamka: Téato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v vlastna hodnota vo vlastnom bode

x = 0.800
f(x) = 0.8966951136
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Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xg € R* je hromadny bod Ds. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode X, akk (V&'(a))(3€(Xo0))(¥x € 0*(x0) N Ds) f(x) € O(a).

Poznamka: Téato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v vlastna hodnota vo vlastnom bode

x = 0.400
f(x) = 09735458558
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Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xg € R* je hromadny bod Ds. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode X, akk (V&'(a))(3€(Xo0))(¥x € 0*(x0) N Ds) f(x) € O(a).

Poznamka: Téato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v vlastna hodnota vo vlastnom bode

x = 0.090
f(x) = 0.9986505466
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Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xg € R* je hromadny bod Ds. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode X, akk (V&'(a))(3€(Xo0))(¥x € 0*(x0) N Ds) f(x) € O(a).

Poznamka: Téato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v vlastna hodnota vo vlastnom bode

x = 0.040
f(x) = 0.9997333547
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Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xg € R* je hromadny bod Ds. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode X, akk (V&'(a))(3€(Xo0))(¥x € 0*(x0) N Ds) f(x) € O(a).

Poznadmka: Tato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v’ nevlastna hodnota vo vlastnom bode

x = 1.00000
f(x) =1.00
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Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xg € R* je hromadny bod Ds. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode X, akk (V&'(a))(3€(Xo0))(¥x € 0*(x0) N Ds) f(x) € O(a).

Poznadmka: Tato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v’ nevlastna hodnota vo vlastnom bode

x = 0.70000
flx) =143
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Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xg € R* je hromadny bod Ds. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode X, akk (V&'(a))(3€(Xo0))(¥x € 0*(x0) N Ds) f(x) € O(a).

Poznadmka: Tato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v’ nevlastna hodnota vo vlastnom bode

x = 0.30000
f(x) =333
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Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xg € R* je hromadny bod Ds. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode X, akk (V&'(a))(3€(Xo0))(¥x € 0*(x0) N Ds) f(x) € O(a).

Poznadmka: Tato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v’ nevlastna hodnota vo vlastnom bode

x = 0.20000
f(x) = 5.00
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Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xg € R* je hromadny bod Ds. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode X, akk (V&'(a))(3€(Xo0))(¥x € 0*(x0) N Ds) f(x) € O(a).

Poznadmka: Tato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v’ nevlastna hodnota vo vlastnom bode

x = 0.10000
f(x) = 10.00
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Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xg € R* je hromadny bod Ds. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode X, akk (V&'(a))(3€(Xo0))(¥x € 0*(x0) N Ds) f(x) € O(a).

Poznadmka: Tato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v’ nevlastna hodnota vo vlastnom bode

x = 0.06000
f(x) =16.67
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Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xg € R* je hromadny bod Ds. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode X, akk (V&'(a))(3€(Xo0))(¥x € 0*(x0) N Ds) f(x) € O(a).

Poznadmka: Tato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v’ nevlastna hodnota vo vlastnom bode

x = 0.01000
f(x) = 100.00
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Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xo € R* je hromadny bod D;. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode Xo, akk (V@(a))(30(x0))(Vx € O*(%o) N Ds) f(x) € O(a).

Poznamka: Tato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v vlastna hodnota v nevlastnom bode

x=1
f(x) = 1.00000
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Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xo € R* je hromadny bod D;. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode Xo, akk (V@(a))(30(x0))(Vx € O*(%o) N Ds) f(x) € O(a).

Poznamka: Tato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v vlastna hodnota v nevlastnom bode

x=3
f(x) = 0.33333
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Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xo € R* je hromadny bod D;. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode Xo, akk (V@(a))(30(x0))(Vx € O*(%o) N Ds) f(x) € O(a).

Poznamka: Tato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v vlastna hodnota v nevlastnom bode

xX=6
f(x) = 0.16667
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Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xo € R* je hromadny bod D;. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode Xo, akk (V@(a))(30(x0))(Vx € O*(%o) N Ds) f(x) € O(a).

Poznamka: Tato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v vlastna hodnota v nevlastnom bode

x=38
f(x) = 0.12500
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Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xo € R* je hromadny bod D;. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode Xo, akk (V@(a))(30(x0))(Vx € O*(%o) N Ds) f(x) € O(a).

Poznamka: Tato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v vlastna hodnota v nevlastnom bode

x=10
f(x) = 0.10000
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Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xo € R* je hromadny bod D;. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode Xo, akk (V@(a))(30(x0))(Vx € O*(%o) N Ds) f(x) € O(a).

Poznamka: Tato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v vlastna hodnota v nevlastnom bode

x=25
f(x) = 0.04000
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Limita funkcie: ...nech su veci blizSie a blizSie...

The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.
PringsheimEnzyclopadie der Math. Wis&l899)

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xo € R* je hromadny bod D;. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode Xo, akk (V@(a))(30(x0))(Vx € O*(%o) N Ds) f(x) € O(a).

Poznamka: Tato topologicka (super)definicia presne vystihuje to, o intuitivne nazyvame ,blizit sa“:

v vlastna hodnota v nevlastnom bode

x = 10000000
f(x) = 0.0000001
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V. Diferencialny po cet Limita funkcie

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xg € R* je hromadny bod Ds. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode Xg, akk

(VO(a))(36(x0)) (VX € 6% (x0) N Dy)f(x) € O(a).

— v zavislosti od hodnbt xg a a mame 9 moznosti (v dvoch skupinach):
(1) vlastna limita funkcie — vo vlastnom bode
XIi_|)”r)1(0f(x) =a & (Ve >0)(3 > 0)(Vx € O5(%0) NDx) f(x) € O-(a)
() vlastnd limita funkcie — v nevlasthom bode +00
xﬂToof(X) =a & (Ve >0)(35 > 0)(Vx € (4, +00) N Dx) f(x) € O.(a)
(I) vlastnd limita funkcie — v nevlastnom bode —00
Xﬂrl}of(x) =b & (Ve > 0)(35 > 0)(Vx € (—oo0,—d) N Dy) f(x) € O.(b)
(1) nevlastna limita funkcie — zvySnych 6 pripadov

lim f(x) = 00 & ... 0troSku neskor ...
W00
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V. Diferencialny po cet Limita funkcie

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech X € R* je hromadny bod Ds. Hovorime, Ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode xg, akk

(VO (a))(30(%0)) (VX € 0*(%0) N Dg) f(x) € O(a).

— v zavislosti od hodndt X a a mame 9 moznosti (v dvoch skupinach):
(1) vlastna limita funkcie — vo vlastnom bode
XIirT)]( f(x)=a < (Ve > 0)(36 > 0)(¥Vx € O5(x0) N D) f(x) € 0-(a)
—Xo

VX+a-va 1
X - 2ya’

Uloha: Dokazte z definicie, ze pre a > 0 je )!iﬂ]o
pohrajte sa interaktivne:  https:/www.geogebra.org/m/tCnmrWg2
() vlastna limita funkcie — v nevlasthom bode  +oco

lim f(x)=a < (Ye > 0)(30 > 0)(¥x € (J,+00) NDx) f(x) € ()

X——+00

Uloha: Dokazte z definicie, ze lim ~— L_
x—oo X + 2
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V. Diferencialny po cet Limita funkcie

Niekolko vSeobecnych tvrdeni o (vSetkych) limitach funkcie

When the successively attributed values of the same variable indefinitely approach a fixed value, so that finally they differ
from it by as little as desired, the last is called timeit of all the others.
Cauchy:Cours d’Analys&1821)

Funkcia f m& v bode xo € R* nanajvys jednu limitu. I

Nech xg je hromadny bod mnoZiny M = D; N Dg a nech (30/(xo))
(Yx € 0*(x0) " M) f(x) = g(x). Potom Iim f(x) existuje prave vtedy, ked

existuje I|m g(x)aplat| I|m f(x)— I|m g( ).

X—Xo

x2+ix—1
_1 .

Priklad: VypoCcitajte limitu I|m

Nech xo je hromadny bod mnoZziny M = D; N Dy a nech (30(xo))
(Yx € 0*(x0) " M) f(x) < g(x). Potom Xlirr)1( f(x) < Xlirr)1( g(x).
—Xo —Xo
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