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V. Diferenciálny po čet Limita funkcie

Elementárne topologické pojmy na reálnej osi

Čo je topológia: Topológia je disciplína zaoberajúca sa vlastnost’ami
objektov, ktoré sa nemenia pri spojitých zobrazeniach.

• okolie bodu x0 ... O(x0)
– je l’ubovol’ný otvorený interval obsahujúci bod x0

• δ-okolie bodu x0 ... Oδ(x0)
– Oδ(x0) := {x ∈ R : |x − x0| < δ}, kde δ > 0
• prstencové okolie bodu x0 ... O∗(x0)
– O∗(x0) := O(x0) \ {x0}
• prstencové δ-okolie bodu x0 ... O∗δ (x0)
– O∗δ (x0) := Oδ(x0) \ {x0} = {x ∈ R : 0 < |x − x0| < δ}, kde δ > 0
• okolie bodu +∞ ... O(+∞)
– je l’ubovol’ný otvorený interval (a,+∞), kde a ∈ R
• okolie bodu −∞ ... O(−∞)
– je l’ubovol’ný otvorený interval (−∞, b), kde b ∈ R
Poznámka : každé okolie bodov +∞ a−∞ je vlastne prstencové!
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Zopakovanie

Číslo A ∈ R nazývame limitou postupnosti (an)
∞
1 , akk pre každé ε > 0

nerovnost’ |an − A| < ε platí pre skoro všetky prirodzené čísla n, t.j.

lim
n→∞

an = A ⇔ (∀ε > 0)(∃n0 ∈ R)(∀n ∈ N, n > n0) an ∈ Oε(A).

Prečo n →∞? Čím je bod +∞ význačný v súvislosti s definičným
oborom postupnosti (an)

∞
1 , t.j. množinou N?

Bod +∞ má vlastnost’ (∀O(+∞)) N ∩ O(+∞) 6= ∅
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Definícia – hromadný bod množiny

Bod b ∈ R∗ nazývame hromadný bod množiny M ⊂ R, akk
v l’ubovol’nom prstencovom okolí bodu b existuje bod x ∈ M.

Poznámky a príklady:

kvantifikovaný výrok: bod b ∈ R∗ je hromadný bod množiny M ⊂ R
práve vtedy, ked’ (∀O∗(b)) M ∩ O∗(b) 6= ∅;
špeciálne pre vlastné čísla: bod b ∈ R je hromadný bod množiny
M ⊂ R práve vtedy, ked’ (∀δ > 0)(∃x ∈ M) 0 < |x − b| < δ;

hromadný bod množiny nemusí do množiny patrit’!

bod +∞ je jediný hromadný bod množiny N;

hromadnými bodmi množiny M = (0, 1) sú body 0, 1 a všetky body
množiny M;

množina M = {0, 1} nemá hromadné body;

izolovaný bod množiny je bod, ktorý nie je jej hromadný bod;

Pozorovanie: hromadný bod množiny = dá sa k nemu "l’ubovol’ne priblížit’"
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V. Diferenciálny po čet Limita funkcie

Limita funkcie: ...nech sú veci bližšie a bližšie...
The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.

Pringsheim:Enzyclopädie der Math. Wiss.(1899)

Topologická (super)definícia limity funkcie

Nech x0 ∈ R∗ je hromadný bod Df . Hovoríme, že číslo a ∈ R∗ je limitou
funkcie f v bode x0, akk (∀O(a))(∃O(x0))(∀x ∈ O∗(x0) ∩ Df ) f (x) ∈ O(a).

Poznámka: Táto topologická (super)definícia presne vystihuje to, čo intuitívne nazývame „blížit’ sa“:

X vlastná hodnota vo vlastnom bode
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Limita funkcie: ...nech sú veci bližšie a bližšie...
The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.

Pringsheim:Enzyclopädie der Math. Wiss.(1899)

Topologická (super)definícia limity funkcie

Nech x0 ∈ R∗ je hromadný bod Df . Hovoríme, že číslo a ∈ R∗ je limitou
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Limita funkcie: ...nech sú veci bližšie a bližšie...
The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.

Pringsheim:Enzyclopädie der Math. Wiss.(1899)

Topologická (super)definícia limity funkcie

Nech x0 ∈ R∗ je hromadný bod Df . Hovoríme, že číslo a ∈ R∗ je limitou
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X nevlastná hodnota vo vlastnom bode

Ondrej Hutník Matematická analýza FRP



V. Diferenciálny po čet Limita funkcie
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X vlastná hodnota v nevlastnom bode

Ondrej Hutník Matematická analýza FRP



V. Diferenciálny po čet Limita funkcie
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Limita funkcie: ...nech sú veci bližšie a bližšie...
The concept of the limit of a function was probably first defined with sufficient rigour by Weierstrass.

Pringsheim:Enzyclopädie der Math. Wiss.(1899)

Topologická (super)definícia limity funkcie

Nech x0 ∈ R∗ je hromadný bod Df . Hovoríme, že číslo a ∈ R∗ je limitou
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funkcie f v bode x0, akk (∀O(a))(∃O(x0))(∀x ∈ O∗(x0) ∩ Df ) f (x) ∈ O(a).

Poznámka: Táto topologická (super)definícia presne vystihuje to, čo intuitívne nazývame „blížit’ sa“:
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Topologická (super)definícia limity funkcie

Nech x0 ∈ R∗ je hromadný bod Df . Hovoríme, že číslo a ∈ R∗ je limitou
funkcie f v bode x0, akk

(∀O(a))(∃O(x0))(∀x ∈ O∗(x0) ∩ Df ) f (x) ∈ O(a).

– v závislosti od hodnôt x0 a a máme 9 možností (v dvoch skupinách):

(I) vlastná limita funkcie – vo vlastnom bode

lim
x→x0

f (x) = a ⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ O∗δ (x0) ∩ Df ) f (x) ∈ Oε(a)

(I) vlastná limita funkcie – v nevlastnom bode +∞

lim
x→+∞

f (x) = a ⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (δ,+∞) ∩ Df ) f (x) ∈ Oε(a)

(I) vlastná limita funkcie – v nevlastnom bode −∞

lim
x→−∞

f (x) = b ⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (−∞,−δ) ∩ Df ) f (x) ∈ Oε(b)

(II) nevlastná limita funkcie – zvyšných 6 prípadov

lim
x→...

f (x) = ±∞ ⇔ ... o trošku neskôr ...

Ondrej Hutník Matematická analýza FRP



V. Diferenciálny po čet Limita funkcie
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Úloha: Dokážte z definície, že pre a > 0 je lim
x→0

√
x + a−

√
a

x
=

1
2
√

a
.

pohrajte sa interaktívne: https://www.geogebra.org/m/tCnmrWg2

(I) vlastná limita funkcie – v nevlastnom bode +∞
lim

x→+∞
f (x) = a ⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (δ,+∞) ∩ Df ) f (x) ∈ Oε(a)

Úloha: Dokážte z definície, že lim
x→∞

x − 1
x + 2

= 1.

Ondrej Hutník Matematická analýza FRP
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V. Diferenciálny po čet Limita funkcie

Niekol’ko všeobecných tvrdení o (všetkých) limitách funkcie
When the successively attributed values of the same variable indefinitely approach a fixed value, so that finally they differ
from it by as little as desired, the last is called thelimit of all the others.

Cauchy:Cours d’Analyse(1821)

Veta V.1

Funkcia f má v bode x0 ∈ R∗ nanajvýš jednu limitu.

Tvrdenie V.2

Nech x0 je hromadný bod množiny M = Df ∩ Dg a nech (∃O(x0))
(∀x ∈ O∗(x0) ∩M) f (x) = g(x). Potom lim

x→x0
f (x) existuje práve vtedy, ked’

existuje lim
x→x0

g(x) a platí lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

g(x).

Príklad: Vypočítajte limitu lim
x→1

1
2 x2 + 1

2 x − 1
x − 1

.

Veta V.3

Nech x0 je hromadný bod množiny M = Df ∩ Dg a nech (∃O(x0))
(∀x ∈ O∗(x0) ∩M) f (x) ≤ g(x). Potom lim

x→x0
f (x) ≤ lim

x→x0
g(x).

Ondrej Hutník Matematická analýza FRP
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