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V. Diferencialny po cet

Zopakovanie

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xp € R* je hromadny bod D;. Hovorime, ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode xg, akk (V& (a))(30(xo))(Vx € &*(Xo) N Ds)f(x) € O(a).

Pripomenutie: Bod b € R* nazgvame hromadny bod mnoziny M C R, akk (V&™* (b)) M N &*(b) # 0.

— v zavislosti od hodndt xo a @ mame 9 moznosti (v dvoch skupinéach):

(I) vlastnd limita funkcie vo vlastnom bode  xp € R

lim f(x) =acR & (Ve >0)(35 > 0)(Vx € Dr) (0 < [x—xXo| <& = [f(x)—a| <e¢)
0

X—X
(I) vlastna limita funkcie v nevlastnom bode Xg = 400
lim f(x)=a€cR & (Ve >0)(30 >0)(vx €Dy) (x >6 = [f(x)—al<e)
X—+00

() vlastnd limita funkcie v nevlastnom bode  Xxp = —¢
Jim f(x)=a€eR « (Ve >0)(3 > 0)(Vx € Dr) (x <=0 = [f(x)—al<e)

(I nevlastna limita funkcie — zvysSnych 6 pripadov

lim f(x) = 4+oco < ...0troSku neskor ...
X—...
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v hromadnom bode

Niekolko vSeobecnych tvrdeni o (vSetkych) limitach funkcie

When the successively attributed values of the same variable indefinitely approach a fixed value, so that finally they differ
from it by as little as desired, the last is called timeit of all the others.
Cauchy:Cours d’Analys&1821)

Funkcia f m& v bode xo € R* nanajvys jednu limitu. I

Nech xg je hromadny bod mnoZiny M = D; N Dg a nech (30/(xo))
(Yx € 0*(x0) " M) f(x) = g(x). Potom Iim f(x) existuje prave vtedy, ked

existuje I|m g(x)aplat| I|m f(x)— I|m g( ).

X—Xo

x2+ix—1
_1 .

Priklad: VypoCcitajte limitu I|m

Nech xo je hromadny bod mnoZziny M = D; N Dy a nech (30(xo))
(Yx € 0*(x0) " M) f(x) < g(x). Potom Xlirr)1( f(x) < Xlirr)1( g(x).
—Xo —Xo
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v hromadnom bode

Pripomenutie: Nech Xy € R* je hromadny bod D;. Hovorime, Ze Eislo a € R* je limitou funkcie f v bode xq (alebo tiez
existujex Iirrl f(x) ajerovnacislua € R™), akk (V@(a))(30(xg))(¥Vx € 6*(xg) N Dg) f(x) € O(a).
—Xo

Veta (o zovreti)

Nech xo € R* je hromadny bod Ds N Dy N Dy &
(301(x0))(Vx € OF(X0) N Ds N Dg N Dp) f(x) < h(x) < g(x).
Ak lim f(x) = lim g(x) = a € R*, tak existuje lim h(x) a plati
X—Xo X—Xo X—Xp

Xll_rIl(0 h(x) = a.

Velky Policajt

/

- N
Zlodej
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v hromadnom bode

Niekolko vSeobecnych tvrdeni o (vSetkych) limitach funkcie

Veta (o limite zloZenej funkcie)

Nech f,g € R® ax, € R* je hromadny bod Droq. Ak Xliirg(og(x) =a e R*,
pricom (30(Xo))(Vx € 0*(Xo) N Dg) g(X) # a aJinaf(y) =b € R*, tak
existuje leo(f og)(x) a plati

lim (f 0 g)(x) = lim f(y) = b.

X—Xo y—a

Poznamky:

@ predpoklad g(x) # a pre a = £oo je vzdy trivialne splneny;
@ v pripade a € R je predpoklad g(x) # a na nejakom &*(xp) velmi
dolezity, napr. pre g(x) =1af(y) =3 prey #1af(l) =2 plati

M e glfed) = 2 52 & = [ 7

@ veta o limite zloZzenej funkcie dava iba postacujucu podmienku
k existencii limity zloZenej funkcie, pretoze napr. lim x(x) neexistuje
X—Xo

pre Ziadne xp € R, ale Xlin)1( (x o x)(x) =1 pre kazdé xo € R (overte!);
—Xo0
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v hromadnom bode

Niekolko vSeobecnych tvrdeni o (vSetkych) limitach funkcie

Veta (o limite zloZenej funkcie)

Nech f,g € R® ax, € R* je hromadny bod Droq. Ak Jim g(x) =aeR*,
—Xo
pricom (30(Xo))(Vx € 0*(Xo) N Dg) g(X) # a aJimaf(y) =b € R*, tak
existuje Xlin)1( (f og)(x) a plati
—Xo

lim (f 0 g)(x) = lim f(y) = b.

X—Xo y—a

Poznamky a priklady:

@ veta o limite zloZzenej funkcie sCasti legalizuje vypocty, ktoré sme robili
doteraz pri vypocte limit postupnosti, napr.

n 1 m n 1 7
lim {/—— —sin_— = ¢/ lim (—— —sin_— ) =V1-sin0=1
n—oo \ 14n 2n \/nﬂoo (1 +n Zn)

(ved' aj postupnost je len funkcial);

X2 —Tx + 6\
x—1 '

@ Vypocitajte limitu Iiml(
X—
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v hromadnom bode

Niekolko vSeobecnych tvrdeni o (vSetkych) limitach funkcie
Ako suvisi limita funkcie a limita postupnosti?

Veta (Heineho, 1870)

Nech xo € R* je hromadny bod Ds. Potom
Jim f(x) =aeR" & (V(%n)3® € N¥, Xy € Dr \ {X0}) Xn — %o = f(xa) — a.
—Xo

HEINRICH EDUARD HEINE (1821-1881)
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V. Diferencialny po cet

Niekol'ko vSeobecnych tvrdeni o (vSetkych) limitach funkcie
Ako suvisi limita funkcie a limita postupnosti?

Veta (Heineho, 1870)

Nech X € R* je hromadny bod Ds. Potom
Jim f(x) =a e R" & (V(xn)i° € NE, Xy € Df \ {X0}) Xn — %o = f(xa) — a.

Poznamky:
@ Heineho veta netvrdi, ze XILmOOf(x) = nIi_)rrgof(n), kde n € N!
@ v postacujicej podmienke sme ukazali, Ze ak pre kazdu postupnost
(Xn)$° € Dy \ {xo} taku, ze nlngo Xn = X plati, Ze nIi_)ngof(xn) je rovna
tomu istému €islu a, potom leof(x) existuje a je rovna tiez a;

@ dokazte, ze k existencii limity funkcie f v bode xq staci predpokladat
existenciu limit vSetkych postupnosti (f(xn))$°, t.j.

nezavislost limity funkénych hodnét na volbe testovacej postupnosti

Nech xg € R* je hromadny bod Dy . Ak pre kazd( postupnost (xn){° taku, ze xn € Ds \ {Xg} a N lim xn = X existuje limita
—o0
postupnosti (f(xn))£, potom je této limita nezavisla od vofby postupnosti (xn){°.
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V. Diferencialny po cet

Niekol'ko vSeobecnych tvrdeni o (vSetkych) limitach funkcie
Ako suvisi limita funkcie a limita postupnosti?

Veta (Heineho, 1870)

Nech X € R* je hromadny bod Ds. Potom
Jim f(x) =a e R" & (V(xn)i° € NE, Xy € Df \ {X0}) Xn — %o = f(xa) — a.

Poznamky:

@ v pripade désledného axiomatického budovania zakladov matematicke;j
analyzy je potrebné na zdévodnenie existencie postupnosti (Xn):°,
ktord sme pouzili v dékaze postacujucosti existencie limity funkcie,
pouzit axidmu nazyvanu axioma vyberu

Axiéma vyberu (jedna z moznych formulécif)

Nech (Ax ) el j€ Systém neprazdnych mnoZin, kde | je neprazdna mnoZina indexov. Potom existuje zobrazenie
Z i1 — Ugel Aa také, Ze pre kazdé o € | je Z(a) € Aq.

@ treba upozornit, Ze v matematike existuju aj smery nepovazujice
dokazy zaloZzené na axiome vyberu za korektné, preto ju pouzivame aj
my len v nevyhnutnych pripadoch!
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